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Un théoréme de prolongement spinoriel
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Résumé. Dans le paragraphe 1 on obtient, 4 1'aide d’une involution sur une
algébre de Clifford, un diagramme commutatif que constitue le support algébrique
du prolongement des structures spinorielles. On construit, pour la représentation

canonique complexe de l’algébre de Clifford considérée, un opérateur d’adjonction
au sens de Dirac relativement i une forme hermitienne.

Dans le paragraphe 2, on indique quelques propriétés des fibrés différentiables,
nécessaires pour exprimer d’une maniére concise les résultats ci-dessous. On n’impose

aucune restriction sur la topologie de la variété de base, convention qui subsistera
ausst dans la suite.

Dans le paragraphe 3, on considére une variété pseudoriemannienne M de
dimension n et on construit une métrique du type Sasakien sur chaque fibré M’ sur M

en droites affines, dont le fibré vectoriel réduit coincide avee |_) A" T, (M). On associe,
zeM
a4 chaque structure spinorielle sur M, une structure spinorielle spéciale canonique

sur M’ et on construit opérateur correspondant de prolongement des connexions
spinorielles.

Dans le paragraphe 4, on construit, pour les vartiétés M et M’ ci-dessus, I'opéra-
teur de prolongement des champs spinoriels (en particulier du champ de Dirac), jouis-
sant de la propriété de permutation avec la dérivée covariante spinorielle et 1’adjonc-

tion.

On associe & chaque structure spinorielle [3], [6] sur la variété M
de dimension » une struecture spinorielle spéciale sur une variété M’ de
dimension » 1. On construit un opérateur correspondant de prolonge-
ment spinoriel, ayant la propriété de permutation avec la dérivée covariante
et I’adjonetion. La variété M’ munie d’une métrique du type sasakien
[6), [7], [9] qui contient la métrique de Kaluza—Klein [8] comme cas
particulier, est un fibré en droites affines sur M dont la topologie est
arbitraire. Les résultats obtenus s’appliquent, pour M orientable, & une
théorie unitaire cylindrique. '

1. Considérations sur les algébres de Clifford. Soient une forme quad-
ratique non dégénérée @ sur un espace vectoriel n-dimensionnel réel V et
linvariant &, donné par:

n

(1) g =& ay Q(V) = D &(v) (6= £1, veV).

i=1
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Désignons par C(Q) 'algébre de Clifford réelle associée & @ [1], [2]
et par % son involution principale,

n:v—>—19, ’veV,

Pespace V étant identifié & son image canonique dans C(Q).

On sait que toute représentation linéaire complexe de 1'algébre C(Q)
est completement réductible. L’ensemble des composantes irréductibles
constitue, pour n pair, une classe d’équivalence caractérisée par un repré-
sentant g et, pour » impair, deux classes caractérisées par les représen-
tants ¢, coxn. On a dans les deux cas(%):

o: 0(@)=L(D), dimD = 22,

Nous utiliserons aussi la notation z = g(x), z<C(Q).

La représentation ¢ @pon est injective; si n est pair, o est aussi
injective.

PROPOSITION 1. Les opérateurs de Uespace o(V) sont, pour n pair
(n = 2r), autoadjoints relativement a une forme hermitienne non dégénérée y
sur D. 8i Q est définie positive, y est définie; dans le cas contraire y est de
signature zéro.

Démonstration. Nous reprenons la méthode classique de cons-.
truction, par induction relativement & r, d’un systéme de matricese,, ..., e,
d’ordre 2" pour lesquelles:

(2) e6it+eie; = 26,0y (4,) =1,...,n)

et nous établissons en méme temps leur propriété d’étre autoadjointes.
Pour r =1 cette propriété se déduit en utilisant les matrices:

1 0 01 0 1 S
(3) a=( ) b=( ) c=ab=( ) a—V=1b.
0 —1 10 —-10

En effet, les matrices @, b sont hermitiennes et a, ¢, d sont autoad-
jointes relativement 4 la forme hermitienne z,z, — 2,z,.

Supposons maintenent qu’il existe un systéme de matrices auto-
adjointes f, ..., f,—. d’ordre 27! pour lesquelles: .

(2 fifi+fifi = 2088 (3,5 =1,...,m—2; £ = +1).
Si @ est définie positive, nous prenons:

2, =V—-1ab®f, ({=1,...,n—2), e,_, =a®l, e, =b®1

(1) Désignons pour un espace vectoriel arbitraire U, par L(U) l'algébre des
opérateurs linéaires de U et par U’ le dual de U.
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avec ¢ = 1. Dans le cas contraire, on peut toujours supposer ¢, = —1.
Pour ¢,_, = —1, nous remplagons dans (2’') les matrices a, b par ¢ resp.
d et mous prenons ¢ = 1; pour ¢,_; = 1, nous remplacons dans (2’) la
matrice b par ¢ et nous prenons ¢ = —1. Q.E.D.

Remarque 1. L’adjonction relativement 4 y définit une antiinvolu-
tion sur L(D), qui induit I’antiinvolution principale de 1’algébre de Clifford

Q).

Remarque 2. La forme hermitienne y définit une adjonction, qui
est une bijection D— D’. Par produit tensoriel on obtient une application
involutive sur D ®@ D', qui coincide avec I’adjonetion sur L (D), en vertu
de l'isomorphisme naturel entre D®.D' et L(D).

PROPOSITION 2. Les opérateurs de Uespace o(V) vérifient, pour n impair
(n = 2r+1), la condition v* = eyv, o le symbole * signifie Vadjonction
relativement a une forme hermitienne non dégénérée x sur D. Si Q est définie, x
est définie; dans le cas contraire, y est de signature zéro.

Démonstration. Soit (e;,...,e,) un repére orthonormé de V.
L’élément e, ... ¢, est un scalaire, car e, ... e, est central dans C(Q) et
L(D) est engendrée par ¢(C(Q)). Alors:

(4) o(e,) = ko(ey...e, 1)y, k®=(—1)g, Kk scalaire.

En- vertu de la proposition 1, nous pouvons supposer que o(e;)*
= ggpo(¢;) pour ¢ =1,...,n—1. Alors on vérifie vette derniére condition
pour i = n a l'aide de (4). Q.E.D.

Soient W = {veV: Q(v) = X1} et les groupes multiplicatifs Pin@,
Spin@ engendrés dans C(Q) par W resp. W-W. L’homomorphisme p:
PinQ—-0(Q)

p(a)r = ooz, z<PinQ, veV
(ol #—¢, est ’homomorphisme de Pin@ sur le groupe multiplicatif { 4-1}
de noyau Spin@) définit un revétement d’ordre deux de O(Q) par Pin@
ou de SO(Q) par Spin@.

Nous allons indiquer une construction nécessaire pour le prolon-
gement des structures spinorielles. Soient ’espace vectoriel (n + 1)-dimen-
sionnel réel Vo = VO R-¢,, la forme quadratique ¢, sur V,,Q, =Qsur V, ¢,
orthogonal surV,@(e) = —1, Pinvolution ¢ de C(Q)

(5) ag: v>ve, (veV), e—>—¢
et ’homomorphisme t: 0(Q)—S0(Q,),
(5') 7(A): v>Avo  (veV), eq—>detA-e,.

On peut toujours supposer C(Q) = C(Q,) et on obtient le diagramme
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commutatif

PinQ ——0(Q)
T
SpinQo"‘,T_’SO (@)

la restriction de o a Spin@ étant l’inclusion Spin@ < Sping),.

Nous déduirons quelques conséquences des propositions 1 et 2, néces-
saires & la comparaison des opérateurs d’adjonction et de prolongement
spinoriel. Nous désignons, pour éviter la confusion, par D, ’espace de
la représentation go 7 et par D, = D® D,, ’espace D, étant, bien entendu,
supposé un exemplaire de D. En identifiant Palgébre C(Q) & son image
par la représentation p@Pegozn, nous allons obtenir une représentation
linaire fidele de ’inclusion C(Q) < C(@,). Remarquons d’abord que tout

élément 9¢V est de la forme v = a®7v, la matrice a étant donnée par
(3). Prenons

a®e (n pair),

{6) €y = . .
¢c®1 (n impair),

o l'opérateur eeL (D) s’obtient d’un repére orthonormé (e, ...,e,) de

V par

(6") e = ko(e,...e,), €= —1, §k scalaire.

Supposons maintepant que % soit pair. En considérant l’involution ¢
de L(D) définie par o(v) = ve, veo(V), on obtient le diagramme commu-
tatif: - .

C(@Q)——C(Q)
(M) 0 0
L(D)—2—L(D)
L’involution o étant intérieure, il existe SeL(D) tel que:
(8) o: z—>8x8, 82 =1, « arbitraire de L(D).
Les opérateurs de ¢(V,) vérifient, pour ¢, = 1, la condition v~ = —w,

ou I’indice supérieur ,, —” signifie I’adjonction relativement & une forme
hermitienne non dégénérée y_ sur D. Si @ est définie négative, y_ est
définie; dans le cas contraire y_ est de signature zéro. On a d’aprés (8):

ve = Sv8 = 8 vS8~, o arbitraire de o(V).

Donc 8~ = A8 (4 scalaire), car lalgébre L(D) est engendrée par
(V). Mais 1 = +1 et on obtient en remplacant éventuellement § par
V—18:

(8') 5: 3—>8z8~!, 8 = 411, 8 =~8L(D).
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Sigg = —1, les opérateurs de o(V) vérifient 1a condition v~ = —o,
tandis que les opérateurs de o(V,) vérifient la condition »* = v, ol les
indices supérieurs “4” et “—’ signifient 1’adjonction relativement
4 deux formes hermitiennes non dégénérées, de signature zéro, y, resp.
4 sur D. On a, par Pextension de la relation v* = —v~ de o(V) & L(D):

{9) zt =ex~e”', a arbitraire de L(D).

L’involution principale de L(D) et linvolution o étant inversibles, il
en résulte que Se = ceS (& scalaire) et le calcul de SeS nous montre que
£ = +1. La relation

ve = 8v8 = — 8 w87, o arbitraire de o(V),

implique 8~ = ASe (4 scalaire, A2 = —¢). Par suite Popérateur S de (8)
vérifie les conditions: '

{(8") S8~ =e8t =8F =¢FS, &= +1,
ouF=couF =V—1ce

Dans le cas ol # est impair, il existe SeL(D,) tel que
{10) o: x—>8x8, S? =1, o arbitraire de C(Q,).

Les opérateurs de o(V) vérifient, pour e, = —1 la condition v~ = —uo,
relativement & une forme hermitienne non dégénérée y_ sur D. Si @ est
définie négative, y_ est définie: dans le cas contraire y_ est de signature

zéro. D’aprés (6), v~ = — o relativement & la forme hermitienne y_@® x_
sur D, = DPD,, quel que soit veV,, ce qui implique:
{10') o: x—~>8287', 82 =41, 8 = SeL(D,).

Les opérateurs de o(V) vérifient pour g, =1 la condition v* = v,
relativement a4 une forme hermitienne non dégénérée y sur D. Si @ est
définie positive, y est définie; dans le cas contraire y est de signature
zéro. Par suite, les opérateurs de V vérifient la condition v~ = — v rela-
tivement & y_ = b®y, tandis que les opérateurs de V, vérifient la con-
dition »* = v relativement & y, = a ® x, ol les matrices a et b sont don-
nées par (3). Les formes hermitiennes y, et y_ sont, d’aprés la proposi-
tion 1, de signature zéro et on a

(9) zt = ew"e;', x arbitraire de L(D,).

Alors opérateur S de (10) vérifie les conditions (8'’) avec F = ¢,
ou F = l/—leo.

2. Considérations sur les fibrés différentiables. Désignons, pour chaque
variété différentiable réelle M de dimension » et pour chaque groupe
de Lie @, par #(M, @) 'ensemble des fibrés pricipaux de base M et de
groupe structurel @, dans lequel on introduit la relation d’équivalence
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suivante: P; ~ P, s’il existe un homomorphisme P,—>P, [4] qui corres-
pond & Daplication identique de G et qui se projette sur 1’application
identique de M, c’est-a-dire si P, et P, admettent les mémes fonctions
de transition. On n’impose aucune condition de nature topologique & la
base M (par exemple d’étre séparée ou paracompacte). Si PeP(M, Q)
désignons par ¥ (P) I’ensemble des connexions sur P.

Soient I'application différentiable f: M’'—M, ’homomorphisme des
groupes de Lie g: G—G' et les fibrés Pe#(M, G), P' e (M5 Q'), ayant
pour fonctions de transition ¢, resp. ¢, relativement aux systémes d’iso-
morphismes locaux

t,: U, xG—>P, t.: U, xG—P.

Si les applications ¢,, ¢, peuvent étre choisies de maniére que top
=got.eof, désignons par gf[P] la classe de P’ dans 2(M’, G’). Supposons
maintenant que P’ soit un fibré arbitraire de gf[P] et soient les connexions
I'e¥(P), I" € (P') caractérisées respectivement par les familles de 1-formes
w,, w, sur U,. Considérons l'application gf,: ¥ (P)—>%(P’') donnée par
I'>I" avec w, = dgow,0df. Si M = M’ et f est Papplication identique
de M, posons gf[P] = g[P], gf, =9,

Remarque 3. Soit un homomorphisme A: P-+P’ qui correspond
3 g et qui se projette sur I'application identique de M. On a, pour i,, ?,
convenables: t;p = got,; et h est défini par le systéme de diagrammes
commutatifs

U, x G—2>P

1xg R
() .

U, x G'=—P’
Donc l'existence de h est caractérisée par P’ eg[P] et g, est ’application
canonique ¢(P)—>%(P’) associée a h [4].

Soit ¥ un fibré associé a P, de fibre type T et de projection n. Notons,
pour chaque point « ¢ E, par V, ’espace vertical en « et définissons, & 1’aide
d’une connexion I'e«%(P), l’espace horizontal H, en u. Alors, ’espace
tangent en « 4 E est donné par T,(E) = H,®V,, relation qui induit,
par dualité, une application canonique d’inclusion de H, dans T,(E)'.
Les bijections

d=~': T,(M)~H,<c T, (E) (& = n=(w)),
dn': T,(M)'—-H, c T,(E) (la duale de dn)

définissent, par produits tensoriels, un opérateur de prolongement ten-
soriel q: T3(M)—>TH(E).
Les isomorphismes locaux ci-dessus définissent une famille d’iso-
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morphismes locaux de E par le diagramme commutatif:

U, XxGXxT220,xT
(11 guxll l.,,
PxT—5%—oFE

ol 1 est 'action de @ sur T et u est la surjection canonique (v, w)—>vw [4].
Si on a une action unique G xT—>T mnous utilisons la notation F = PT.

Particularisons maintenant le groupe structural, en prenant au lieu
de @ le groupe affine A de la droite réelle R et supposons que ¥ soit le
fibré affine associé & P; on a donc PP (M, A) et F correspond & l'action
canonique de A sur la droite réelle(?). Désignons par P,, E, les fibrés
réduits de P resp. de E, & savoir Pye (M, R*) est le fibré associé & P qui
correspond a la surjection canonique de A sur le groupe multiplicatif
R* = R\ {0} et E, est le fibré vectoriel, de fibre type R, associé & P,.
Supposons que chaque U, soit muni d’un systéme local de coordonnées
(21, ..., 2" et notons par s, les isomorphismes locaux associés, & 1'aide
des diagrammes de la forme (11’), au fibré vectoriel E,. Si nous considé-
rons les nombres réels 2°, z° donnés par:

(117) (W) = (m(w), @), s7w) = (m(w), "),

ou =, est la projection E,—M, on obtient les systémes de coordonnées
locales («%,..., 2", a°), (a*, ..., 4", ©°), appelés canoniques, dans E resp.
E,. Introduisons & ’aide des coordonnées ci-dessus, Uopérateur de transla-
tion 2: n;'(x)—V,,  arbitraire de M, u arbitraire de z~'(z) par:

w = (2, ..., 2", %) —>2z(uw) = (0,...,0,2°).

3. Prolongement des structures spinorielles. Supposons, avec les
notations du paragraphe 2, que M soit pseudoriemannienne, en parti-
culier riemannienne, et que la forme quadratique @ du paragraphe 1 soit
de méme signature que la métrique de M. Alors 0(Q) devient le groupe
structural du fibré principal O(M) des repéres orthonormés de M. Une
structure spinorielle sur M [3], [5] est un homomorphisme de fibrés princi-
paux f: X—O(M) qui correspond & la représentation p: PinQ—0(Q)
et qui se projette sur l'application identique de M. Une telle structure
sera identifiée, d’aprés la remarque 3, & un fibré Fe#? (M, PinQ) pour
lequel O(M)ep[ZX]. L’application p,: ¢(X)—>%(0(M)) est bijective,
car p est un isomorphisme local.

Si M est orientable, 8O(Q) est le groupe structural du fibré prineipal
SO (M) des repéres orthonormés et orientés de M et la structure spino-

® Si la base M est paracompacte, P admet une réduction de groupe structural
{+1} et E est un fibré vectoriel.
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rielle f s’appelle spéciale. D’autre part f induit, par restriction, ’homomor-
phisme f': 2'—>80(M) qui correspond & la représentation p: Spin@—
—80(Q). Alors, une structure spinorielle spéciale sur M sera identifiée
a un fibré 2'e#(M,Spin@Q) pour lequel SO(M)ep[L’]. L’application
P,: €(Z)—>%(80(M)) est bijective.

On obtient une méthode de prolongement des structures spinorielles
par le

THEOREME. Soient une variété pseudoriemannienne M de méirique ¢
et de dimension n, un fibré PeP (M, A) et le fibré affine M’ associé a P,
de fibre type R. Swpposant qu’il existe une connexion I' sur P et que le fibré

vectoriel réduit M, coincide avec la variété M, = (AT, (M), alors:
TeM

1° la variété M’ admet une mélrique pseudoriemannienne ¢’ telle que
SO(M'Yern[O(M)], o la représentation r: O(Q)—S0(Q,) est donnée par
(5’) et & est la projection de M’ sur M;

2° 81 X est ume structure spinorielle sur M, tout fibré X' ean[X), avec o
définie par (5), est une structure spinorielle spéciale sur M';

3° on a le diagrm_nme commutatif
€(2)—2—>2(0(M))
(12) l:m.\lL ltn.
()L (80(2))

Démonstration. On associe a chaque champ de repéres ortho-

normés (6,,...,0,) de M le champ de repéres linéaires ((,, ..., C,, {o)
de M’ par:

(13) (i =¢qob0omn (t=1,...,m), & =20(0,A...A80,)0n

ou ¢q est Iopérateur de prolongement tensoriel T(M)—>T(M') et z est
Popérateur de translation relativement aux fibrés M', M, = M, (voir
le paragraphe 2). En considérant la projection =, de M, sur M, nous intro-
duisons sur chaque fibre z; ' (x), xeM, la forme quadratique

(14) Go(u') =28, u =10,A ... A0,
et la métrique pseudoriemannienne sur M’
18)  ¢(X) = 9(¢7(Xn) ~ 9o ¢ (Xo)) = g(dn (X)) —go (o™ (X)),

ou X, et X, sont respectivement les composantes horizontale et verti-
cale du vecteur X T, (M'), ue M'.

Chaque champ de repéres donné par (13) est orthonormé relati-
vement 4 la métrique (15) et 1’ensemble de ces champs de repéres définit
une famille d’isomorphismes locaux de SO(M’') dont les fonctions de
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transition s’expriment & l'aide de celles de O(M) par u,; = TO .0 7}
done la propriété 1° est démontrée.

D’auntre part, les fonctions de transition topy 1ap des fibrés X respecti-
vement 2’ vérifient les conditions

’
tc,‘ﬂ = aotaﬂon, Ug = pot,,ﬂ,

done t,; = PO U, en vertu du diagramme commutatif (5''), ce qui impli-
que la propriété 2°.
La propriété 3° est aussi une conséquence de (5"'). Q.E.D.
Remarque 4. Il y a une analogie évidente entre la métrique (15)
et celle de Sasaki [7], [9] sur T'(M).

Remarque 5. Soit ¢,: U,x A—>P un systéme d’isomorphismes.
locaux compatible avec la propriété de réduction du fibré réduit P, au
groupe {+1}. Alors la connexion I' sur P est caractérisée, naturellement,
par la famille des 1-formes réelles & sur M et &, sur U,. Si z~*(U,) est
muni d’un systéme canonique de coordonnées (a1, ..., 2", 2°), la métrique -
(15) s’écrit:

(15’) g = godn—(a°5+ £,+ da’)?,

ce qui représente, pour £ = 0, la métrique de Kaluza-Klein [8]. _
Remarque 6. Si la variété M est orientable, My, = M X R et M"
représente le cas général d’une théorie unitaire cylindrique [8]. Si M’ =M,
= M, on obtient l’espace d’une théorie unitaire projective et il existe.
toujours une connexion I'e¥(P) (par exemple en prenant § = 0, £, = 0).
Si M est paracompacte, on a ce dernier cas. '

4. Prolongement des champs spinoriels. Soit, avec les notations du
théoréme ci-dessus, ’opérateur de prolongement tensoriel ¢ (voir le para-
graphe 2) correspondant aux variétés M et M’'. Nous nous proposons
d’abord de construire une extension de cet opérateur aux champs spino-
riels. Nous désignons par & (Z) ’ensemble des sections d’un fibré Z quel-:
conque.

Dans le paragraphe 1 nous avons considéré les représentations cano--
niques g, gon, 0@ gon de 'algébre de Clifford C(Q) et nous avons désigné
par D, D,, D, les espaces de ces représentations. Un spineur contravar-
iant (resp. covariant) sur M est, pour » pair ou pour M orientable, une.
section dans le fibré vectoriel 2D (resp. dans le fibré dual 2’D’). Par multi-
plication tensorielle on obtient des spineurs ou spin-tenseurs de divers types:
[6]. Si n est impair et M n’est pas orientable, il faut considérer aussi des
spineurs de ¥ (2D,) et de ¥ (X D,), pour avoir une définition du champ-
de Dirac et de Dopérateur d’adjonction. Les spineurs contravariants
sur M’ sont caractérisés par & (2'D) pour » pair et par & (2'D,) pour n-
impair, car M’ est orientable.
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Considérons les fonctions de transition !, t,',‘B = g0i,507 des fibrés
principaux ¢ resp. ¢’ relativement aux isomorphismes locaux

t,: U, xPinQ—ZX, t.: a1 (U,) X SpinQ,—2".

Soient pour » pair les spineurs ¢ e#(2D), ye& (2D’), qui sont carac-
térisés par les applications ¢,: U,—D, resp. y,: U,—~D pour lesquelles

(16) @Yp = tﬁaq’a’ Y = V)atap'

Alors en utilisant le diagramme commutatif (7) et les relations (8),
(8’), nous définissons les spineurs gpe¥(X'D), qpe&¥(2'D’) par

(16')  g@a(u) = Spa(m(u));  qy.(u) = po(=(u))8~", wen (U,).

Si n est impair on définit les spineurs qpe¥(2'D,), qye¥(Z'Dy)
par (16'), Popérateur S étant donné par (10) ou (10’). Dans ce qui suit
les spineurs ¢, y sont identifiés aux familles d’applications ¢, resp. v,
et par conséquent nous omettrons l’indice a.

Par produits tensoriels on obtient l'opérateur q de prolongement,
de M a M’, des spin-tenseurs de type arbitraire. Cet opérateur est permu-
table avec la dérivation covariante des spin-tenseurs, & savoir

(17) qu(qd)) = Q( Vx¢)y Vco(!ld’) =0

quel que soit le champ X de vecteurs sur M ; le champ £, sur M’ est défini
par (13). Si @ est un spineur, les deux opérateurs de dérivation covariante
correspondent aux connexions spinorielles Ae%(X)resp. 4" = omede€(2");
si @ est un spin-tenseur, la dérivation covariante relativement aux indices
tensoriels est donnée par les connexions py 4 et py A’ (voir le diagramme
commutatif (12)).

Remarque 7. On peut exprimer I’opérateur V x & ’aide de ’opéra-
teur de dérivation covariante relativement & la connexion A4’ associée
a la métrique (15) et du tenseur associé au couple de connexions p, 4/, A4".

Soient (¢;,...,6, un repére orthonormé de l'espace vectoriel V
et »,»" deux constantes réelles (»' = +»).

Si n est pair nous considérons le spin-tenseur fondamental f* = G(o(¢%))
= g(a(e‘)) et nous définissons le champ de Dirae, contravariant resp.
covariant, par:

(18) fVip+vp =0, Vafitvy =0,

Si M est orientable on obtient 1’équation de Dirae classique. En
effet, les spineurs ep et ye', ol 'opérateur ¢ est donné par (6'), vérifient
respectivement les équations:

(19) EV,dLvd =0, VPeétv¥ =0.
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Si » est impair, nous considérons le spin-tenseur fondamental f* = o (€*)
et nous définissons le champ de Dirac par (18), mais nous sommes obli-
gés de supposer que ¢eF(ZD,), peF(ZD,). Si ¢ = ¢’ +¢", ¢ ¢ (D),
@' eF(ZD,) et v =y +y”’, veF(ZD), ¢’ eF(ZD;) on a daprés (5)
et (6):

(19) €'Vip Lo =0, Viy'd+r'y’ =0,
(19") eV +rvp =0, Vip'eé+vy =0.

Si M est orientable, 2D = XD,; en prenant ¢’ = ¢/, p' = p'’, ’équa-
tion (18) se réduit aussi & (19).

On établit que I’image par Vopérateur q d’un champ de Dirac est aussi

un champ de Dirac, & savoir, si ¢ et y vérifient (18), gp et gy sont des solu-
tions des équations:

(18" AV, PLvd =0, V,WeP+v¥Y =0 (a=1,...,n,0)

ol les opérateurs V, correspondent au champ de reperes (13) et & la conne-
xion omed, Ae€(X).

Nous allons étudier un opérateur d’adjonction qui généralise 1’adjon-
ction de Dirac.

Supposons que le fibré X admette, pour = pair, une réduction de
groupe structural U = {zePinQ: o(2)eo(x)” =1}, cas ol 2’ admet,
d’aprés (8'), (8”’) et (9), une réduction du groupe structural U’ défini
ci-dessous(®). Si eQ =1, U’ = {xSpinQ,: o(x)e(x)~ = 1} et il en résulte
deux opérateurs d’adjonction ¥ (XD)—¥(XD"), ¥ (2'D)—%(2'D’) donnés
par ¢—>¢~ (voir la remarque 2). On a la propriété de permutation:

(20) (qp)” =ql97), @eF(2D)

et, en choisissant »* = —», on peut prendre dans (18) et (18"): p = ¢,
Y =0¢".8ieQ = —1, U = {xSpinQ,: o(z)o(x)" = 1} et il en résulte
deux opérateurs d’adjonction ¥ (2D)——>.5’(ZD ) (4p-->¢p )y L (X' D)=L (X' D)
(d—@™). On a la propriété de permutation:

(20) (gp)T =¢€'q(p™), @eL(ZD), ¢ scalaire

et en choisissant »* = », on peut prendre dans (18) et (18'): y = ¢, ¥ = @*,

Supposons que X admette, pour n impair, une réduction du groupe
structural U = {#PinQ: ax~ = 1}, cas ou 2’ admet d’apres (10’), (8"')
et (9') une réduction de groupe struetural U’ défini ci-dessous. SiQ = —1,
U' = {xeSpinQ,: xx~ = 1} et il en résulte deux opérateurs d’adjonction
F(ED)—>F(ED"), F (X' D)~ (2'D,) donnés par ¢g—¢~. On a la pro-
priété de permutation (20) et en choisissant »' = —», on peut prendre
dans (18) et (18):yp = ¢, ¥ = @".8ieQ =1, U’ = {zeSpinQ,: ax* = 1}

”

(3) Les opérateurs ,,+”, ,, —” ont été introduits & la fin du paragraphe 1.
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et il en résulte deux opérateurs d’adjonction £ (XD)—F(ZD))(p—>¢ ),
F(Z D)L (X' Dy) (P—DT). On a la propriété de permutation (20')
et en choisissant »* = v, on peut prendre dans (18) et (18'):yp =@, ¥ = O™,

Remarque 8. Supposons que la métrique de M soit hyperbolique
normale, c’est-a-dire que ¢ = —¢e, = ... = —g, =1 dans (1). Alors
la condition de réduction ci-dessus s’exprime par Uexistence d’une orienta-
tion temporelle sur M. En effet, la transformation pseudoorthogonale
p(x), 2 =2, ... 2,ePinQ (zy, ..., z,¢ W) conserve l'orientation temporelle
si et seulement si elle contient un nombre pair de symétries temporelles.
D’autre part, o(2)o(z)” = (—1)" resp. 2z~ = (—1)™, ou m est le nombre
des vecteurs temporels de la suite (z,, ..., ;).
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