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Es ist bekannt, daBl der Operator Bu = —Au-+q(x,, Z,, T3) %, WO
(z,, @, ;) einen beliebigen Punkt des drei dimensionalen Raumes E
bedeutet, wenn ¢(z) stetig und begrenzt und im Raume L*(E) wesentlich
selbstadiungiert ist. Die Resolvente R,f der selbstadiungierten Erweite-
rung A des Operators B ist folgender Gestalt (siehe [2])

Rif =(A—)f = [ H(z, s, )f(s)ds
E

wo A dem Spektrum nicht angehort. Den Resolventenkern H(z,y, 4)
werden wir Greensche Funktion nennen. Unsere Aufgabe ist das Ver-
halten der Funktion H(wx,y,A) fir |o|—>co zu untersuchen. Aus der
Symmetrieeigenschaft der Greenschen Funktion (Eigenschaften von
H(w, y, A) siehe [1], [2]) ist klar, daB8 das Verhalten fiir |y|—>oco mit dem
Verhalten fiir || —>oco zusammenfillt.

Im Falle wenn ¢(z) fiir |z|->oco begrenzt ist, war bis jetzt nur die
Tatsache bekannt, daB H(z,y, 1) die Bedingung

(1) 1Bz, y, VPdy < + oo
E

fiir jedes y ¢ E erfiillt. Fir ¢(x) =0 ist

9 . 6iillz—u|
(2) H(JJ,%A)=;}W|T!/—I,

wo das Vorzeichen + oder —, I(4)> 0 oder I(A) < 0 entspricht. In diesem
Spezialfalle verschwindet H(x,y, ) ziemlich schnell fir |2|—>oc. Also
entsteht die Frage, wie weit das Verhalten der Greenschen Funktion (2)
im Unendlichen fiir den allgemeinen Fall der begrenzten g(z) charakte-
ristisch ist, und was man auBer der Bedingung (1) iiber das Verhalten
der Funktion H (z, y, 4) sagen kann. In der Arbeit [1] (seite 154) wurde
der folgende Satz bewiesen:
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Satz 1. Wenn q(x) = O(1/|z|*), wo a >0, |z|—oc0, dann

H( ) etille—yl
su T e —
zeg a4 4““¢*‘ﬂhﬂam

=0(lg(m)) )

bei fest gehaltenen A, I(A%) # 0, + oder — entspricht 1(1) > 0 oder I(1) < 0.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, daBl das Verhalten
der Funktion (2) in bestimmter Weise charakteristisch fiir die Greensche
Funktion im allgemeinen Falle begrenzter ¢(x) ist. Wir werden namlich
zeigen, daB fiir hinreichend groBe [I(1)| die folgende Ungleichung (siehe
Satz 4) gilt

etidz—vl

H 12_
b | H @ 0 B)

N(4) _EG)iP—
wo yeB, PeE, K(P)={s: |P—2z| <1}, M, N und K positive nur
von A abhéingige Zahlen sind.

Entsprechende Abschitzungen gelten auch im ein-, zwei- und »-di-
mensionalen Falle. Man mufl nur (2) durch entsprechende Funktionen
ersetzen.

Wir wollen noch eine bekannte Eigenschaft (siehe [2], Seite 140,
auch [1], Seite 144, 151) der Greenschen Funktion H(z,y, i) angeben.
Es gilt namlich die Gleichung

e:l:ilkl:—-yl e:!:illt—.ﬂ

(3) H(z,y, #) = $)H(s,y, A*)ds .

Tnfo—y| ) dnfo—s]*

I. Die Menge der in E stetigen und begrenzten Funktionen bezeich-
nen wir mit I Fiir » ¢ I' fithren wir die Norm

(4) [ulla.pm =, e~ sup |u(x)]
i=0 Te Ky

ein, wol>0, Ky =K(P,7r)={m:r+l1—-i<|P—x|<r+i} (1 =1,2,..)
und K, = Ky(P,r) ={x: |P—2a| <7}.

I'* mit der Norm (4) stellt keinen vollstindigen Raum dar. Den
hieraus durch AbschlieBen erhaltenen vollstindigen Raum bezeichnen
wir mit I p,.

Wir wollen jetzt einige einfache Eigenschaften des Operators

eiah—ﬂ

Tru(x) =Ef41_c|—w_—qq(s)u(s)ds

im Raume I3 p, angeben.

(}) Die Abschitzung in [1], Seite 154, Satz 4 ist falsch angegeben.
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SATzZ 2. Wenn | <|J(4)|, q(x) begrenzt, dann ist T, fiir ue1ip,
erklirt, Ty(Ip,) C I'ip, und es gilt die Ungleichung
(5) 1Trullep,n < N(4, Dllulern,

wo N(A,l) eine nur von A und | abhdngige Konstante ist.

Beweis. Wenn u eI} p, dann ist die Funktion #(zx) im E stick-
weise stetig und

(6) sup |u(2)| <lullepn-eé (¢ =0,1,2,..).
reK;

Bei fixierten e Ky, (*) und j > ¢, gilt die Ungleichung

* e—ll(i)l [z—3|
-—ds
— sl

o~ Mz~
| e @l (@] < supla@) - Inloene - |
l;'j 1;1-"
. <sup|q(@)|-lulle.p.ne’ 21:;‘3@—!’0)!(1-%:)
I€E
= 27 sup |¢(2)]- 4l . 87V 52 I+
z€eE

also wenn u € I p,

* I3z
O | ol g l(o)] ds
E—‘gK(

< 2n sup lg(2)] || %|lq, p,» eHPI 2 Z j"e( —H@+DT

j=ig+1

Aus der Ungleichung (7) folgt, da8 fir welp,, 0 <l < |I(2)| das
Integral

e:htll:t sl P
1 Ta—s] 1) (e)ds
existiert und wir haben
sup|g ()| L)« |z —s]
sup| Thu(z)| <EE_—_ su fe—us ds .
zeK I::] ) ( )I 41.: rek; i |m_s[ l ( )l
Weiter ist
aPa? (CIRERES {e t e~ ) - [zl
su ————— lu(s)|ds < su u(x)|-su —
.mgé |’D 8| |u(s)]| 7?0/ pl )l “ij lm_sl

u

~1I®); G—5-1) @ (G —1-1)
z 5up|u|e i@—i-n 4 \ sgp|u|e =il

i=0 i= 1+2
e—A)-1s]
+ (sup ] + sup|u| + sup ) f———ds.

(®) Der Index i, ist von der Menge (¢ = 0, 1,2, ...) in dieser Weise gewiihlt daB
x e I(;,.
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Und schlieBlich bekommen wir die folgende Abschitzung

(8) HT}.u”(lPr) <—sup|q| Z e‘l’[Z sup]ulg—ﬂ(l)[(i i— 1)+

i=0 7=0

4 Z Sup |u|e- M@ G—i-n L b A)I(sup[ul—l—sup]u[—}-suplu[)

jeire X1 Kin
Wir bewiesen jetzt den folgenden
o
HiLrssaTz 1. Wenn D) e%a; =|a| < + 00 (a; =0), 0<l<|I(}),
i—o

dann gilt die folgende Ungleichung

(=]
Ze—ls(z e-IIDIG-i-Dg, | 2 e~ 1@IG=i Vay 1+ A (a5 + @i+ ai11)
i=0 j=1i1+2

< M(4,1)|q],
wo a_y —a_, =0 und
e— 1| —21 o 1T +21

.M(l, l) - A(l +e—l+el)+ l_e_IIu)l_l_I— 1_6_”(1)'.].1 N

Beweis. Es gilt

oo i—2
(9) o <AQ+elte)a[+ ) el D e Miiivg; 4
i j=0
=} oo
+ X et Y eMlti-i-Na; — g, 40y 405
= j=i+2
Weiter ist
o s
0 _Ze—u ZG MIG=i-D g 1 i) _Ze-hze—m;a‘ i
=2 j= =2
o ¥—1 o i—1
= 2 etig-Mlia_; , = > 3 o-li-i. f-MI-Dig; ;
i=2 o1 i i
o0 o0 = o] [=<]
=2 Z e Wi-Ng;_;_ e~MI+Di = -1 2 e—(Li+Di Z e"Ui—T Vg _;_,
j=1 i=j+1 j=1 =7+l
o0
— el Z e—(11+0j 2 elia; =e!lal Z e (HMI+Y)F
i=0
Also
o—(Ii+20)
(10) gy <|a

1 _e—0iTh
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Der Ausdruck o; kann dhnlich behandelt werden, namlich

aQ oo a0 a0
oy = Z' e Y MU=V, o iy = 2 el 2 e~ Mgy, ;
=0 j=i+2 =0 i=1

o0 oo
- 2 e-Mi+1+1) gy ), e~ MI+DT+L — ¢ 2 o-16+M gy, ; l-11-0F

i=0,§=1 =1

Leicht kann man aber -einsehen, dall aus der Ungleichung fiir die
m, n-te Teilsumme S,, der letzten Doppelreihe die Ungleichung

S <|a| D) el-i+i
i=0
folgt. Hieraus ergiebt sich

e—|1|+2l
(11) 0y < |a] {—o-li+i-

SchlieBlich aus (9), (10) und (11) bekommen wir

. . 6—|I(l)]—2l e-—-lI(l)|+2l
o< (A(l tette)+ w1 e—|m)|+1) aj.

Damit ist der Beweis des Hilfssatzes 1 beendet.
Die Ungleichung (8) und Hilfssatz 1 ergeben

| Tarllapn < N(A, 1) llulla.p,n,

(12) sup|q| 2 o
E 4 _ e~ 11— e—1(0)+2L
.N(Ily l) = _41t -(——lI(A)I (1+ € l+Gl) + 1_6_11(,1”,_1'*‘ 1—0_”(‘)""1) y

was der Satz 1 besagt. Wir formulieren noch den

SaTz 3. Wenn gq(x) begrenzt ist, dann existiert fiir hinreichend grofe
|I(A)|, der im ganzen Raume I'yp, erkldrte und begrenzte Operator (T,+ I)™.
Dabei ist [|(Th+ 1) lg,p,n vom P und r unabhdingig.

Beweis. Aus (5) und (12) folgt, dafl ||T;|| < N{(4,1) <1, wenn nur
|Z(4)| hinreichend gro8 ist. Also konnen wir fiir hinreichend grofie |I(4)|
zur Losung der Gleichung T;u+u = v im Raume I} p,, das Banachsche
Kontraktionsprinzip anwenden. Dabei erhalten wir fiir jedes velyp,
genau eine Losung #el" ;, - und zwar

° = v-}-z (—1){(T))v.
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Also ist

o0
- 1
lulopn < (14 ) 1Talen) 10lepn = =rp— Iollz
T=Tillwrn

=1
und aus (3) und (12) erhalten wir

(13) T+ D ern < =57

woraus der Satz 2 folgt.

II. Der Resolventenkern H(x,y, 1) erfiilt die Gleichung (3), welche
wir in folgender Gestalt schreiben kénnen

eﬂ:il]x—yl
(14) H(z,y, 2) =m_T1(H(—yyv }*2)) (2) .

etidz—|

m, welche fiir

jedes festgehaltene y dem Raume I} p, angehort, die Bedingung

Also erfiillt die Funktion k(z,y, 2) = H(z, vy, 12)—

(15) Tl(h(—'1 Y, 1‘3)) () +n(z,y, %) =¥(x,y, 4?),
wOo
@ 2y — exitlz—s| PESZILE] d
(@, 9, #) = _E 4n[m—s|q(s)4n[s—y| i

Auf Grund (4), (14) und (15) bekommen wir

(16)  sup )Ih(w, Y, 2)| < b=, ¥, Pllapn < M2, DIP(—, ¥, B)llar.n,

e Ko(P,r

wo M (A, 1) eine bekannte, nur von 4,! abhingige Konstante ist.
Wir werden jetzt eine Abschitzung des Ausdruckes [[¥(—, y, 4)lia,p,»
angeben

n(y)
A7) 1% Blars = X e sup| iz, y, #)|+
i=0 ze K
) y) hind
+ Y eisup|¥ia,y, B) = Y et D ey,
i=nip)+1 TeK i=0 i=n(y)+1

wo n(y) so gewihlt ist, daB

Konyy C {w: lz—P| < IP;yI}
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stattfindet. Wir haben

Sg‘P[‘I(m)I f 6_11(1)|(|x—s|+]s-ul)d
<~ ——su J
@ (47)2 “£E lz—s{ls—y| T’

e~ T (jz—s|+[s—v]) o~ T (1) —s|+]s— )
¢y = sup ds = f - ds,
zeki ) |o—8||s—yl S Je(i)—s|-{s—y|
K K
Yo —Du

wo d),,('i) =Yu— @_—Plﬁ + 'L) (/-‘ =1, 2, 3)1 .’B(‘l) = (.’L'l(’l:), ml(i)7 -’”3(":))7
Y = (Y1, Y2, Ys) und P = (p;, P, Ps) (siehe Fig. 1).

Bezeichnen wir jetzt durch FE(:z), E?(¢) die Halbriume auf welche

die Ebene
3
>1 (.r,, _ %_TW) (y— 1)) =0,

damed
#=1

WO ¥ = (1, Ys, Ys) festgehalten, den Raum F teilt (Fig. 1). Dann haben wir

o~ D (Je() 5|+ ls—u]) o~ W (|2t —s|+|s—v1)
ds-- (

Ci = : : S
ity 12@—=slls—yl = (i) —s|-[s—yl
H@) [t —vl =)

46_ 2 fe-lI(A)IISI £ ¢ ® o

< - : 8§ < .
eyl ] Tl T3] Pyl

Also ist

el 4-sup|g|
18 Ze—“ < .
(18) o TS Ima—e) [Pyl

~IW)
e 1P
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Weiter haben wir

EBP'Q(‘D)[ [‘ e HA)i(|z—si+|s—wu
< ——.—.5U s
ﬁ‘ (47:)2 ::GFI,)E l-’l'—‘slls—y[
_ :?EM_' fe"‘-’\f(l)llsl . :gg[?_(_ail
(4m)® 0 s x| I(AE
Also
3 o suplg(@)| _yip_yie. »
) 7 ? UP-yli2- 1
{19) Z e~Up; = \ ; e v

-l —
B < T 1—e

i=n(y)+1 i=(|P-yl/l2-r)+1

Und schliefillich auf Grund (16), (17), (18) und (19) erhalten wir den
SATz 4. Wenn |I(2)| so grof ist, daf

M, -1
M(7,7)

sup|g(z)| e I
E 4 _ e~ -2 e—1)| +21

wo 0 <1 <|I()|, dann gilt die Abschitzung

eLidlz—s|
“s'l(l(}l)o'r) Hz,vy, ).’)—m
sup|q| P o
< ST =y L g e
wo Yy, P und r beliebig sind.
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