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La multiplication d’une forme linéaire
par une fraction rationnelle.
Application aux formes de Laguerre-Hahn

par J. DiNnI et P. MARONI (Paris)

Abstract. We give a sense to the linear form R~ 'u, where R is a polynomial and u is a linear
form defined on the space of the polynomials; we thus generalize the works found in [1], (6], [7]
on the product of a nonnegative weight by a rational fraction. We also show that il u is
a Laguerre-Hahn form [4], [5], then Ru is a Laguerre—Hahn form.

Introduction. Soit u une forme linéaire de Laguerre-Hahn [3], c’est-a-dire
u vérifie 'equation [3]

—D(Au)+(A'+ C)u = Bx~1(u?)

ou A, B, C sont des polyndmes, A’ désigne la dérivée de A, D est 'opérateur de
dérivation, x~' désigne la transposée de l'opérateur 6,:

8o: PP, f_.ﬂ‘)%f@,

Soit R le polyndme normalisé admettant les racines complexes distinctes
Tyy Tareevs Tpe )

On montre que la forme linéaire uy = Ru est solution d’une équation
fonctionnelle semblable a4 la précédente, & savoir

—D(ARug)+{(ARY + AR’ + CR—2B i o, R/ (1)}, ()} ug = Bx™ ! (ug)?,

i=1

R(x)

" R

Li<n,

et

A
=

a; = (1,(x)u)o, 1<i
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La technique utilisée est basée sur I'introduction d'un opérateur que I'on
notera R™! et qui revét les deux propriétés fondamentales

n

RR 'w=u, R YRu=u— ) (L{x)u)d,,

i=1

ou d. est la mesure de Dirac au point 7,.
Cet opérateur R™! est une généralisation de I'opérateur x~! introduit par

Maroni [5].
D autres propriétés algébriques de R™' ont été également établies.

1. Rappels et notations. On désigne par P I'espace des polyndmes muni de sa
topologie de L.F., limite inductive stricte des espaces P,, ou P, est I'espace des
polyndmes de degré au plus n, et par P, son espace dual. C désigne I'ensemble
des nombres complexes.

Soit 4 un élément de P’; les nombres complexes u,, n > 0 définis par

u,=<u,x"y, nzo0

sont appelés les moments de la forme linéaire u par rapport a la suite {x"},>,.
On prendra comme base universelle de P’ la suite

{ﬂpﬂg} ,
n! nz0

ou D" est la deérivée niéme de la mesure de Dirac a I'origine.

Nous allons rappeler dans ce paragraphe la définition du produit multi-
plicatif de deux éléments de P’ introduit par Maroni dans [5], et un certain
nombre de ses propriétés qui nous seront utiles par la suite.

DEFINITION 1.1. Soit u un élément de P’ Le produit multiplicatif de u par un
polynéme f est défini par

(1) uf(x) = i ( zp: amuln—ﬂ)x"

n=0 m=n

avec
Jx)= i a,x"
m=0

eu ¢, est un nombre complexe, m=0,...,p, u
La transposée de l'application linéaire continue
PP, [-uf,
permet de définir le produit de deux éléments de P’
DEFINITION 1.2. Soient u et v deux éléments de P’; le produit vu est défini par

(2) Sou, [ =Ko, uf)
pour tout f dans P. =
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En remplagant f par x", n > 0, dans la relation (2), on a les moments du
produit vu en fonction de ceux de u et de v:

(ou),= Y wv, nx0.
i+j=n

ProPRIETES 1.1. Pour tous u, v dans P’ et f dans P, on a
o=
(i) o(yf) = (vu)f. =
Par transposition, on déduit les propriétés suivantes
ProrrIETES 1.2. Pour tous u, v et w dans P, on a
(1) ou=u,
1) (wo)w = u(vw). =

2. L’opérateur 0,. Soit T un nombre complexe et fun polynéme quelconque;
alors le polyndme gy défini par

9(x) = f(x)—=f(z)

admet t pour racine.
Notons 0, 'opérateur linéaire continu suivant:
S X)—f(z
G) 0: P—p, fol8Z/0@
X—1

On ¢nonce ci-dessous deux propriétés fondamentales de l'opérateur 0,.

PROPOSITION 2.1. L'opérateur linéaire 0, vérifie les propriétés suivantes:
(i) pour tout (t, v, f) dans CxCxP, on a 0,0, f)=0.0.f),
(il) pour tour (z, f, v) dans CxPx P, on a 0,(vf) =v(0,f) =

Démonstration. (i) Soient t et 7" deux nombres complexes distincts. 11 est
facile de voir que

SR f)- 51 )
ot(or'f) (X) = (x —T) (x _ T') >

d’ou
0.0 ) (x) = 0.(0.f ) (x).

(1) Soit v un élément de P’ Par linéarité, il suffit de montrer la relation (ii)
pour f = x*, p> 0. La relation est évidente pour p =0. Soit p un entier
supérieur ou égal 4 1. De la définition du produit & droite d’une forme linéaire
par un polyndme, il résulte:

p—1 p—1

0,(vx?) = Z ( Z Uponoy T )
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D’autre part

p—1 . i p—1 p—1 )
0, (xF) = Y P Y g x = Y (Y v-atP T )X,
i=0 n=0 n=0 i=n

d’ou
p—1 p—1

0, (xF) = 20( Y v TP )N

i=0 n'=i
Par un changement d’indice n' = p+i—n—1, on constate que
v(0,xP) = 0,(vx?), p=0.
La relation (ii) est ainsi démontrée. m

On va généraliser la proposition 1.1. Soit 7 le n-uplet
T=(Tyy. es Tp)

ourt,i=1,..., nsont des nombres complexes. On va lui associer un opérateur
linéaire continu de P dans P que I'on notera encore 6, défini par

8, = 8,00,0...00,.

PROPOSITION 2.2. On a les propriétés suivantes:
(1) pour tout (t, v') dans C"xC™, on a 0,00, = 0,00,
(ii) pour tout (z, f, v) dans C"x P x P', on a 0,(vf) =v(6,f). =

Démonstration. (i) Evident d’aprés I'associativité de la composition des
applications et (i) de la proposition 2.1.
(ii) Soit 7 = (14, 1,,..., 7,) dans C". Par definition de 'opérateur 0,, on a

0.0 =(1]6.)wN

:

i=1
qui donne en utilisant la relation (i) de la proposition 2.2 et la relation (ii) de la
proposition 2.1

mm=@pmMJ»

En réitérant ce procédé 4 cette derniére Ytelation, on obtient (ii). m

La proposition suivante donne explicitement I'expression de 0, dans le cas
ou 7= (ty,...,7,) avec , #F1,; sl i#j, i, j=1,...,n

PROPOSITION 2.3. Soit {7,} <i<n Un ensemble de nombres complexes distincts;
alors pour tout f dans P, on a

F9— 3 fEhx)

@ 6.0 =~
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ou Retl,i=1,...,n sont des polynomes definis par

R(x)

—_———, 1<ig<n.n
(x—1)R'()

R(x)=[](x—1), L=
i=1
Démonstration. On va établir la formule (4) par récurrence sur Ientier
naturel n = 1. I est clair que la formule est valide pour n= 1. Supposons
qu'elle le soit jusqu'a l'ordre n et établissons-la & 'ordre n+1.
De la propriété (i) de la proposition 2.2 et de I’hypothése de récurrence, il
résulte

(@.... )= 3 6... HE))

CHEE o ,

qui devient, en utilisant la définition de 6, , f,

G 0N = &m—zfm "“u)

i=1 Ti—Tn+1

2o L) 1
((x rn+1)‘=z ,,+1—1:i+1>f(r'"+1)}(__—x—r,,+1)R(x)'

On montrera dans le lemme 2.1 que

n l(X) _ R(JC)
(x Tn+1) Z Tat1— 7T 1 - R(Tu+ l).

On injecte cette derniére relation dans (5), on obtient

6 (6.N)x)= { X)—Zf(f.)_ "“l()

Tn+1
R(x) } 1
TR " 5 0RG
Onnote Retl,i=1,..., n+1 les polyndmes suivants:
R(x)

R(x)=(x—1,+1)R(X), [(x)= 1<ig<n+l.

(x_ti)ﬁl(x),

Il est clair que

Tx) = "_:":1( ), 1<i<n,
Lor () = o)

R(1n+ 1).
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Compte tenu de ces notations, (6) s’écrit
nt+1

=% f@)l(x)

0500 = ——"Z—— =

Montrons maintenant le lemme 2.1.

LEMME 2.1. Sous les notations ci-dessus, on a

1] l. R
) a3 = 2

i=1 TH+ 1 —T[
Démonstration. Notons g et h les polyndmes suivants

R(x)—=R(tn+1) - Li(x)
X) = , hx)= ) ——.
9 (x—Tp+ 1) R(Ty41) 1§1 Ta+1— T
g et h sont deux polynomes de degré n—1, qui coincident en n points 1,
i=1,...,n,dou g=h =

3. L’opérateur R~ 1. Soient:

e 5, i=1,..., m des entiers naturels > 1,

® n==5+5+...45,

® T=(T;yuecs Tyyervs Tps---y Tpy) l€ n-uplet constitué de s; nombres comp-
lexes 17;, 1 i< m,

e R le polynéme normalisé de degré n

R=T] (x—1)".
i=1

DEFINITION 3.1. On désigne par R~ ! la transposée de I'opérateur linéaire
continu 0_. =
R™! est donc l'application de P’ dans P’ défini par

(R, f>={(u,0.f) pour tout (u,f) dans P'x P.
Par souci de simplification, on considérera, dans toute cette partie, le cas ou
s;=1, 1 <i<n [ désigne le polynéme
_ R
 (x—7)R'(z)
On énonce deux propriétés fondamentales de R™!, la premiére traduit son

injectivité et la seconde combinée avec la premiére montre que, généralement, il
n’est pas surjectif.

(8) Li(x)

ProPOSITION 3.1. Pour tout u dans P', on a
(i) RIR"'u) =u, R~ est donc injectif,
(i) R"'(Ru)=u-Y (l,(x)u)oétl_. .

=1
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Démonstration. Elle résulte de la proposition 2.3 et de la définition de
Rl =

Les propriétés de R™* sont données dans les propositions 3.2 et 3.3.

ProrosITION 3.2.

(i) R™*(uv) = (R™*w)v = u(R™'v) pour tout (u, v) dans P'x P’

(i) R™Y(S™'w) = (RS)"1u =S~ Y(R™*u) pour tout u dans P' et pour tous
R et S tels que le produit RS ait des racines distinctes,

(ii)) R™*(S™*u) = S™1(R™'u) pour tous polyndmes R et S admettant chacun
des racines distinctes. m

Démonstration. (i), (i) et (iii) résultent des propriétés (i), (ii) de la
proposition 2.2 et de la formule (4) de la proposition 2.3. m

COROLLAIRE 3.1, R™! = (x—1) 7' (x=1) 7"  (x—7)7". u

La proposition suivante donne les moments de la forme linéaire (x —t) ™14,
ou t est un nombre complexe.

PROPOSITION 3.3. (x—t)"'u est une forme linéaire non réguliére et ses
moments sont

0 si m=0,

® (x—8)""u), = mz_:l PUpy_,—y Simzl.u
n=0

Démonstration. Evident. =

PROPOSITION 3.4. Quels que soient t, t' dans C, f dans P et u dans P', on a

(10) <615r'a f> = Bt(xf) (),
(11) of = 0.(xf),
(12) ((x—0f) = /. »

Démonstration. Elle résulte directement des définitions. m

On va maintenant donner explicitement I'expression de R™™u, m > 1, ou
I'on pose par convention

R—(m+l) - R-I(R_m).

PROPOSITION 3.5. Soit u un élément de P’ Pour tout entier positif m et tout
nombre complexe t, on a

(13) (x~1t)""u = x""(udy),
(14) ((x—0~'w)™ = (x—1)~"u",
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et plus généralement

(15) R‘1u=(x"'u)]:[5“,
i=1
(16) (R™14)" = R™™y".

Démonstration. Preuve de (13). On va montrer (13) pour m = 1, le cas
m quelconque se deduit facilement par récurrence.
Soit f un polyndme quelconque; on a

Cx((e=1)7 u) ) = <u, 0,(x)),
ou encore d’aprés (11)
x((x=0)7'u), f)=<u, 4,1,
d’ou
x((x~—t)"'u) = ud,,

et puisque le moment d’ordre 0 de (x —t)™*u est nul, on en déduit d’aprés (ii) de
la proposition 3.1

(x—1t)"tu=x"1(us).
La preuve de (14), (15) et (16) se fait aisément par récurrence. m

On va finir ce paragraphe par un résultat portant sur la dérivée de la forme
linéaire R™'u. On établira tout d’abord le lemme suivant.

LEMME 3.1. Soit f un élément de P, on a

0.} (x) = (0. () +(6)*(RS) (x). m

Démonstration. On a

6.(f) (x) = (6.1)) )+ (6> (RS ) (x) + E(x)

oun
1 & Lix)
E(x) = L =
TP ey
avec
n n n
L{x) =aR(x)=b [T (x—1)—(x—1)* ¥ ¢, [] (x—1)+1,
oy 25
1#j
ou
R" 1 1
X0 1 i1, 4]

TRty T RG) T REa-1)
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On constate que L; est un polynéme de degré au plus n, qui admet n+1
racines. Plus précisément
L) =0, 1<k<n, Ly)=0.
On en déduit que
E(x) = 0.
D’ou le lemme. =
PROPOSITION 3.6. Soit u une forme linéaire définie sur P, alors
D(R™'u)=R™ 'Du—R'(R" %u). =

Démonstration. Soit f un élément de P. De la définition des opérateurs
D et R™! et du lemme 3.1, résulte

(DR™Mu), > = =<u,(0.£)>~<u, (B (R )

ou encore
(D(R™'u), f>=<(R™'Du, f)~<{R'(R*u), f).
D’ou la proposition. =
4. Application aux polynomes de Laguerre—Hahn. On considére une suite

de polyndomes orthogonale de Laguerre—Hahn, c’est-a-dire une suite pour
laquelle une forme linéaire verifie I’équation

(17 —D(Au)+(A’'+ C)u = B(x " tu?)

ou 4, B et C sont des polynémes quelconques.
On va établir le résultat suivant.

THEORBME 4.1. Soit {P,},»o une suite de polynomes de Laguerre—~Hahn
relativement a une forme linéaire u et soit R un polynome admettant des racines
distinctes T =1,..., 0

On suppose que la forme linéaire uy = Ru est réguliére [2] et on désigne par
{P.}az0 sa suite orthogonale.

Alors la suite {P,},5o est de Laguerre-Hahuo. m

Démonstration. On va établir que la forme lincaire uy vérifie une
équation du méme type que (17). On dérive ARu, et on utilise (17); on obtient

(18) —D(ARug)+{(AR) + AR’ + CR}uy = R*B(x™'u?).
Le second membre de cette derniére égalité s’écrit

R*B(x~'u?) = J,+J,+/s,
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Jy=RB{xT R ugf),  J, =R*B(x7 (T wd,)),

i=1

oc,-&,‘)R'luk))

NS E]

Jy = 2R*B(x~!((
i

1

avec o; = (I;(x))o-
En utilisant (16) et la propriété (iii) de la proposition 3.2, on a

J, = Bx™*(ug)*
Et grace 4 la relation (10), on a
J, =0.
Il nous reste a etudier J,.

D’aprés la propriété (i) de la proposition 3.2 et la propriété (i) de la
proposition 3.1, J, s'écrit

Jy= RB(x“‘(( }": aian)u,,)).

i=1

Soit f un élément de P. En vertu de la formule (11), on a

> =2 3, i, O(60(RBP)).

De cette derniére relation découle

Jy =2B( Y, &R (t};(x))ug.
i=1
En injectant les expressions trouvées pour J,, i = 1, 2, 3 dans 'équation (18),
on obtient

n

—D(ARug)+ {(ARY + AR+ CR—2B( Y, o,R'(t)};(x))}ug = Bx " '(ug)*. m

=1
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