H.STEINHAUS (Wroctaw)
0 PROGNOZIE

Gdy rok temu na seminarium Grupy Zastosowan Przyrodniczych
i Gospodarczych Instytutu Matematycznego PAN okredlitem, jak nalezy
kwalifikowaé pragnoze, J. Lukaszewicz postawit zagadnienie najlepszej
prognozy, na ktére odpowiedzialem niebawem. Zar6wno definicja, jak
i odpowiedZ prowadzq, do niebanalnych konsekwene;p, ktére chce tutaj
przedstawié.

1. Prognozg rozumiem w niniejszym artykule ogélnie. To pojecie
obejmuje zar6wno przepowiednie meteorologiczng, jak oszacowanie za-
wartodel kruszeu w podziemiu obszaru, ktére geolog daje w swej eksper-
tyzie. Dokladnos$é przepowiedni pogody stwierdzimy jutro, dokladnosé
oszacowania ilofci cynku w podziemiu wtedy, gdy kopalnia zostanié
bez reszty wyeksploatowana. Mozna méwié takze o prognozie wstecznej:
gdy méwig, ze pocigg bezposredni z Rzymu do Warszawy opuseil Rzym
dzi§ rano, wtedy ta przepowiednia odnosi sie do przeszlodei, choé jej zgod-
nosé z faktami okaze si¢ dopiero jutro. Wazna jest takze praktycznie
prognoza lekarska, nie tylko ta, ktéra przepowiada dzi§, ezy chory prze-
zyje najblizszg dobe, ale i ta, ktérg nazywamy diagnozg, a ktéra odnosi
si¢ do aktualnego stanu pacjenta: twierdzenie, ze chory ma raka, jest
w tym sensie prognozg, bo jest domniemaniem, ktérego zgodno$é z rze-
czywistodcia kiedy$ zostanie ustalona pozytywnie lub negatywnie. .

Pomijamy tutaj pewng odmiane prognozy, ktérag nazwalbym pre-
dykejq. Przykiadem predykeji sg przepowiednie almanachéw nautyeznyech.
Dzisiejsza- znajomosé teorii ruchu cial niebieskich oraz doskonalodé in-
strumentéw pozwala przepowiedzieé deklinacje ksigzyca w momencie,
ktéry nadejdzie np. dopiero za rok, z taks precyzjy, ze réznica miedzy
pozycja przepowiedziang a tg, ktéra za Tok sie zrealizuje, nie bedzie
miata Zadnego znaczenia praktycznego dla zeglarza, ktéry od dzi§ za rok
uzyje almanachu do ustalenia swojego kursu. Nas wiadnie interesujg gor-
yze, niedoskonale przepowiednie: réznica mledzy tempera,turq. przepo-
wiedziang na jutrzejsze poludnie a tg, ktéra naprawde jutro o 12-tej
zapanuje, ma znaczenie pra,ktyczne nie tylko dla rolnika lub budowni-
czego, ale takze dla wiladcicie kania, ktéry dzi§ napelmia koksem
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piec centralnego ogrzewania na calag dobe; jak dofwiadczenie ueczy, ta
réznica cz¢sto jest dodé duza, Zeby dala sie odezué pienieznie w postaci
zbednego wydatku na koks (jezeli temperatura bedzie wyzsza o 10 stopni,
niz przepowiedziano) lub na remont grzejnika (jezeli bedzie o tyle nizsza,
Ze zaniechanie palenia spowoduje peknigcie rur).

2, Jak widaé z poprzedniego paragrafu, interesuje nas prognoza
jako podstawa decyzji. Ograniczymy si¢ do przepowiedni wartofei pew-
nego parametru liczbowego s. Teoria i obserwacja dostarczajg lacznie
pewnej funkeji F(x), ktéra jest dystrybuanta zmiennej losowej s w tym
sensie, ze dzis nie wiemy, jakie sie okaze ¢, gdy poznamy jego rzeczywistg
wartodé, ale na tle teorii i obserwacji okreflamy prawdopodobienstwo
P(s < w), ze & okaze si¢ mniejsze od «, i nazywamy je F(x):

(1) - F(x) = P(s < =).

W naszym systemie pojeé nazwiemy F(x) informacjq o parametrze 8.
Jak kazda dystrybuanta, jest F(x) funkecja lewostronnie ciggla, niema-
lejaeg i jest F'(—oo) = 0, F(oo) = 1; cigglodé odnosi sie takze do —oo.

‘Whadciwie mozna by oglaszaé pragnoze podajac F(x) (graficznie lub
tabelarycznie), gdyz niczego wigcej nie wiemy (dzi§) o tym, jakie bedzie s.
Ale prognoza ma sthuzyé za podstawe dziatania. Mamy tu na mysli akeje,
‘ktéry nalezy podjaé dzis tak, jak gdyby juz dzid byla wiadoma wartodé s
(zakladamy, ze odroczenie decyzji do jutra wywola wiekszg szkode,
niz oparcie akeji dzisiejszej na falszywej hipotezie co do jutrzejszej rze-
ezywistosed).

Przypuéémy, ze dziatamy dzis ta.k jak gdybysmy medzwh, #e jutro
bedzie 8 = y. Oznaczmy przez C zysk z dzialania opartego na trafnej
hipotezie co do s i nazwijmy szkodq z blednej hipotezy kwote, o ktorg
zmniejszy si¢ O przez to, ze prawdziwg wartodciag parametru & jest ,
& nie y (co okaze si¢ jutro, po szkodzie!). Przypudémy, ze ta szkoda jest
proporcjonalna do kwadratu bledu, a wiee, ze jest réwna e(w—y):. Wobec
tego oczekiwana szkoda z akeji opartej na hipotezie s =1y jest

(2) H(y) = ¢ [(e—y)dF (o).

Odbiorca informacji F(»), ktéry podejmuje dzi§ akeje, powinien oprzed
jo na takiej hipotezie s =y, ktéra redukuje do minimum oczekiwang
szkod¢ H(y). Optymalne y zna;du]emy Z réwnama, aH (y) [dy = 0, to
jest z ré6wnania

¢3) . f (2—y)dF(w) =0,
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ktére daje

(4) Yy = fwdF(w) = Z.

tak wiee przyjecie za s wartodci 7, czyli Sredniej wartodci obliczonej
z informacji F(x), jest optymalng hipoteza, na ktérej powinien oprzeé
swoja akoje odbiorea informacji F(x); mamy tu na myéli sytuacje wyzej
opisang. Ale zalozenie, ze szkoda jest proporcjonalna do kwadratu bledu,
jest dowolne. Latwo podaé przyklady, w ktérych szkoda nie tylko nie jest
proporejonalna do (v—y)2, ale nawet nie jest symetryezng funkejg zmien-
nych z,y. - : ' :

- Btatystyka odjazdéw pociagn, ktéry wedlug rozkladu jazdy ma od-
chodzié codziennie o 22819™, daje informacje F(z) o porze » dzisiejszego
odjazdu. Gdybysmy stad obliczyli &, jak kaze wzér (4), otrzymalibysmy
pore pbéZniejszg niz 22819, bo nieraz pociggi sie .spéiniajy, ale niemal
nigdy nie .odchodzg przedweze$nie. Przypuiémy, ze Z = 22827™, QOglo-
szony oficjalny czas odjazdu 22819™ jest — praktyeznie rzecz bioraec —
niczym innym jak prognozg. Dlaczego zarzgd kolei nie trzyma si¢ naszej
teorii i nie oglasza 22827™ jako pory odjazdu? Dlatego, ze szkoda nie jest
tu funkejg symefryczng bledu. Jezeli », < x, i pasazer dziala tak, jak
gdyby pociag miat odej§é w chwili #;, a pocigg odejdzie w chwili z,, to
szkoda bedzie inna niz wtedy, gdy pasazer uwierzy, ze pocigg odejdzie
w chwili #,, a4 naprawde odjazd nastapi w chwili «,: pierwszy blad spowo-
duje szkode rwng wartodei kilku minut straconych na stacji lub w wa-
gonie, drugi moze spowodowaé powazne szkody przez uniemozliwienie
podrézy, a co najmniej strate pieniedzy wydanyeh na takséwke. Wobee
tego szkoda w tym zagadnieniu prognozy nie jest funkejg symetryeczng,
w szezeg6lnodei nie jest réwna o(x—y):. Stad widzimy, ze w praktyce
moggy wystapié inne funkeje g(z,y) wyrazajace szkode z dzialania pod
supozycjy & =y, gdy w rzeczywistosci ¢ = ». Ogélnie bedzie zatem —
zamiast (2) — wzér

(8) H(y) = [ g(e,y)dF (z)

—00

wyrazal oczekiwang szkode, co zamiast (4) da, jako y optymalne, pier-
wiastek y réwnania o '

=)

f 0g(w,Yy)

(6) By

dF (x) = 0.

- 00

Moze zaciekawi czytelnika fakt, ze swego czasu pruskie koleje prze-
suwaly o minute w przéd zegary stacyjne przeznaczone dla publieznosei
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W poczekalniach'i restauracjach dworecowych, kierujac sie (intuicyjnie)
wzgledami, ktére nasza analiza uzasadnia.

Tak wige kazdy plan akeji wymaga innej supozycji co do wartodei
parametru s. Oblicza sie te wartodé z informacji uniwersalnej F(#) i z funk-
eji g(z,y). Ta funkeja jest specyficzna, to znaczy zalezna od rodzajfi
akeji. Dla kazdej akeji z osobna wynika ,o0stra” supozycja s=y co do
wartodci parametru i plan nalezy tak ulozyé, jak gdyby bylo zupehie
pewne, ze ta wlasnie warto§é sie zrealizuje. Ten rezultat jest pozornie
sprzeczny z zasadami rozsagdnego sceptycyzmu, ale tylko pozornie.
Zasady te odpowiadaja mianowicie faktowi, ze kazdy rodzaj akeji
Ay Asy ..., Ay wymaga innej (ostrej) supozycji ¥y, Y, ...,Yn; intu-
icyjne Wyezucle tego faktu wywoluje sceptyczng posta,we Ta postawa
staje sie Zrédlem mylnych postanowien, gdy chee sie ja zajaé wzgledem
jednej akeji: tak zwane ,uwzglednianie réznych mozliwosei” jest wtedy
biedne; jest ono jednak mozliwe i wskazane, gdy mozna akeje roz-
szezepié na kilka niezaleznych od siebie akeji réznego typu. :

3. Pokazemy teraz bezcelowosé rozszezepiania akeji jednorodnej,
to jest podlegajgcej tej samej funkeji okrelajacej szkode z bledu. Kon-
kretny przyklad niech ulatwi zrozumienie naszej tezy. Rozszozepia jed-
norodny akeje rolnik, ktéry niektére czesei laki nawadnia obficiej, inne
skapiej,. chociaz te czesci niczym sie nie réznig: ezyni to, bo nie wie na
pewno, czy ma sie spodziewaé posuchy ezy deszezu; mniems, Ze PoOwi-
nien zmniejszyé ryzyko szkody z blednej decyzji obejmujac akeja opartg
na hipotezie bardziej prawdopodobnej wiekszy obszar niz ten, do ktérego
zastosuje hipoteze mniej prawdopodobng... podobnie postapitby gracz
na wyscigach, ktéry by podzielil stawke pomlqdzy kilka koni. Matematycz-
nie rzecz sie tak przedstawia: '

Kazde ,rozkladanie ryzyka” da sxe opisaé funkcjg G(y), ktéra ma
wiasnofei dystrybuanty (podane w §2). Na przykladzie Igki supozycja,
z6 ¥ < 8 < y-+dy, bedzie podstawg akeji, ktérg zastosujemy do pewnej
czedci Igki, a ta czedé bedzie co do rozmiaru frakeja catosei réwna dG(y).
Ten ogélny schemat obejmuje wszelkie ,rozszezepianie akeji”, a kazdy
konkretny przyklad otrzymamy przez podstawienie za G(y) konkretnej
funkeji. Teraz wzér na oczekiwang szkode 8 przybierze postaé funkejo-
natu (przedtem szkoda byla funkcja)

(7) ‘ 8(@) =c f f (2—y)*dF () dG(y)

-—0 —00
Najlepszy plan otrzymamy przez znnmmlzowame 8(@). Powtérzymy tu
definicje (2): , ’
(8) - H(y) =e f (@—y)2dF (z).
. -00
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Z (7) i (8) wynika
(9) 8(@) = [H(y)da(y).

Niech 4, ozngcza miejsce, w ktérym H (y) przyjmuje najmniejszg wartosé.
Wykazemy, ze dystrybuanta @,(y), okreslona wzorem
' 0 dla <
(10) Golt) = rvst
1 dla ¥ >y,

nadaje calce (9) najmniejszg wartodé. Rzeczywidcie, definicja (10) i wzbr
(9) dajg natychmiast

(11) 8(6) = H(y,),
a twierdzenie o wartofci §redniej i (9) daja
(12) 8@ =H(»),

gdzie 7 jest pewng liczba zalezng od G — poniewaz H ma minimum w punk-
cie y,, wiee (11) i (12) pokazujg, ze G, ma zapowiedziang wlasnosé.

Ale z definicji (10) wynika bezposrednio, ze plan dziatania okrelony
przez Gy — a udowodniliémy wiasnie, ze to jest plan najlepszy — przy-
pisuje supozycji y <s <y-+dy frakcje 0 powierzchni Ilgki, jezeli
przedzial (y, y-+ dy) nie obejmuje y,, a caly Iake, jezeli obejmuje. Tak
wiec najlepszy plan G, kaze zastosowaé do calej laki prognoze ostry, ‘
ktor@ znaleZli§my juz w § 2, chociaz teraz nie zakladamy z géry, ze mu-
simy sie zdecydowa¢ na jedng prognoze dla calofei — ta koniecznosé
wynikla dopiero z dyskusji matematycznej. Ciekawe jest tutaj, ze dystry-
buanta @, réwna informacji F tez jest gorsza jako ewentualny plan, roz-
kladu decyzji, niz ostra prognoza uniwersalna.

Wprawdzie w niniejszym paragrafie uzyliémy (x—y)? jako miary
szkody z bledu, ale widaé od razu, ze dla dowolnej miary g(w,y) rozu-
mowanie zachowuje si¢ bez zmiany.

4. Jakie jest zadanie instytucji, ktéra dysponuje teoria i zbiera
obserwacje prowadzace do -informacji F(x)? Jezeli oglosi F (), to wiek-
szoéé konsumentéw prognozy nie zdola obliczyé najlepszej supozyecji
dla siebie z tej informacji i ze specyficznego charakteru szkody g(z,y).
Jezeli zamiast F(x) da ostrag prognoze %, to dostarczy optymalnej supo-
zycji tym klientom, ktérych szkoda wyraza sie przez ¢(x—y)?; inni nie
beds mogli skorzystaé z takiej prognozy. Bledne byloby mniemanie;
jakoby znajomo$é fredniej z i funkeji g(z,y) pozwalaly konsumentowi
obliczyé specyficzna ostrg prognoze do kazdej akeji. Wzory (5) i (6)
wykazujg, ze to jest niemozliwe. Gdyby instytueja — np. instytub
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meteorologiczny — cheiata oglaszaé prognozy specyficzne, to natkne-
laby si¢ na trudnodei nie do przezwyciezenia, w postaci nieznajo-
modci funkeyj g(x,y), ktérych jest tyle, ile réznych akeji; otrzymanie od
konsumentéw danych co do postaci tych funkeyj byloby mozliwe tylko
w wyjatkowych przypadkach, a zdefiniowanie ich bez pomocy konsu-
mentéw zadaniem z géry skazanym na fiasko.

Tak wiec podana tu teoria prognozy na razie moze mleé znaczenie
tylko przy akecjach jednolitych, zakrojonych na wielkg skale, w ktérych
jest mozliwe — i oplaca sie — zaréwno zebranie danych co do funkeji
g(z,y), jak i rozwigzywanie réwnania (6) tylekroé, ilekro¢ trzeba. Byé
moze, ze daloby sie to zrobié np. dla kolejnictwa z prognozg pogody.
Ale lepszym przykladem jest tu szacowanie zawartodei z16z mineralnych:
gdy wiadomo, do czego majg sluzyé wydobyte kruszce, mozna by si¢
pokusié o obliczenie wladciwej supozyeji co do ich zawartosci. Wydaje
sie paradoksalne, ze geolog (wraz z matematykiem) nie moga orzec bez
pomocy ekonomisty, jakg supozycje co do zawartofei podziemia nalezy
przyjaé za prawdziwg. Zwykle zgdano tzw. obiektywnej oceny od geo-
logéw i statystykéw, a dopiero potem pytano ekonomistéw, czy oplaca
sie eksploatowaé zbadany obszar; teraz okazuje sig, ze ekonomifei musza
interweniowaé juz w pierwsze] fazie zagadnienia: tak zwane bezintere-
sowne, czyli czysto naukowe oszacowanie zawartodei z16z nie da sie bez
niej przeprowadzié konsekwentnie, da sie jedynie obliczyé informacja
F(x). Ale i to ostatnie zadanie podlega krytyce zwigzanej z tak zwanym
prawdopodobieristwem a priori; to juz jednak wychodzi poza ramy tego
artykutu,

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 5. 11. 1956

T, NTARHXAVS (Bpoguas)
O ITIPOI'HOBE

PEBIOME

Coobmenue 0 SHAYEHMH, KOTOpOe IPMMET BaBTPa HmapaMeTp &, Aaer (QyHKOHA
F(a) = BepOATHOCTE TOTO, 4TO % GymeT Membme a. Jlas TOro, 4ro6H HA OCHOBAHHH
BTOr0 COOGIMEHNS HOCTPOMTH IOCHEHOBATeNbHMH mIaH JeitcTBmA, Heo6XoguMo cpe-
JaTh er0 CTPOrMM NPOTHOBOM, # = %y. OTO BOSMOMKHO TOTJa (K TOIBLKO TOTHA), KOrAL
HBBECTHA (GYHRIUA ¢ (%, y) ONpeReNAl0mAs IOTEPHI0 BHTEKAWIYI M8 XEHCTBHA oOC-
HOB3HHOT'0 H4 IpPOrIO8e %, €CIU IPOHBOMIeT Y. ' '
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W rax, korga Hamp. » ABIAETCA TeMmeparypodf, g(xz,y) me obosmazaer muA
KpPecThbAHWHA TOrO e, Y70 AuA crponTeid. IlosToMy MCKOMHE HpOTHOB %, Gymer
pasamuen B oboux cayuaax. BemepmcrBme TOro, 4MCTO TeopeTHYECKOe MOHATHE ,HA-
UTYYIIero OpOTHOBA“ He HMMEeT CMBICIA. -

H.STEINHAUS (Wroctaw)
ON PROGNOSIS

"SUMMARY

The information about the value which the parameter » will take to-morrow
is given by the function F(a) = the probability that = will be less than a. To base
& consistent course of action on such information one must transform it into a pre-
eise prediction © = x,. This can be done if (and only ifj the dammage-function g (=, )
i8 known: g(x, y) = the loss resulting from action based on the prognosis = if y
proves to be the case. Now, if » is, for instance, the temperature, g(z, y) will not
be the same for fa.rmmg and for housebuilding. Thus the sought- for prediction
#, will be different in the two cases. Consequently, the concept of a purely theore-
tical best prognosm is meamngless.



