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Sur la courbure des lignes de niveau dans la classe S,
des fonctions convexes d’ordre o et k-symétriques

par Z. Boguck et J. Zperkiewicz (Lublin)

Résumé. Soit S, la famille des fonctions convexes d'ordre x, k-symétriques. On établit dans
ce travail une limitation exacte de la courbure des lignes de niveau des fonctions feS:,
(théoréme 2).

1. Introduction. Désignons par S¥%, S%, x€[0,1), k=1,2,..., les
familles des fonctions

f@ =2+ 3 Gus 24,

analytiques dans le cercle-unité K et satisfaisant dans celui-ci respectivement

aux conditions
zf'(2) 2" (2)
Re [ie) > a, Re[1+f,(z)J>a:.

On sait bien que si f€S¥% (Si), elle effectue la représentation univalente du
cercle K sur un domaine k-symétrique étoilé par rapport au" point w =0
(k-symétrique convexe).

Désignons par K, (f, S5.), f €S, la courbure de la ligne de niveau f(C,),
C,= z: |zl =r!, au point w = f(z). On montre aisément que

e[ 14220

J'(2)
2" (=)l

Dans ce travail nous nous proposons de trouver des limitations de

ll'l.f K: (f’ S;k) et Sl.lp K: (fa S:k)-
J S

K: ( j:'l S;.k) =

Ce probléme se résout facilement si 'on connait dans la famille S, des
limitations exactes de la forme

7" (2)
f()

(0 U(lf"(zl) < Re [1 + J < V().
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Pour obtenir ces limitations nous allons déterminer 'ensemble des valcurs de
la fonctionnelle

zf'(z)
f(2)
dans la famille S%, et de 1a nous déduirons des limitations exactes de la

partie réelle zf'(z)/f (z) en fonction de |f (z)]. Enfin on obtient (1) en tenant
compte de la relation entre les fonctions des familles S et S¢,.

I(f) =In|f ()| +i Re

2. L'ensemble des valeurs de la fonctionnelle /(f) dans la famille S}.

TuéorREME 1. Lensemble des valeurs de la fonctionnelle I(f) est le
domaine D fermé et convexe dont la frontiére est la somme de larc

—o pH-a o r r
B u= ln[l—r“'l—] (TP S & S [

et du segment de droite

2k
,‘3) u= |:1 r In iij:, v+1In r(1+rk)2(a—1)/k_

2kr*
1—r2 - )1+r n1+r"
2kr* AT e

|z| =r, joignant les extrémités de cet arc.
Démonstration. L'ensemble D est fermé, puisque la famille S% est
compacte et que la fonctionnelle I(f) est continue. En modifiant convenable-

ment le théoréme 2 du travail [1] on voit que les points frontiéres de
Pensemble D proviennent de la fonction

@ F(a) = 2[(1—e ™% 247 (1— ™ 271~

ou 0<r<2 6;,<0,<2rn+6,.
Nous allons montrer que D = {I(F)}, o2 F varie dans la famille des
_fonctions de la forme (4). Comme

t . 2— .
In|F(z)) =1In |z|+—kg |:2 In[1—e % z"|‘2+Tt In |1—e"ozz"|_2]

l—a &

= In l‘(l _er)(ﬂ—l-)/k+____ Z = In (I—TZk)Il—e_'asZkl—z,
k =2

B

tl =1, tz =2_t, et

zF'(2) 21,
Re —— = 1-— = - —p—i8, k
¢ — 3 a+(1—a) s§1 5 (1-r*)|1—e 2,
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donc

— 2
(5) I(F)=In r(1 —r¥)e- 1k iy 4 T Y T

=1

= % [In (1= r¥) 1 —e™/% 24" 2 4 ik (1~ 1) |1 —e~ 4 2],

N

De (5) il résulte que I'ensemble {I(F)| est convexe, d'oi D= [I(F)]. La
frontiére du domaine D est donc la somme de l'arc de la courbe

(6) w(@) = P(O)+iQ(0), 0<0<2r,

~

ou
PO = In r(1—r2hfe= 04 L% Iy (121032

Q) =a+(1—a) (1—r)|1—e 042

et du segment de droite joignant les extrémités de cet arc. Eliminant
le paramétre 0 de la relation w(0) =u+iv on obtient ['équation (2). Il
suffit encore de tenir compte du fait que r(1+475720 "2k |1 (2)
Sr(l—r 21~k g feS* et |z| =r.

Remarque. Dans le cas ot x =0, k = 1, I'ensemble des valeurs de la
fonctionnelle I(f) a été déterminé par Gutlanskii [2].

CoroLLAIRE 1. Si feS} et |zZj=r, on a
#f'(2)
7 A; <R < By,
(M 1 S RE 1) 1
ou :
[z e

Ay =a+(1—a) (1-r?)

b

1475 2k In [|f (@)r] (1~ -
P B S ey gy ¢ g

Les limitations (7) sont exactes.

Démonstration. Fixant arbitrairement u = In | f(z)| on trouve que le
point w = u+iv se déplace le long du segment de droite dont une extrémité
appartient a la courbe (2) et l'autre & la droite (3). La démonstration est ainsi
achevée.

Profitant de la relation: (f €85) < (zf'€S¥,) et tenant compte du corol-
laire 1 on obtient:

COROLLAIRE 2. Si feS;, et |zl =r, on a

8) 4, <Re [1+ j{ ((z)')J B,,



40 Z. Bogucki et J. Zderkiewicz

Ay = a+(1—a) (1=r)|f @),

1+r%  2* In [If7(2) (1 =920
By =t G = ™ I ((+ry—

Les limitations (8) sont exactes.

3. Lemmes auxiliaires. Soit L(x) = A,/rx, M(x) = B,/rx, od A,, B,, sont
définis dans le corollaire 2, x =|f'(2), |z| = r. Les fonctions L, M, sont donc
définie dans lintervalle J = [x,, x;], x; = (14+r2@" VK x, = (1 —rk)2@- 10k

LeMME 1. Si z, |z| =r > 0, est un_point fixé du cercle K, on a

: _JLlx)) si 0<a<soy(r k),
Q= i L= { L(xg) si o(rk)sa<l,

ou x4, a;(r, k) sont les solutions uniques des équations L'(x) =0, x; = x,.

Démonstration. Prolongeant le domaine de la fonction sur linter-
valle (0, o0), on constate qu'an point xo = [0~ (1—r?*) (k+a—1)]@" 1V elle
admet un minimum absolu. Comme x, < X,, on a

{ L(xo) Si Xy S X,
<

9) min L(x) = Lix) si x

xeJ

o Nous établirons maintenant la position du point x, par rapport a x,.
r, on a

ot Xy €x9 si oy(rk)<a<l,
le

si 0 a<a(r,k),

Ry

ou
(1~r% (k—=1)
2 '
En tenant compte de ce qui précéde dans (9), on achéve la démonstration du
lemme 1.
LEMME 2. Si z, |2l =r > 0, est un point fixé du cercle K, on a
M(xE) si 0<a<a,(r, k),
M(x;) si o,(r,k)<a<]l,

al(ri k)=

R =max M(x) =
xeJ
ou x§, ay(r, k) sont les solutions uniques des équations M'(x) =0, x¥ = x,.

Démonstration. Prolongeant la fonction M sur lintervalle (0, o) on
voit aisément qu’au point x¥ = x,¢’, ou

1— 2k 1 k k
(10) b= 1———r[a+(l—a) l+:‘kJ-ln :”k,
‘ —r —7r
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elle admet un maximum absolu. Nous allons montrer que x; < x¥.
L'inégalité x, <x§ prend, aprés quelques transformations, la forme
équivalente

1 K
0<2a-ann1f;+kb
1 k 1— ky2 1 k
= —o(1—r™1In tr_(-=r) In—" +k=u(a).

1= 2% 1

Il suffit donc de montrer que l'on a u(1)>0 pour 0<r <1 et k= 1. Or,

1—r2 14k
u(l) =k— 2k In 1—r*
d'ott [u(l) > 0]« [h(r) > 0], h(r) = 2kr*(1—r?*)"1—In (1 +rY/(1—r*). Com-
me h(0) =0 et

1+r*
kl_ﬁ—%>o,

linégalité x, < x}¥ est établie. Nous nous occuperons maintenant de la
position du point x¥ par rapport d x,. Si x¥ < x,, on doit avoir e® <1 ou,
tenant compte de (10),

(1+).k)2 | 1+rk 1_r2k 1+rk

- 1 < 0.
k rll—r" 2kr* nl—r"+1

2krk—1
W)=
(1) -

Cette inégalité est vérifiée si a < a,(r, k). On trouve de méme que x§ > x,
si a>=a,(r, k). La démonstration du lemme 2 sera achevée si I'on tient
compte du fait que

M(x§) si xE <X,

M(x) =
max M (x) {M(xz) s x, < x§.

xeJ
4. Résultat principal.

TuEOREME 2. Si Ton fixe le point zeK, |zl =r > 0, on a les limitations
exactes

(11) Q <K.(f, Sa) €R,
ou
Q=%Ql si. O0<a<o(r, k),
Q, si. o k<a<l,

14 (20— 1)r*
Q1 =r(1+’,k)l—2(1—a)/k’
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(k+a—1)jk (1 _ p2kyi=a)k- 1—r™ (k—

s r =",
k+a—1 r ’ 25k

R = Rl si 0a< az(r, k),
"R, si oy(r,k<a<l,

2ke—1rk—1 1+rk [1+(1— 2a)r2k)/2krk
1 .R =
1 L+r [ J

(1 —r2yetk= Dk I 1—r*

1—r*
1—(2a—1)r*
R, = r(1 _rk)(2¢z+k— 2)/k>
141% k

a,(r, k) =

7 (1+r In QL+ -1

Démonstration. Divisant les deux membres de (8) par rx, x =|[f"(2)|
on obtient '

L(x) < K. (f, Sa) <

Il n'y a plus qu'a appliquer les lemmes- 1 et 2. L'exactitude des limitations
(11) résulte du corollaire 2.

Remarque. Dans le cas ou a =0, k =1 le théoréme 2 a été démontré
par W. A. Zmorovi€ dans [4];dans lecas o0 k=1, 0 < a < 1 il a été établi
par J. Zderkiewicz dans [3].
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