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Schéma des différences finies pour un systeme
d’équations paraboliques non linéaires avec dérivées mixtes

par MARIAN MALEC (Cracovie)

Résumé. Dans la note on prouve que le schéma explicite des différences finies
pour le systéme d’équations partielles du type parabolique

ou ou; 0%
h_l=f‘(a:,u,__l’ l) l=1,...,m)

0x, oxr Oz
oU T = (T, Tyy -.., Ty) €ERITR, 9y = wy(x) (I = 1, ..., m) est une fonction réelle,
Ay {au;] %y { 2% u; } . .
—_— = 1/ = =1,.... ’ =],...,
ox 3(3,' J dx? 8x,~ 6a:j (v " ™)

avec les conditions aux limites de premidre eépéce de la forme
u(z) = gg(w) pour =0 (@(@=1,...,m,8=20,1,...,m),
uy(x) = yig(x) pour 2z5=0¢ ({@I=1,...,m,8=1,...,m)

est convergent et on propose une estimation de 1’erreur de Ja méthode des différences
finies (voir théoréme 1).

1. L’étude des processus d’échange de masse et de chaleur est a ’heure
actuelle un des problemes les plus importants des sciences techniques.
Les processus en question constituent la base de la thermodynamique,
de I'hydrodynamique, de la théorie moléculaire des dispersoides et de la
cinétique chimique, et l'intérét de leur aspect pratique dans 1'industrie
métallurgique, énergétique et chimique augmente de jour en jour. Dans
P’analyse de ces phénomeénes on utilise diverses méthodes. L’une d’elles —
la méthode analytique — vise a obtenir une formule effective exprimant
la solution d’un systéme d’équations partielles du second ordre du type
parabolique (ces équations décrivent le processus 1’échange de masse et
de chaleur) & l'aide de fonctions élémentaires et spéciales (de Bessel,
de Hankel etc.).

Cette méthode a pourtant une portée bien restreinte et elle est em-
ployée surtout dans I’analyse qualitative des solutions ainsi que dans les
questions simples et typiques concernant ’échange de masse et de chaleur.
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Tenant compte de ce qui précéde et du rapide progres de la technique
du calcul, on peut dire que la méthode analytique céde de plus en plus
la place aux méthodes approchées et numériques dont la plus universelle
est la méthode des réseaux, étant donné qu’elle permet de résoudre des pro-
blemes aussi bien lineaires que non linéaires, tandis que notre connaissance
actuelle des méthodes analytiques ne permet en principe que de les
appliquer aux problémes linéaires.

La méthode des réseaux se caractérise aussi par la répétition des
mémes opérations de caleul, ce qui s’avére tres commode & ’époque ol
2 lieu un rapide développement des ordinateurs. L’évolution de la techni-
que du calcul a contribué au progrés dans les méthodes des réseaux ap-
pliquées aux problemes de la physique mathématique, et en particulier
4 ceux qui concernent l’échange de masse et de chaleur. '

La méthode des réseaux consiste a remplacer un systéme d’équations
différentielles par un systéme d’équations algébriques convenable, dans
lequel les inconnues sont les valeurs des fonctions en des points discrets
appelés points nodaur. Un tel systéme peut étre obtenu en approchant
les dérivées figurant dans le systéme d’équations différentielles par les
quotients de différences fines convenables.

Le systéme algébrique obtenu apreés une telle opération est en général
non linéaire et dans chaque équation il apparait plus d’une valeur cherchée.
Dans le cas ot chaque équation comporte une seule inconnue, une méthode
des réseaux convenable est la méthode appelée schéma explicite des
différences finies pour le probléme différential donné. Les processus non
stationnaires d’échange de masse et de chaleur dans un systéme de corps
anisotropes sont modelés dans la science physique & 1’aide de systemés
d’équations partielles non linéaires du type parabolique

au au azu
(1.1) '6—;- =fl($,u,a_a;’_mzl) (l =1,_”,m)
ol £ = (m(n 7, ~--,$n) ER1+n; Uy =ul(9-") (l — ,“.7m) est une fonction
réelle,
o 0, ’ oxr? amiamj t=1,...,05 ) =1,...,7).

Dans cette équation le second membre dépend du mode de réalisation
du processus physique.

Comme les corps réels sont presque toujous anisotropes, toute métho-
de nouvelle de solution de ’équation (1.1) sera d’un grand intérét pratique.

Dans le présent travail on prouve que le schéma explicite pour le
systéme (1.1) avec les conditions aux limites de premiere espéce (voir (2.8))
est convergent et on propose une estimation de I’erreur de 1a méthode des
différences finies (théoréme 1).
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Notons que les schémas explicites pour le systeme (1.1) ont ét6 analyses
plus t6t dans [1], oit la démonstration de convergence de la méthode
approchée s’appuie sur un certain systeme d’inégalités aux différences
fines du type parabolique. Dans la présente étude la démonstration du
théoreme 1 est directe, et par conséquent plus compacte et plus claire
que celle montrée dans [1].

2. Dans toute cette note nous supposerons satisfaites les hypothéses
suivantes:
1° les fonctions scalaires f(x,u,q,w) (I =1,...,m), z = (x,, 2,, ...

ey @)y U = (Upy ey Up)y @ =(Gyy ooy u)y W = (Wigy ooy Winy oony Wryy oo
veey W,,) sSont de classe C' dans I’ensemble

(2.1) Z =[0,7]x[0, o]" x R™tn’
et satisfont dans cet ensemble aux conditions
2.2 O 1 = — L
(2.2) 'a*u_\<~L t=1,...,mypu=1,...,m, L>0),
u
()
(2.3) ag);l. ST (I=1,...,m,i=1,...,n),
1
af n af .
24) 0<g< it —2 SEl =1 mi =1, )
W oR

j=1
J#t

2° pour les indices fixés I, ¢, j (1<I<<m, 1<i<n, 1 <j<n) la
fonction df;/0w;; est toujours non négative ou toujours non positive;
3° les égalités

ofi _ Ofy

(2.5) ow,; o ow;;

t=1,....m,¢e=1,...,n,j =1,...,m)

sont vérifiées en chaque point de ’ensemble Z;

4° les fonctions scalaires u;(z) (! =1,..., m) sont de classe C* dans
I’ensemble

(2.6) E =[0,7]x[0,q])"
et vérifient le systéme d’équations différentielles partielles

ou, ou, 62u,) (l

(2.7) —t = f, (m

=1,...,m
amo ? b )

u_—_—
R R

ou

ou, ou, 0 u, 0w, . X
o ={6<L‘,-}’ ox® {Eﬁiawj: G=boomi=heon
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de méme que les conditions aux limites

(2.8) (w) = @ (2) pour ;=0 (I =1,...,mys =0,1,...,n),
T w(x) = y(e) pourz, =0 (l=1,...,m,s =1,...,n)

(les fonctions ¢, et y,; sont connues).

3. Considérons dans ’ensemble E un systéme de points nodaux dont
les coordonnées sont

(3.1) xg0 = agk, aii = ah

oo @ =0,1,...,N,, a,=0,1,...,N, 2=1,...,n, O0< Kk =r17/N,
0< h =0/N, N, et N sont des nombres naturels.

Nous désignerons le point mnodal (z%,z%,...,2%) par &4 ou 4
= (ay, @y, ..., a,) et Boit

(A) = (agy @1y eey Qy_gy @ +1, 8,0, ..., 8,)
(3.2) . (¢# =0,1,...,n),
—i(A4) = (@, ayy ..oy Oy, 0;,—1, 8,4, ...y ap)
(t=1,...,n).

Supposons ensuite qu’a chaque point nodal x4 engendré par le multi-indice
A correspondent les nombres réels vi* (I =1, ..., m) et soit

1
v = % (0 — "),
. 1 .
Al i(A4) —1i(4)
v = ——\? —7?
AT Al An
T)l == (1), v 'Ul )
(3.3) ) ’ ’ ’
: oy 4 — = () ) 4 i) i) g git—ica) _ gil=icd)y
OF T — () () _ i) () | gt 1 i) 4 g Ni(—Fd)

2h

l=1,....m,2 =1,...,n,j =1,...,m).

Dans la suite nous admettrons que les nombres »;! satisfont au sys-
téme d'équations

'vfo:fl(mAyvdyviAI!vf”J) (l=1,...,m),
(34) vt =¢4@?) poura,=0(=1,...,m,s=0,1,...,m),

v =y,(24) pour e, =N (Il =1,...,m,s =1,...,n),
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ol
v = ('Uiiy ceey 7-’#;)1
AlJ __ (.. A1 Aln Anl 4
VP =00 ey Uy ey Uy ey D),y
. ) a
vy 4% lorsque i =j ou /i <0,
(3.5) v dw;
l =
+Aj s . afl
v lorsque 7 # j et =0
ow;;

l=1,...,m,e=1,...,n,j =1,...,n)

ot les fonctions ¢,, et v, sont les mémes que celles qui figurent dans la
formule (2.8).

4. Désignons par u? = {4;!} (I =1,...,m) la valeur de la solution
du probléme différentiel (2.7), (2.8) au point nodal 4. Les nombres u;'
(Il =1,...,m) satisfont aux conditions aux limites suivantes

(1) uft = g (@4) pour a, =0 (I=1,...,m,s=0,1,...,n),
ui =y (24) pour e, =N (Il =1,...,m,s =1,...,n).

Notons que le lemme suivant est vrai.

LeMME 1. 87 les hypothéses au section 2 sont satisfaites et les pas h et k
vérifient Vinégalité

2 \a of, 1
7. aw“—%go i=1,...,m)

i=1

(4.2)

pour tout (x,u,q,w)eZ, il s'ensuit

(4.3) w' = file?, wt, it w )+t (1 =1,...,m),
' lime(h) =0, &(h) = max g(k), &(h) = max (],
h—0 i<lism A
ot les grandeurs uil®, ui'l, uff? (1 = 1, ..., m) pour uit sont définies de la

meme maniére que les grandewrs vi°, o'f, oV (1 =1,.

(voir (3.3), (3.5)).

La formule (4.3) résulte de (2.7), puisque u(x) est une solution de
classe C* du systéme (2.7) et les fonetions f, (I =1,...,m) sont de
classe C'.

.., m) pour vl

5. LEMME 2. Supposons que les hypothéses du lemme 1 sont satisfaites,
linégalité

(5.1)

r
— >0
2

=
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est vraie (voir (2.3), (2.4)), les nombres vi* et ui' sont définis par les formules
(3.4) et (4.1), (4.3) respectivement ainsi que

(5.2) df =uf —oft, pfo =maxdil, 0 =mindd (I=1,...,m),
a a

ol A = (ag, Oy ..., a,) = (a, a).
Sous les hypothéses admises, les nombres pio,ri® (I =1,...,m) satis-
font aux conditions

(5.3) pP=r"=0 (=1,..,m

et‘
m m
(5.4)  2f°<L D@0 +e(h), 0> —L ) (a30) — g (h)
u=1 p=1

l=1,...,m)

o
ag0 1 an+1 @ an0 1 an+1 a
nY = ‘E(Pz" —p1%, nv = '];(7'1" —179),

g(h) est défini par la formule (4.3), B(l) et Q(1) sont les multi-indices qui -
engendrent les points nodaux de Vensemble H.

Démonstration. Les conditions (5.3) résultent directement de la
définition (5.2) de méme que de (3.4) et (4.1).

Nous prouverons la premiére des inégalités (5.4). Supposons

que
(5.5) Pt = &F0,  ppo = af®.

De la définition pfo® ainsi qu’a partir de (5.5) nous avons
(5.6) P = T (@ — a0 1 - (@FO - a5).

11 résulte de (5.2), (4.3), (3.4) et de la définition (3.3) que
1
(6.7)  pf® = (uPO" —oPO%) 4 — (afO —df®)
= PO+ £,(P0, w0, (PO, yPO1)

1
_fl(mB(i)7 ,vB(l), 'D,B(m, ,vf(l)”) 4+ = (df(l) _ d?(l)) .
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En appliquant le théoréme de la moyenne au second membre de (5.7)
On arrive a

n
5fz 1 f
a0 _ B0 aBo 4~ \NY e FIBO _ g iB)
(5'8) pl + I‘Z_; au y 2 é aq )( )“l‘

1 - 6f [ i(Bd) B(l) —i(Bd)
e F —)(d; —2d;" 4-d; )+

im1

4+ = Z ‘ 6f l _ @B _ giBW) _ g-itB) _
iy

_ dz_j (BW) 4 2df(" €+ d;'(s(l;i.j)j(B(l))) +

e s 1
+ dl—l(-ﬂ(l-t,f)l(B(l)))) + .]; (df(l) _ d?('))

ol les dérivées sont prises en des points convenables (—) et

0
+1  pour i =0,
{5.9) s(l; 4, ) = "
—1 pour % <.
ow,;

L)

Aprés regroupement des expressions 1’égalité (5.8) peut s’écrire sous

la forme équivalente
m
3

9
(5.10) g =gpo 1 3

(=)0 +

()| e —ago) +

*5 25 et~ 2l 7

j#i
1 [/ of, ”‘af, )1af,
_ Y — — _ d i(BWd) dC(l)
+h;[h(6wﬁ( ) _Z (=)= 570 )]( )+
e
+ 1 ! 6fl ))[ dz (s(Tii,3)i(BM)) dC(l))+(d i(—s(Bi,Hi(BWL)) __ dC(l))_l_
2h?

+2(aP - d{"”)]+( aaf' (—)—%)(d,c“’—dfm).

i=1
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Notons que P’inégalité (5.1) entraine

%(aai; (_)_Z aazi‘

1 of; g T
‘)+——(_)>_h-—?>0’

= 2 0g;
e of - of, 1 of r
1 1 1 g
o = Dams )T = 57>
J#L

tandis que de (5.5) il vient
@B _ gl < g, @ iBO _ gt < o,
(5.12) Fil—s:20iBH) _ got) < ¢
dl—i(—a(l:i.f)i(B(b)) _ df’(l) <0, df(l)—d,o(” <0.

Les inégalités (5.11) et (5.12) ainsi que I’hypothese (4.2) et 1’égalité
(56.10) entrainent

(5.13) Po® < PO 4 Z % )dB < I, S’ B+ g,(h)

.u=1

(voir (2.2) et (4.3)) ce qui termine la démonstration de la premiére des.
inégalités (5.4).

La démonstration de la seconde inégalité (5.4) se fait d'une fagon
tout a fait analogue.

La démonstration du lemme 2 est ainsi terminée.

6. LEMME 3. Si les hypothéses du lemme 2 sont satisfaites, alors
(6.1) (max]d‘ﬂ) max (pfo®, —rf°)  pour 1 =1,...,m.

Démonstration. Il n'est pas difficile de voir que
(6.2) max|df| = max(max(df, —df!)) = max(maxdf, max(—d;"))

s a a a
= max(p;°, —nfndz“) = max (pj?, —179).

De (6.2) résulte que

(6.3) (max |df])° = (max(pfo, —rP))° < max(pf®, —r°).
a
De cette fagon la démonstration du lemme 3 est terminée.

7. LEMME 4. 8% les hypothéses du lemme 2 sont satisfaites et si

(7.1) D% = max maxdi
13 a
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alors D° = 0 et
(1.2) D%° < mLD% ¢ (h)

o &(h) est défini par la formule (4.3).
Démonstration. La condition D° = 0 est évidente  (voir (5.3)).
Il s’agit de démontrer (7.2). De (7.1) et du lemme 3 il s’ensuit que

(7.3) D%° —max(max 1da))° < max(ma,x(p"o" — ).
Mais les nombres pfe® et r{o° vérifient les inégalités (5.4) donec

(7.4)  D*° < max [ma,x (Z Z 30| 4 g,(h), L 2 |d%0) + a,(h))]
4 u=1 u=1

< mLD% +¢(h)
(voir (7.1) et (4.3)) ce qui achéve la démonstration du lemme 4.

8. LEMME 5. Si les nombres D% (a, = 0,1, ...) vérifient les inégalités
aux différences finies

(8.1) D < KD%+e (a,=0,1,...)

et la condition imitiale D° = 0, ou 0 < K = const et 0 < & — const, alors
(8.2) Do %(ex"“ﬂ—l) (@ = 0,1,...).

Le lemme 5 est facile &4 démontrer par l'induction mathématique.

9. TEEOREME 1. Si les hypothéses du lemme 2 (section 5) sont satis-
faites, alors

1° Verreur de la méthode des différences finies (3.4) peut étre estimée
de la fagon suivante

(9.1) af s(h)

(e”"'“’"— ) (t=1,...,m)

ot £(h) est défini par la formule (4.3);
2° la méthode des différences finies (3.4) est convergente, c’est-a-dire

(9.2) lmdi =0 (I=1,...,m).
h—0

Démonstration. Comme (9.2) résulte de (9.1) il suffit alors de
montrer (8.1).
On ftire des lemmes 4 et 5

e(h)

a kmag __
(9.3) D% < —~ 7 Ca 1).
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Mais de la définition (7.1) il découle que [di| < D%, donc
e(R)

9.4 di| < ——(eF*™ 1),

(9.4) 47| < L (e )

Aingi la démonstration du théoréme 1 est achevée.
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