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Sur un probleme de S. Golab

par K. RADZISZEWSKI (Lublin)

Dans le travail [1] Golagb a posé le probléme suivant: Si § est une
surface fermée dans 1’espace euclidien ¥; et y;, y» ses courbures normales
dans les directions principales de 8, alors l'intégrale I; = [y;d8 dépend

S

de la forme de S et peut étre évaluée par les quantités globales, p.ex.
diameétre et largeur de 8, en certain sens caractérisant cette forme. Quelle
est la meilleure évaluation de cette intégrale par largeur et diameétre,
ou par les autres quantités globales caractérisant S2. Il a obtenu 1’égalité

I, = [ 748 = 2nh
S
pour la surface de révolution § e (%, et D’évaluation

garctg;:— <I,= f x22d8 < =%
S

pour la surface de révolution 8 e C® fermée et convexe, o h dénote
la largeur de S au sens de 1’axe de révolution I, b — la largeur au sens
perpendiculaire a I, y, —1a courbure normale au sens des paralléles,
x: — au sens des méridiens de 8, dS —1’élément de l’aire de S.

Siwek et Zajtz dans [2] ont amélioré ’évaluation pour I,. Notamment
ils ont démontré ’évaluation exacte

27 arctg% <I,<~w%.
Ils ont considéré aussi le cas de la surface férmée S de genre 1 obtenue

par la rotation de la eourbe plane convexe autour de l’axe I. Pour ce cas
ils ont obtenu I'évaluation exacte

(1) 4n(an+ba.rctggifl) <I, < 4n((a+ b)n—b&rctg%?—) R

ol a est le minimum de rayons des paralléles de 8, et b, h ont été déter-
minés plus haut.
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Le but de ce travail est suivant: démontrer les résultats de [2] pour
les surfaces de révolution, qui ont les méridiens convexes mais sans hypo-
thése de la régularité.

1. Notations et définitions. Soit donnée une courbe rectifiable
plane A % B: v = x(s); ¥y = y(8); x(s) = 0; sur le plan euclidien E,, ou
sont introduites les coordonnées ortonormales z,y. Les vecteurs-unités
des axes x et ¥y désignons par e, et e,. Si M; = M (84), 81 < 8$i+1,¢ = 0,1,...,m,
=0, 84 =8, M,= M(0)= A, M,= M(5)= B, sont des points sur
A % B et s est l1a longueur de 'arc A % M(s), alors M; déterminent une
ligne brisée L, = (M,, M, ..., M,) inscrite dans 4 % B. Introduisons les
notations suivantes:

MN —1le vecteur d’origine M et d’extrémité N;
A8y = MM, — la longueur du vecteur M;M,;,,

ai= L (M;-1 My, MiM;,,) —la mesure de l’angle orienté entre les
vecteurs M;_ 1 M; et M M., << (Mi-aMiyy MiM;y,)=— X (MiM;iq,
M;‘-pMi);

xy = ®(8¢), Y1 = Y(8:) — les coordonnées du point M;;

t+(.M) et 17 (M) —les vecteurs-unités tangents au point M & A ¥ B
de droite et de gauche (s’ils existent).

La limite
KA%B) =k@ = lm D a

Lp—>A%B

nous appelons courbure intégrale de ’arc A % B, si cette limite ne dépend
pas de choix des lignes brisées L, inscrites dans A % B.
Si yo= X (&, MoyM,), Bo= < (€2y MoM,), yo— o= 7[2, alors

@y = @+ 48,008 Y+ A8,¢c8(yo+ay) + ... + A8;-1€08 (Yo + @y + ... -+ @i—2)
= xy— A8,8in o — 48,8in (By+ a;) — ... — As;_18in(fy+ ay + ... + ai2);

Y1 = Yo+ A8;8iny,+ 48,80 (o + @r) + ... + 48180 (Yo + @+ ... + ai—2)
= Yo+ As;c08 B, +48,c08(8y+ ay) + ... +48i-1€08 (B + @+ ... + ai-2)

d’ol, en passant & la limite, nous obtenons les coordonnées du point
M(z,y) e A% B sous la forme suivante:

&= wo+f cos(y+k(s))ds = w,,—f sin (B4 k(s)) ds;

y = yo-+ [ sin(y+k(s))ds = yo+ [ cos(8+k(s)ds
0 0

ol y= (&, 17 (4)), B= X(ext (4)), y—B==/2.



Un probléme de S. Golgb 335

Cette formule est valable pour les courbes admettant la courbure
intégrale finie de chaque son arc.

Considérons maintenant une surface de révolution S, obtenue par
la rotation d’une courbe A4 ¥ B admettant la courbure intégrale, autour
de Yaxe y.

Nous allons définir 'intégrale I, pour telle surface. Si L, est une
ligne brisée inscrite dans A4 ¥ B, alors en tournant le segment MM,
autour de I’axe y nous obtiendrons une partie P; de la surface du cone.
On peut facilement calculer que son aire cst égale a

(2) P; = ndss(xi+2i4.) .
PPosons

PN

B -
) L= lim > %p—r lim D (@too)a— 2 [ a@dke),
La>AsD A8 Ln->A%B 6
si cette limite ne dépend pas de choix de L,—~ 4 % B.

Nous voyons que I, est une intégrale de Stieltjes. Pour les courbes
convexes ou étant une somme finie des ares convexes, cette intégrale
est bien déterminde. '

Passons a la définition de I, pour les courbes = z(s), ¥y = y(s),
satisfaisant & la condition: 2(s) > 0 pour 0 < s < §.

Soit MY la projection orthogonale du point M; sur l'axe y et M¢N;
le vecteur-unité perpendiculaire & MM, et tel que P'angle < (MM ;4,,
M;:N;) est positif. Introduisons les notations suivantes:

i CO8 74
(4)  mi= S (MiNy, M;MY), 3= %ﬁ, ki=a+tay+..+tai.

Comme S (MYMsy MiM,. ) = (s MM 1) = yot ty+ oot ai = yo+-
+ ki, done Ki+yo+ w241 = = et ni = w2 —(yo+ ki).

Posons
- . ; " cos < (MN, MM*

(5) I,= lim 2 nli = ’ nd8, = =+ ’ ) )
§

Lu—>.11 *B &

M=M@,y)e A% B,

si eette limite ne dépend pas de choix des Ly,—> 4 % B, ou M” est la pro-
jection orthogonale du point M (z, y) € A ¥ B sur 'axey et MN, |[MN| =1,
est le vecteur orthogonal & t*(M), < (t7(), MN)> 0.

En profitant de (2), (4) et (5) nous obtiendrons

Il = lim 2 ‘,_’fl)z = lim E 0057]i1)ﬁ/JIJi = lim Z COS 7/1:/_']81:11(:1}'; —I“.'l'[.g.l)/.'l/';'

= wlim 2 (@i + wi1) Asesin (yo + ko) [

= mlim 2 (et i) (Y1 —Yi)xi = 27 j dy = Zrt(y(&)—y(l))) .
]
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Dans la formule (5) et dans ces considérations nous posons yiP, = 0
Bl ;p=0,00 ¢t=1,..,n—1.
Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant:

TEXOREME 1. Pour la surface de révolution S obienue par la rotation
autour de Uaxe y d’'une courbe rectifiable A % B: ¢ = x(s), y=9y(s), 0< s
<8 A= A(z(0),9(0)), B= B(x(3),y(8); #(8)>0 pour 0 <s<3, on a

I, = 2r(y(8)—y(0)},

ou I, est donné par la formule (5).
Si la surface 8 est de classe C®, ce résultat est identique & celui
donné dans [1] ou [2].

2. Une évaluation auxiliaire. Remarquons que I, peut étre
écrit sous la forme suivante:

-

I,=2x f wdk = 2xlim(x(s,) ¢, + ... + 2 (8n) an)
0

= 2nlim[(xy+ 42;) oy + ... + (X + A2y + ... + A2n) an]
= 2nlim[®y(a,+ ... + an) + Ax(ay + ... + an) +
+ Azy(as+ ...+an)—|—...+Awnaﬂ]

— 2n[ayk s)+f[k (&) — k()] da ()] = 2 [w (@) k() fk s)da(s)|,
0
c’est-a-dire

(6) 1, = 2x[o @)k (3)— [ k(s)da(s)] .

Admettons maintenant que A % B: z = z(s), ¥y = y(8), 2(0) = wm,,
¥(0) = yo, A = A(wmy, %), B= B(z(8),y(8)), #,> 0, est une courbe con-
vexe satisfaisant aux conditions: —n/2 < k(s) < 0, x(s) < x(8), y(s) < ¥(8).

Nous allons répéter en abregé la démonstration du lemme 2, donnée
par Siwek et Zajtz dans [2]. Cette démonstration sera adaptée aux nos
notions.

Dans ce but partageons lintervalle <{x(0), z(8)) en 2" parties égales
de longueurs égales & 4"z = [#(8) —x(0))/2" = @ (8:+1) —2(84), ¢ = 0,1,...,2",
2(8¢)) = @y Y(81) = Y1, M(®s,y:s) = Mye A% B. Les points M; forment
une ligne brisée L, inscrite dans A*B Soit af = ¥ (M- My, MM;yy),
ki = a4 ...+al, y5= X (e, MoMy), yi1= X (e, -Mt 1Mi). On a 95,
= yo+ki1. Dés1gnons par 0; = <X (MM, €,) = /2 —yg, Bt = X (MiM;yq,
M; M) =—adi, hi=p8+..+8i=—kKi. On a & (MM, e) = 65+
Bt B = SO
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On voit immédiatement que

X (MM, e)+ X (M1 M;, e,) = oo+ b7+ 8o + b7y
= 2(00+bi-1)+ 7= 2(60+bi-1)+2 X (M y My, M M)
=23 (M1 M4y, 6,),

parce que Liy1— s = L — Li—1, A0U | M1 M4 = | M ;M| ot (M1 Mg,
M M) < < (M1 Moy Mo Misy), i = X (Mo Moy, Mo My) +
+ X (Mo My, Mo M 1) = 23 (MimaMipay M My).

Les points M,, M,, M,,... forment une autre ligne brisée inscrite
dans A % B pour laquelle on a

$(M2)—-’D(.Mo) == m(M4)_$(M2) = .= 2A‘"’w — An71$ ,
2 I (MM iy, o) A" = 2 X (Mox Morra, €,)24™x
= 2’ { (M2"M2“+I’ ez)Aan.’v .

En répétant cette considération par rapport aux lignes brisées
My, M,, M,,..; My, M,, My, ...; ... nous obtiendrons ’évaluation suivante

D X MMy, 00" > 5 (AB, &) 8% = % (AB, &) (2(3) — 2(0))
ou
D (5401 A" > X (AB, e,) (@(5)—x(0)) .

Désignons par ¢ = < (AB,t7(4)), 6= < (t(4),¢). Alors nous
obtiendrons & la limite 1’évaluation suivante:

a:(s)

(7) [ (B+b@)ds = (B+9) (x(3) —2(0))
x(0)
ou
.z:(?)
[ b(@)de = ¢ (z(3)—2(0)),

x(0)

ou b(x) = —k(x), ¢ = <X (AB, t(A)); k(x) désigne la courbure intégrale
de arc A % M(z,y) C A% B. Dpns la guite de ce travail nous utiliserons
les notations: k(x) = k(z(s)) = k(s).

3. Une évaluation pour les surfaces convexes de révo-
lutlon. Soit A %B: v=u(s), y=y(s), o(s)>0, 4= A(x(0),y(0),
B =B{x(8), y(3)), ¥(s) < y(3), une courbe convexe sur K, ayant au plus
un point ou un segment (de droite) d’intersection avec chaque droite

23*
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paralléle & l'axe @ et la courbure integrale k(8) = k(z(s)) non négative,
k(s) > 0. Désignons par M ¢ A ¥ B le point le plus éloigné de l'axe y
et par z, = x(8,), ¥, = ¥(8,) leur coordonnées.

Considérons la surface S obtenue par la rotation de la courbe A ¥ B
autor de 1'axe y. En vertu de (6) il suffit évaluer intégrale

s :o(a)
= [ k(s)dw fk(m)d.v—i—f k(z)de , ou k(z) = kz(s)) = %(s))
0 (0) x

pour obtenir I'évaluation de I,.
Nous allons évaluer l'intégrale (8) pour chaque des arcs A % M et
M % B séparement.

(a) L’arc A % M.
Introduisons sur E, les coordonnées u, v données par les formules

On voit immédiatement que dans les coordonnées u, v l'arc 4 % M
satisfait aux conditions de la formule (7), ol

b(u) = k(w)—k(z) = k() —k(z,—u), 1w = a,—x(0).

Maintenant la formule (7) prend la forme suivante:

Uy Ly

[ vwdn = [ (k@) —k(@—w)du = [ (kiz,)—k(2))do

k(2) (2 — @) — J k(z)dx = @@ — @) ,

Zo

d’ou
(9) _f k(z)dz > (971. 5”1)) 1 — o)

oll ¢ = & (MA, (M))
(b) L’are M % B.
La courbure intégrale k(x) de 'arc A¥ X CA%B, X(z,y)e M % B,
est égale a
E(x) = k(z,)+ 0, + k() ,

ou k,(x) est la courbure intégrale de I'arc M % X (ouvert) et 6, signifie

I'angle 8, = < (t7(M), " ().
Introduisons les coordonnées u, » par la formule

w=m1—'u’ yz'U.
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Dans ces coordonnées l’are M % B satisfait aux conditions de la
formule (7), o

b(u)=ki(x,—2), uy=22,—2,,
Ug 2(3)
[ bw)ydu = f kw)du = — [ (@) dw > g0, = 9o(@ — @)
0 T
et
() (8)
(10) — [ k@)ydw = — [ (k(z,)+ 6, + ky(@)) do
2(s)

= — f k(x)dz + (k (@) + 91) (2, —,)

I

> (qu—f—k(wl)—l— 01) (2, — )

ol ¢, = < (7 (M), MB).

Admettons maintenant que A et B sont des points de 'axe y. La
rotation de I’arc 4 % B autour de I’axe y détermine une surface convexe
fermée 8, pour laquelle nous allons donner '’évaluation de I,. En vertu
de (6), dans ce cas, Vintégrale I, prend la forme

A

_ —21:(]8 k(s)dw+ [ F(s)da)

ou
I, - —2n(f k(@) de+ [ (k(@)+ 0,4 k(@) do

En profitant de (9) et (10) nous obtenons
11) L= 27‘(9’1+¢’2+ 0, + k(x,) — k(wl)) (@, — ) = (@1t @2+ 61),
ol b = 2(», —,) = 2, est la largeur de § dans la direction perpendiculaire
a l'axe de révolution y.
Considérons le triangle AMB et langle < (MB, MA)= n— (¢ +
+@,+ 6,). Cet angle sera le plus petit quand |[AM| = |MB|. Alors
(12) 1t pt+ 0, = n— {(MB,MA)=TE—(TI:-—2 {(MB,BA))
= 2aretg{(2, — o)/(h/2)] = 2arctg(b/h),
ou h = |AB]| est la largeur de § dans la direction de ’axe de révolution y.
D’auntre part on a évidemment
oo b
(13) I, = Z-rrJ zdk < 21:5(61; —fa) = wh(Bp—fa4),

0

ot fu = (e, t(4)), r= (e, t(B)).
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En vertu de (11), (12) et (13) nous pouvons anoncer le théoréme
suivant:

THEOREME 2. St 8 est une surface férmée et convexe, obtenue par la
rotation de la courbe convexe A % B autour de Paxe 1, A el, B el, alors

(14) 21rba,rct-g;:- < I, < wb(pp—@4),

ol h est la largeur de 8 dans la direction de 1, b — la largeur de 8 dans la
direction perpendiculaire & 1, Ba= X (e, 17(4)), fr= X (61, t (B)), et
t~(A), t7(B) sont les vecteurs tangents & A% B aux points A et B respective-
ment.

On peut vérifier sans peine que la formule (14) est exacte, parce que
pour la surface obtenue par la rotation de la ligne brisée: AMB, |AM)|
= |MB| = |AB| =1 autour de I'axe !, 4 €l, Bel, on a 2nbarctg(b/h)
= I, = nb(fp—Pa) (Ba= n/2—x[3, fp= 3+ x/2, b= V3, h=1).

Cette démonstration est une adaptation aux notions de ce travail
de la démonstration donnée par Siwek et Zajtz dans [2].

Par analogie, en répétant la démonstration de ’évaluation (1) donnée
dans [2] et adaptée aux nos notions, nous obtiendrons 1’évaluation (1)
pour la surface de genre 1 obtenue par la rotation de la courbe convexe
fermée A % B autounr de I’axe l. Dans ce cas il faut prendre en considération
que la courbure intégrale est donnée par la formule: %k(0) = a,, k(s)
— k(A% M(s)+a, o a= X{(4),17(4), A= A(x(0),y(0), et
k(A % M(s)) est la courbure intégrale de I'arc ouvert A % M(s)C A % B.
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