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TWIERDZENIE DOTYCZACE METODY WYZNACZANIA OCEN
KOMPONENTOW WARIANCYJNYCH
W MODELACH LOSOWYCH DLA DANYCH NIEORTOGONALNYCH

1. Streszczenie i problem. Podstaws przyblizonych metod ocen kom-
Ponentéw wariancyjnych w przypadku modeli losowych opartych na
danych nieortogonalnych jest pierwsza metoda Hendersona [3]. Nazy-
wamy jg przyblizong, gdyz zamiast wartosci oczekiwanych sum kwadra-
téw, wystepujacych w analizie wariancji a obliczonych metodsa najmniej-
szych kwadratéow, w metodzie tej wyznaczamy wartoSci oczekiwane wa-
zonych sum kwadratéw. Pierwsza metoda Hendersona polega na przyréw-
naniu sum kwadratéw odchylen dla p —1 efektéw losowych (p-tym sklad-
nikiem modelu jest §rednia populaecji u) modelu do ich wartoéci oczeki-
wanych; wartoSci te wyrazaja si¢ jako kombinacje liniowe nieznanyech
wariancji efektéw. Wspélezynniki przy tych wariancjach, zwanych nie-
kiedy komponentami wariancyjnymi, wyznacza si¢ dla kazdego modelu
oddzielnie. Rozwigzanie odpowiedniego ukladu p—1 réwnari daje nie-
obcigzone oceny p—1 wariancji.

Metoda Le Roy [4], czyli metoda R (por. [5]), oceniania komponen-
t0w jest uproszezeniem metody Hendersona, gdyz nie operuje sumami
kwadratéw odchyleri, a wprost sumami kwadratéw, i nie wymaga kazdo-
razowego obliczania wartofci oczekiwanych tych sum.

W metodzie R konstruuje si¢ uklad p réwnan z p niewiadomymi:
kwadratem $redniej u® i p—1 wariancjami efektéw: of,..., c*. Uklad
taki otrzymujemy przyréwnujge p sum kwadratéw do ich wartodci ocze-
kiwanych, bedacych kombinacjami liniowymi parametréw u?, of, ..., o2
z pewnymi wspélczynnikami W. W zastosowaniach pomijamy obliczanie
wartosei oczekiwanych, wyznaczajac wspélezynniki W wedlug prostej
reguly (por. [4]).

Tworzac odpowiednie kombinacje liniowe p réwnan ukladu tak, by
uzyska¢ sumy kwadratéw odchylei po lewych stronach, otrzymujemy
Po prawych stronach réwnaf wyrazenia, ktére mozna otrzymaé metoda
Hendersona.

Le Roy przedstawil metode R nie podajac ogélnego uzasadnienia
stusznogci reguly tworzenia wspélezynnikéw W. Ograniczyl sie jedynie



128 W. Oktaba

do kilkn modeli losowych opartych na klasyfikacji krzyzowej kompletnej
i niekompletnej, a nie rozwazal modeli opartych na dowolnej kombinacji
klasyfikacji krzyzowej z hierarchiczng.

Autor niniejszej pracy dostrzegl, ze do tych ostatnich modeli metoda R
i odpowiadajaca jej regula tworzenia wspélczynnikéw W da si¢ réwniez
zastosowaé; odpowiedniz metode nazwano RO (por. [5]). Wystarczy
jedynie wprowadzié odpowiednia symbolike dla klasyfikacji hierachicz-
nej i kombinaecji tej klasyfikacji z klasyfikacja krzyzowsg oraz odpowiednio
zmodyfikowaé regule.

W niniejszej pracy przedstawiamy ogélne twierdzenie z dowodem,
podajgce explicite wzory na wspblezynniki W w przypadku modeli z nie-
skorelowanymi efektami losowymi dla danych nieortogonalnych, gdy
modele sg oparte na dowolnej kombinacji klasyfikacji krzyzowej i hierar-
chicznej lub na niekompletnej klasyfikacji krzyzowej. Szezegélnym przy-
padkiem tego twierdzenia jest regula podana przez Le Roy, gdy ograni-
czymy sie do klasyfikacji krzyzowej zupelmej lub niezupelnej.

Przyklad zastosowania twierdzenia jest oméwiony na koncu niniej-
szej pracy, a modele i konkretne przyklady liczbowe na zastosowanie
twierdzenia i wzoréw na wspoélezynniki W obszerniej przedstawiono
w innej pracy autora [5]. Z zamieszczonego twierdzenia mozZna w szcze-
gélnosci wyprowadzié wzory Ganguli [2], jezeli ograniczymy si¢ do nie-
ortogonalnej klasyfikacji hierarchicznej, oraz wyprowadzié wzory Crumpa
[11, gdy bedziemy rozpatrywali dane ortogonalne (tj. takie, Ze w kazde]
z podklas wystepuje ta sama liczba obserwacji).

2. Zalozenia i symbolika. Dane liczbowe w najogélniejszej formie
tworzg badZz kombinacje klasyfikacji krzyzowej z hierarchiczng, badZ
niezupelng klasyfikacje krzyzowg (por. [5]).

Przypuéémy, ze takie ogélne dane uzyskano losujac z nieskorniczonej
populacji pozioméw kazdego z r—1 czynnikéw A,, 4,,..., 4, ;.

W przypadku gdy wyniki tworzg tylko klasyfikacje krzyzowa, po-
rzadkujemy czynniki w dowolny sposéb. W przypadku klasyfikacji
hierarchicznej numerujemy je w porzadku zstepujacym: np. w A, za-
wiera sig 4,, w A, zawiera sie A;, ..., W A,_, zawiera gie 4,_,.

Ten rodzaj uporzagdkowania wprowadzamy réwniez dla kombinacji
klasyfikacji krzyzowej z hierarchiczng z tym uzupelnieniem, ze kolejne
numery klasyfikacji hierarchicznej nastepuja po numerze czynnika kla-
syfikacji krzyzowej, w ktérej czynniki sg uplasowane hierarchicznie, np.
dla AXB(C(D))XF numerujemy: 4 = 4;, D=A4,, C = 4,, B = 4,,

= A;.

W przypadku klasyfikacji hierarchicznej 4, w A, numerujemy po-

lZfi-(l){myAczynnika\. A, poczawezy od jedynki dla kazdego poziomu czyn-
a 4,.
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Rozwazmy dane w najogélniejszej postaci. Niech zbiorem wskaZni-
kéw dla pozioméw czynnikéw bedzie J,_, o elementach j,,js, ..., jr_;
i niech w podklasie (j,,jay...yjr—1) 2znajduje sie Ny = My oy
obserwacji (dane nieortogonalne), oznaczonych symbolem y g, =
= Yidy..dprgpy 8d2i6

h=1...,a,
jz = 1’ ceey bjl’
(1) js == 1’ R | G"fl?'z’

jf-—l = 1’ reey uflfz...fr_z?
jr = 1’ R ”’1112...2'1-—1'

Dla eczynnikéw klasyfikacji krzyzowej litery b,e,...,u w (1) nie
majy wskaznikéw j, sy ..., Jr—e- Wskainik j._, wystepuje tylko wtedy,
gdy wszystkie r—1 czynnikéw tworzg klasyfikacje hierarchiczng. Dane
Liczbowe staja sie ortogonalne, gdy wszystkie b;, ..., %54, 5 , i Wi gy
8y statymi, tj. nie zalezg od wskaZnikéw j.

Suma wszystkich obserwacji wynosi

(2) n= Ymny_,
Jr—1

gdzie J,., pod znakiem ' oznacza sumowanie po wszystkich wskazni-
kach nalezgeych do J,_;, tj. PO jy,72y+-+3jr_1. % podobnych oznaczen
bedziemy dalej czesto korzystali. Symbolem J, oznaczamy j,, js, ...
-++y Jr—1, jr, €zyli sume zbioru J,_, i zbioru obejmujacego jeden element j,.

Model statystyczny odpowiadajacy ogélnym danym nazywamy lo-
sowym ze wzgledu na losowy wybdr pozioméw czynnikéw i modelem
dla danych nieortogonalnych z powodu réinych liczb obserwacji w pod-
klasach (por. [5]).

Jezeli p oznacza liczbe skladnikéw modelu, to poza staly érednig u
w populacji i efektem bledu e; = ey, ;, zwiazanym z obserwacja
Y5, Wystepuje w nim (por. [1]) p—2 losowych efektéw gléwnych i efek-
téw interakcyjnych a miedzy f czynnikami (f =1,2,...,7—1). Ro-
dzaje tych efektéw i ich liczba zalezg od rodzaju ukladu klasyfikacji,
ktérym dane podlegaja. Tak np. dla pewnych danych mozemy mieé
interakcje miedzy czynnikami A4,, 4, i 4;, kt6rg oznaczamy symbolem
5,95y & dla innych interakecje miedzy czynnikami 4, i A, wewnatrz
4,, oznaczong symbolem Ay (POT. [5]).

W ogélnym modelu dla uproszczenia oznaczeri obu takim inter-
akcjom bedziemy przypisywali wspélny symbol @ dptyy & ich odpowied-
nim wariancjom ojps i o3y réwniez symbol wspélny oly. Tak wiee o sym-

2astosowania Matematyki, Tom VIII. z, 2 9
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bolu decyduje tylko liczba i nazwa wystepujacych czynnikéw, jakkol-
wiek interpretacja obu efektéw i ich wariancji jest rézna. Taka wspélna
symbolika dla problemu ogélnego, przyjeta w dowodzie twierdzenia, nie
prowadzi do nieporozumien, gdyz nie dokonuje sie takich przeksztal-
cenl, w ktérych odréznianie wymienionych efektéw i ich wariancji byloby
konieczne. Odréznianie to (charakterystyczne dla metody RO, ale zbedne
w metodzie R) jest oczywiScie konieczne w koricowym zestawieniu ocen
wariancji, a w szezegdlnofei w zastosowaniach do konkretnych modeli,
gdyz wigze si¢ z interpretacja uzyskanych ocen.
Rozwaimy losowy model ogélny posta.cl
. (:n—z) skiadnikéw

(4) Yt gyt = B (a0t Uy fryendyy T o) sy
ktéry zapiszemy krécej w postaci

. p—2
(5) Y5, = y+(a;1+...+aJTf+...)+eJr= p+2 a"Tf+e"r’

gdzie Yr, jest j -ta obserwacja w podklasie (ji, sy «e-yfr=1)s s, — bledem
'losowym, a;, — losowym efektem gléwnym j;-ego poz1omu czynmka A,
L ,f a,,T — efektem interakcyjnym miedzy czynnikami A4, ,
Agz, (f =1,2,...,7—1), wybranymi spoéréd r—1 czynnikéw
A4,, A ,A,h Dla. krétkofei zbibr wskaZnikéw jy , i, ..., Jy» bedacy
podzbmrem zbioru j;, jay ..., jr_1, Ozhaczymy symbolem JT/'

- Zauwazmy, ze J,_, = JT _,+ Liczba efektéw gléwnyech i interakeyj-
nych a, a zatem i zbioréw Jr, w modelu (4), jest réwna p— 2. Zauwazmy
bowiem, ze w modelu kropki miedzy ay, 1 aJTf i kropki na prawo od Ay,
ozna,cza.]ae ewentualne inne efekty gléwne niz efekt a;, czynnika 4, oraz
inne efekty interakcyjne modelu niz efekt By figndyys @ wiec efekty in-

terakeyjne oparte na innych (na ogél nie na wszystkich) podzbiorach
zbioru J,_, (por. § 4). Zespdél wskainikéw Jr, zalezy od rodzaju klasy-
fikacji danych liczbowych,

: W podanym modelu zakladamy, Ze wezystkie efekty e i e 89 niesko-
relowane i majg frednie ré6wne zeru, tj.

(6) Bloy)=...= Blagy) = -+ = Bleg) = Blay az,) = Blay-05) =
=1 =Bz, 05) = 0,

gdzie B oznacza warto§é oczekiwang. Wariancjami efektéw a i ¢ 53

(7) o E(a‘}l) = di) ses E(a?fr_p) = atzltz t;?"')E(e.zI) = 0:7

gdzie symbol o}, 14 oznacza wariancje efektu interakeji miedzy f ezyn-
nikami A4, v Aigyeee » Ay, 1 jest staly wielkofciy dla ustalonych czyn-
nikéw At,, 4, ... ,A,, (mogg si¢ zmieniaé pozmmy czy'nnikéw)
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Interesu]e nas problem wyznaczania nieobeigzonych ocen wariancji
0%y «evy OFy 41 +++s 05 Odpowiednia metode postepowania RO (por. [5]),
oméwiongy w niniejszej pracy w §1, referujemy w nastepujacych pun-
ktach I, IT i III.

I. Niech skladnikami sum kwadratéw odchylen (form kwa,dratowych) '
dla p—1 Zrédet zmiennoéei wystepujacych w analizie wariancji (por. [3])
modelu (4) bedzie p sum kwadratéw (por. kol. 2 tablicy 1):

1) Dy3 , czyli suma kwadratéw wszystkich n indywidualnych obser-
< _
wacji v, ’
2) ZYIk/”Ik (k=1,2,...,7—1), czyli p—2 sumy kwadratéw dla

tyluz ef.ektéw gléwnych i interakeyjnych a; p—2 > r—1, gdyz moze byé
wigeej niz jeden zbi6r postaci I, albowiem I, oznacza podzbiér o k ele-
mentach wybrany spofréd r—1 elementéw zbioru J,_,

3) Y%[n, czyli ,poprawka”.

Y, definiujemy jako
(8) Y5, = Yig.4, = 2 AR
, Dy +p
gdzie sumowanie rozeigga si¢ na wskaznik j, i zbibr wskaznikéw D,,
ktéry jest dopelnieniem zbioru I, do zbioru J,_,; tak wiec D, obejmuje
wikasniki 4y, fkyzy ...y by Ksztalb sum kwadratéw formy 2) wynika
Z modelu.

Zbiory wskaznikéw I; o k elementach i Jr; 0 f elementach, jako pod-
zbiory zbioru J,_, mogs obejmowaé co na,jmme] jeden element i co naj-
wyzej r— 1 elementéw; zbioréw I, lub Jr; jest p—2, tj. tyle, ile skiadni-
kéw w modelu; zbiory I,_,, Jr,_ i dr Sae 1dentyczne i r6znig sig co naj-
wyzej permutac]a elementéw.

A oto objagnienie innych oznaczen:

Y = Zy,, jest sumg wezystkich obserwacji po wskaZnikach j,,

Jayeeey e zbloru Jy; liczbe obserwacji w podklasie (¢, %;,...,%;) okrefla

(9) nr (" ni]_‘z...ik 2 ”ﬁfz ff— 2 n‘rf—l'
4 et reensfr—1 Dy
II. Wartodei oczekiwane skladnikéw sum kwadratéw postaci
i, Y
(10) - Z?J.’l,s —”&_Ik—’ !

Z uwagi na postaé modelu (4), 83 kombmac]aml liniowymi p 1 wielkofei:
kwadratu 4redniej u* i wariancji o,..., ity 43 +++y0s % pewnymi
Wepélezynnikami W (por. kol. 4, 5 i 6 tablicy 1), bedgcymi funkejami
liczebnoéci w podklasach ng,_
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III. Rozwigzanie ukladu p réwnan powstatych z przyréwnania tych
kombinacji do odpowiednich p skladnikéw sum kwadratéw postaci (10),
czyli ukladu (11), daje nieobcigzone oceny wariancji.

-2

2 2 2 2
2 Y5, = g+ 2 natltg...t,‘{"”'oe’
Jr

2

p-2
Y
(11) Z 'nIIk = nu’+ Z er[JTf] afltz___,j-|- (2 1)0?”
3

Iy Iy

ye “ |
2 § ' 2 2
. = nu + Wl[JTf] Utltz...tf‘*' 1-0e.

Znaczenie symboli W z odpowiednimi wskaznikami jest podane w twier-
dzeniu paragrafu nastepnego.

3. Twierdzenie. Udowodnimy twierdzenie, ktére okre§la regule
tworzenia wspoélczynnikéw W bez uciekania si¢ do obliczania wartosei
oczekiwanych.

TWIERDZENIE. Przy mnieskorelowanych efektach modelu losowego (4)
i wprowadzonych oznaczeniach wartosci oczekiwane p skladnikéw sum kwa-
dratéw formy (10) sq kombinacjami liniowymi kwadratu $redniej u? ¢ wa-
riancjt wszystkich p—1 efektéw losowych o3, ..., Gfltz,,,tj, eey 02 26 WSPOL-
ceynnikami W (por. (11)) okreslonymi przez mastepujace reguly.

1° a) W =n przy u® dla kaidego z p skladnikdw;

b) W = liczbie stopni swobody przy o: dla odpowiedniego skladnika

sumy kwadratow, .
W=21 =n dla Zy?,r,
Jr J'-

Yz
(12 W= )1 dl VT
! ; ’ ;" ng,
k
| -
W=1 dla —;
n

- _¢) wspdlezynmikiem przy wariancjs "tzltz---t/ w rozwinigciu wyra-
zenmia E(Y%[n) (preypisujemy mu wskaénik 1) jest

1
Wiy = _EZ n‘z’Tf;

JT].

d) w rozwinigeiu wyrazenia By, jest
Iy

WJr[JTfl = WJr[“] =n.
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2° Wspdlczynnikami przy p 2 wariancjach ksztattu "ﬁfz = oﬁ-f
w rozwinigciu wyrasenia F
n]’k
Iy
Z 'n’Ik+JTf
8) Wryrpy = ks - , jeteli dwa zbiory wskaénikéw Iy i Iz,
Iy I

odpowiednio z elementami 1,, %py ...yt OTAZ i 3t s --ey ji, 8G rodlgczne
. . ’ ! 1 2 ’ f
(tloczyn zbiordw IkJTf = 0),
2
Z " x+Ug

b) WI]‘,[JT’] = WIk[IkJTf+Ug] = Wrwy = UL,”I—_, jezeli zbio-
I k
ry I, i dJ T, Majg wspdlne elementy, ale Jr, nie zawiera 3ig w zbiorze Iy ; zbidr
U, obejmujgcy wskainiki wu,, 4y, ..., u, jest dopelnieniem iloczynu zbiordw
JTf i Iy do zbioru Jr,, a wige zbzdr wskainikéw U, moina otrzymaé przez
usunigcie ze zbioru JT, wskasnikéw wspdlnych ze zbiorem I,
¢) Wrps = Woo =7 jeseli zbidr JT, zawiera sig "w zbiorze

I, a w szceegdlnosci pokrywa ste 2 nim; 2bior pusty 0 w nawiasach prosto-
katnych [ 1 jest dopelnieniem tloczynu zbioréw I wWr; do zbioru Iy

Zbiory Iy i Jr, sa podzbiorami odpowiednio o k i f elementach wybra-
nych ze zbioru wskainikow J._; postact jiyfay eeyfra-

Reguly 1° i 2° zestawiono w lablicy 1.

TABLICA 1
3
L. Suma Wekasniki | #° o7y o
kwadratow przy Y 0 Jry Jy
1 2 3 4 b 6
1129, Jr n | IrJr, = Iy Wi =n =
-
- a) IxJry = 0; WIk[JTf]
2 T Ix n b) Jry = Ikdry+Ugs Wio 21
nIk 7 1 &lYg) I
Iy ) IJry = J1y Wi
¥z
3 | — 1 n WI[JTIJ = Z i 1
n JTf !

Dowéd. 4d 1°. Wyodrgbnimy w dowodzie punktu 1° trzy czeéci
A, Bic.
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A. Zauwazmy, ze wobec (4) mamy

(13) E(ys,) = p.
Stad wobec tozsamosei

E(2?) = Var(z)+E?(2)
otrzymujemy

k

T, ETY, Var(¥5,)+F (¥,
(14) E; ”Ik Z nIk o Z Nr -

Z uwagi na (1), (2) i
D 1= Y = D, =m,
Dty Dy Dy

oraz wobec (8) mamy
»-2

Z Yy, = 2 [ﬂ+ 2 a.r'_p,-i— 0.1,]
Dk"' T
= ung,+ Z 2 aJT 2 ey,

Dyt Dy+7yp
Stad, poniewaz frednie efektéw sg zerami,
(15) B(Yy,) = png,.
Definiujae €rednig g, za pomocy relacji Z 6r, = Br,er,)

D+,
kolejno: "
p-2

(16)  Var(¥p) = Va;'[,un_,k-l- 2 2 aJTj+nIk§Ik] = |

= Va.r[ 2 Z aJTf] -[—'nIk

Dy +1y
W rezultacie ze wzgledu na (14), (15) i (16) mamy:

D-2

Var[ > Z‘aJT]—l—nIkoﬁ‘—}-n"}kp’

uzyskujemy

(17) EZ i;: Z Digtty -

Var( 2 2 aJ'r,)

-— 2 Dp+iy
np +.0321+ 2 .
CIp Iy k

gdyz
(18)- ‘ ' anfk =n.

!
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B. Wyznaczmy warto§é oczekiwang dla Y2%/n. Wobec E(Y) = pu,
%‘a-’rf = %jn.JTja.,—Tf oraz %‘eJr = né mamy

B = Va1 (1) =

= —i— [Va.rZ (ag 4.+ aJTf—}--...—}-eJr)] + ¥’ =
Ir

= % [Va,r(z azp ) +Var Z es,+ nz,uz] +R,
7 7;

r
gdzie B nie obejmuje wyrazeh z u, € i Uy, dla ustalonego A, Dalej
Y? 1 2! 1 _
E—n—- = .R+ ’nﬂz_l_ ;—V&T (2 nJTf(IJTJ) -+ ;V&r(ne) =

J Tf

1
= Bnpt+— Y'ndy ol ot ol
JTf
C. Wreszcie obliczmy warto§é oczekiwana dla sumy kwadratéw
wszystkich obserwacji. Wobec E(y;) = p obliczmy kolejno:

20) B Y= 3Byl = 3 [Var(ys) +E (y,)] =
7y Jr

= Z‘ [Var(asg, +es)+a'1+P = npt+ndly, 4+ nol+ P,

gdzie P oznacza czlony niezalezne od g, ez, i e dla ustalonego Orpy

UdowodniliSmy wiee, ze wspélezynnik przy up? jest réwny n w roz-
winiecin wartodci oczekiwanej - dowolnego skladnika sumy kwadratéw
(por. 1°a)) oraz wykazaliémy 1°b) (por. (17), (19) i (20)).

Ponadto udowodniliSmy 1°) (por. (19)) i 1°d) (por. (20)).

Ad 2°. Zauwazmy, zZe 'wyraZenie (17) mozna przedstawié¢ w postaci:

‘ Va,r[ ;j (a,1+...+aJTr—|—...+ a,k—l-...)]
— D4y
EZE n,u,”-l— O Z ]."I-Z1 'n’Ik ]

gdzie zbiory JTf il 0dpow1edmo o [ elementach J,l, gy o+ jtf i k& elemen-
tach 4,, ¢y, ..., % 82 podzbiorami zbioru J,_, 0 elementach J1rGay eeey Jrone
Jest mdoczne, ze wspllezynnik W (oznaczmy go przez WIk[JT ]) przy

wariancji ofy, . = or, W DZY 1./nz, ma postaé
Var( 3 as)

21 T Wiriey = 1 Dg+1y

( ) S . Ilc['rTf] - nr

I k
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Zauwazmy, Ze z uwagi na to, iz j, nie wystepuje w zbiorze Jr,, mamy

(22) Z Op, = Z%Ir_laJTf.
Dy

Dy +7y

Rozwazmy oddzielnie trzy przypadki, gdy zbiory Jr, 1 I

a) 83 rozlaczne;

b) maja wspélne elementy, ale Jy, nie zawiera sie¢ w Iy;

¢) zbiér Jr, zawiera sie w zbiorze I;, a w szczegélnofci oba zbiory
pokrywaja sie.

Ad a). W przypadku gdy Jr, i I; s3 zbiorami rozlgeznymi, zbi6r
JTf zawiera sie w zbiorze Dy o elementach i, ...,%,_,. Niech zbiér Z ’
0 elementach 2,,2;,...,2 (9 =r—1—Fk— f) bedzie dopelieniem zbioru
JTI do .Dk = JT’+Z‘,-

Wobec
(23) D Mg 1z, = Papeig,
t '

Zg
gdzie I. , = Iy+dJr,+Z, jest zbiorem o elementach 4y, ¢y, ...y %, Jy,
Jtgs «+e3 Jtgs %1y %2y +-ey %, OtTZymujemy
(24) Z "1y Qg = 2 Plptdg +2y Qg =

Dy, JTf'*‘Za
= 2 aJT,eZ M+ 2y = Z "yt g, O,
JTf Zy JTf

Stad wobec (24) i (22) wyrazenie (21) ze wzgledu na Va,r(aJTf) = o}y,
przybiera postaéd

f 'tf

Va,r(Z‘nIr_laJT}) Var( Y ng,,p p)
Dy, Jr y f !
(25) E - — E ' - -
I Ty I, Iy,
2
2 nIk"'JTr
. b JT’ 9
- nIk 0‘1‘2“"! .

I
Dowé6d 2°,) jest wige zakonezony.
Ad b). Niech zbiory JT), i I, maja wspélne elementy, ale JTf nie
zawiera si¢ w I,. Symbolem U, oznaczmy zbiér o elementach u,, u,, ...
«+ey Uy, bedagcy dopemieniem iloczynun zbioréw Jr Iy do zbioru Jr,
tj. Iy, = LiJr,+U,. Nastepnie, niech H, o elementach hy, hy, ..., hnm
bedzie dopelieniem zbioru I;+ U, do I,_,. Zbiér H,, moze byé pusty.
Wtedy Dy = U,+H, i I,_, = I,+D; oraz

Dy Up+Hp,

= 2 @ryp, Z Iy Vgt Hyy = Z nIk+Uan1',«’
Uy Hp Uy
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gdyz zbiory Jr i H,, sy rozlaczne. Stad wobec (21) i (22) mamy dale]

Yar (2 nIk'*'Ug aJ,_,,f V&I'Z’ILIk_l_U
= § o'tltz...tf,
I
a wiec
2
%‘ M+ Uy
_— g

(26) ' WIk[UUI - Nnr

Iy k

Zauwazmy, ze jest to Wsp()lczynnik DIZY Gfy,.4, 84y rozwinigto

n Ik

Wyrazenie na Wi, o, moina otrzyma,é ze zbioréw I, i Jr,, korzystajac
z transformacji ksztaltu:

WIk[-’T] WIk[IkJT Ul = WIk[Ua]’

tzn. rugujae ze zbioru Jr elementy wspllne ze zbiorem I, i pozosta-
wiajagec w nawiasie prostokatnym zbiér U,, ktéry jest dopemlmieniem ilo-
czynu zbioréw Jr I, do zbioru Jr . Dowéd punktu 2°b) jest zakonczony.

Ad c). Niech Jr, zawiera si¢ w zbiorze I, lub jest z nim identyczny.
Wtedy zbiory I i Dy, s rozlgczne i wobec tego

Z aJTf aJTf 2 1= aJT Z nIr 1 nIkaJTf

Dy+1p Diy+7p

Stad czlon z of,,.; W rozwinigciu

A

wobec (21) i (22) ma postaé

Var(nz, oy, )
k- Iy ’"'I
2 ; - 2 , o'21‘2 v "’Ik gty — no“zl"z---‘f’

n
I T I

Oznaczajac wspélezynnik przy Ggltz---tf w rozwinieciu
.
Ip nI"

przez Wi, 2 uzyskujemy jego warto§é .
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Zauwazmy, ze korzystajac z reguly opisanej uprzednio w 2°b), a po-
legajacej na rugowamu ze zbioru JT; eIementéw nalezgeych do zbioru I,
otrzymujemy

WIli'Tl WIkIIkJT,] = WIkIOI

Symbolowi Wi, przyplsujemy umownie warto§é n. Dowéd punktu 2°c)
jest zakonczony.

Zauwazmy, ze ta sama regula o rugowaniu z Jp, elementéw nalezg-
cych do I, stosuje sie takze w przypadku 2°a): wtedy rugowania nie ma,
gdyz zbiory I, i JTf s rozlgczne. Powyzsze wzory mozna réwniez stosowad
w przypadku krzyzowej klasyfikacji niekompletnej. Wtedy (por. [5])
sumowanie zaznaczone w twierdzeniu przeprowadza sie oczywiécie wzgle-
dem podklas zawierajacych obserwacje. Dowéd twierdzenia jest zakon-
czony.

UwAGA 1. Zauwwazylismy w dowodzie twierdzenia (por.1°d) i 2°),
b), ¢)) prostq prawidlowoesé tworzenia wzordw na wspdélezynniki W, a miano-
wicie:

zbior I, (pierwszy zespdl wskainikéw przy W) wysiepuje pod znakiem

plerwszej sumy, a drugi zbidr (drugi zespol wskainikéw w nawiasach

prostokatnych), ktdry powstaje z wykre§lenia ze zbioru Jp, elementéw
wspdlnych z I, wystepuje w licaniku ulamka pod znakiem drugiej
sumy. :

Prawidlowoéé ta stanowi regule, o ktérej méwi Le Roy [4]. Zbiér I,
obejmuje wskaZzniki, wzgledem ktérych sumuje si¢ w sumie kwadratéw
PR '

'nzk !

Tk

a zbibr Jp, — wskaZniki odpowiadajace wariancji o®, przy ktérej wy-
stepuje wspélezynnik W (por. tabl. 1).
UwaGA 2. Wzory ma wspdlozynniki W odpowiadajgce
I) sumie kwadratéw wszystkich obserwacji Jny;r,
r

II) ,.poprawce” Y?2/n, 7
wystepujace w 1°, mozna otreymad ze weordw w 2° (por. twierdzenie).

W tym celu wystarczy w przypadku I przyjaé: I, = J,, ny, =1,
Y5, =1Y,,, skad

Wspblezynnikiem przy o jest ;‘1 = n (por. 1°b)). Wtedy 1°d) wynika
natychmiast z 2°). r LT ST,
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W przypadku II przyjmujemy I, = 1 (tu 1 gra role zbioru pustego),
ng, =mn, Y, = ¥, = Y. Wtedy

Wapblezynnikiem przy o jest 1 =1 (por.1°b)). Wzér 1°) wynika
wprost z 2°a). : !

UwAGA 3. W przypadku danych ortogonalnych ng, = K = const,
a wige j, =1,2,..., K oraz

| J1=1,2,.00y0y,

ja=1,2,...,a; = const,
Jr_1=1,2,..., a._, = const.
. r—-1
Wtedy liczba obserwacji eksperymeniu wynosi n = K [] a;. Punkty 1°a),
i=1
1°b), 1°d) twierdzenia nie ulegajq zmianie. Wzory na wspdlezynniki W w in-
nych punkiach przybierajq nastgpujace postacie:

1%) W = —j—L = H — gdzie, jak zwykle, 2bior wskaénikéw

” a’igw

wW=1
Jtys Jy ,...,j,f jest podzbiorem zbiom G1s Jay ey Jre1-

2°) Wy, Iry = H, gdzie t,, gy ..., i twor:q 2biér I xy bedacy podzbiorem
' n

2bioru JiyJay eeeyjr_1. Wiedy A, = =% :
Il &,

W1

20b) WIk[JT’]' = n.

4. Zastosowania. Dla ilustracji sposobu korzystania z udowodnio-
nego twierdzenia, rozwazmy model ksztaltu (por. § 4 w [5]):

(27) Yimmg = B+ @i+ byt (@b)y 1+ c{ab)ris + €ijrg,

gdzie r—1 = 3, wskazniki ¢, j, k dotycza pozioméw czynnikéw A, B,
C, a czwarty wskaznik g = 1, ..., nyy rozréznia indywidualne obserwacje F
w podklasie (z,j, k). Mamy

A:i=1,...,1,

" B:j=1,...,dJ,

C w AB, czyli C(AB):k=1,...,dy,

E w podklasach powstalych z umieszcezenia pozioméw czynnika C
w klasyfikacji krzyzowej czynnikéw A i B notujemy symbolicznie w po-
staci E(C(4B)).
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Zauwazmy, ze numery czynnikéw piszemy w modelu ogélnej postaci
(por. [4]), a W ustalonym konkretnym modelu (np. (27)) zastepujemy je
kolejnymi literami alfabetu laciriskiego. Tak wiee symbole okreslajace
czynniki A,, A,, A,,... zastepujemy przez A, B,0C,..., a efekty aj, s
Uys Ojigys iy --- Odpowiednio przez a;, by, (ab)y, c(ay),..., gdzie
j1=’5, j2=j7 Js=~F

Z poréwnania modelu (27) z ogélng postaciag modelu (4) jest widoczne,
e ji =1 jo=j, ja=k j.=g¢.

Mamy p = 6 skladnikéw w modelu, w tym p—2 = 4 efekty gléwne
i interakcyjne.

a;, = a; jest efektem gldwnym i-tego poziomu pierwszego czynnika (4),

aj, = b; jest efektem gléwnym j-tego poziomu drugiego czynnika (B),

iy 1y, = % = (ab)y; jest efektem interakeyjnym zwigzanym z i-tym
poziomem czynnika A oraz j-tym czynnika B,

Gy iy iy = e = ¢(ab)qs jest efektem gléwnym k-tego poziomu czyn-
nika ¢ wewnatrz podklasy (i,j) klasyfikacji krzyzowej AB.

Wariancjami 5 efektéw losowych sg

Eoj = Ba; = 0%, Ed}, =Ebj = o3, Faij= dip,
Eaf-jk = E[c(ab)k(ﬁ)] = 0%'(‘43)’ Ee%jka = 0%.
Role Y7, = )} y;_ graja tu wielkosei:
Dy +7p

Yi = D Yinegy ¥j. = 2 Yiskos
%o T

Yy = Z Yigy  Yipp, = Zyifkm
%o 7

gdyz przy efektach mamy zbiory wskaZnikéw I, ksztaltu: 1) 1, 2) 4, 3) 9
oraz 4) 4jk. Sa one podzbiorami zbioru J,_,, tj. zbiorn k.
Rolg n;, = )'n J,_, 8raja liczebnosei:
Dy

R, = 2 Nigks Mg = 2 Mijey Mg, = Z Wigher
7k ik k

Sumami kwadratéw, dla ktérych oblicza sie wartosci oczekiwane,
by otrzymaé uklad p = 6 réwnan z p = 6 niewiadomymi ksztaltu 12,

2 "
G4, 0’%’1 0.2431 O%'(AB) 1 o'i Ba:
2 Yf Y.zf.. Y?f.. Ygﬂc
Yiingy e T? —
7 i z A el m Wik

ijkg

i ,poprawka” ¥Yz/n.
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Wép(’)lczynnikiem pi-zy wariancji aftl,-tz = o%p (wskazniki 4 odpo-
wiadajg interakeji AB) w rozwinigciu

Yip .
E E' P jest  Wipy = Wi = Wiy = n
Mg f
ijk

(por. 2°¢) w twierdzeniu), a w rozwinieciu
7 Z Y.
7 M.

(por. 2°b)).
Wspélezynnikiem przy wariancji ¢% w rozwinieciu

2

2
M.

: oWk
jest  Wrgupy = Wiy = Wiy = Z :

j ).

jest WIk[JTf] = Wj[i].
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B. OKTABA (JIwbane)

TEOPEMA O METOHE OIPENEJIEHHA OLEHOK JHCHEPCHOHHEIX
KOMIIOHEHTOB B CA1YVYARHBEIX MOAEIAX JJIA HEOPTOIOHAJBHEIX
JAHHBIX

PEBIOME

B paGore ROKasaHO Teopemy Halomyn ssHHE POPMYIH KodYPMUMEHTOB B CHC-
TeMe p ypaBHeHMN IDH KBaApare CpefiHero 3HA4Y€HHA COBOKYIHOCTH u® m p— 1 mumc-
nepcuAx cayyadHux s@dertoB B sajave OLEHKH JMCIHEPCHOHHHIX KOMIOHEHT B He-
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OPTOrOHAJbHOW cnyvaliHO# MOJeAm OCHOBAHHON HA INPOMBBOJBLHON KOMOWHALEHI
NEPeKpPecTHON KiaccuPuKalum ¢ HepapXMUECKON MM 3e OCHOBAHHOHK HA NMPOM3BOJL-
HOil mepexpecTHON KiIaccMPUKANUM [ONHON H HEMOJHOHU.

Pemenne COOTBeTCTBYylome#t CHCTEeMH P YPAaBHEHU#t ¢ P HEHBBECTHHIMHU [aeT
HeCMCIeHHYI0 Rucnepcuio. M3 aToii TeopeMu clefyer kak wacTHHM ciayyalt mpasuio
Jlepya [4] ecau cysuTh 3ajady K MOJedH OCHOBAHHOM Ha NEePEeKPEeCcTHON Kaaccuu-
Kaouy OOJIHOH MJINM HenoJHOMH.

Jaerca mpuMep NpUMeHEHHA TeopeMH. HOHKpeTHHIE uMCIeHHEe npUMepH NpHu-
MEHCHUA JTOM TeOpeMH HA NPAKTUKE MOMHO Halitu B ppyroli paGore aBsropa [56].

W. OKTABA (Lublin)

THEOREM CONCERNING THE METHOD OF DETERMINING THE
ESTIMATES OF VARIANCE COMPONENTS IN RANDOM MODELS
FOR NON-ORTHOGONAL DATA

SUMMARY

The author proves a theorem showing explicit formulas for the coefficients W
in a system of p equations with the mean population square u? and p— 1 variances
of random effects with regard to the problem of the estimation of variance components
in a non-orthogonal random model based on an arbitrary combination of a cross-
classification with a hierarchical classification or on an arbitrary complete and in-
complete cross-classification. The solution of a suitable system of p equations with p
unknowns gives unbiased variances. This theorem implies, as a particular case, the
rule given by Le Roy [4] if we confine ourselves to a model based on a cross-classifi-
cation, complete or incomplete.

The paper includes an example of the application of the theorem. Concrete
numerical examples of its practical application can be found in another paper by the
same author [5].



