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Résumé. On généralise les expressions de la vitesse et de ’'accélération en
coordonnées intrinstéques pour le cas des courbes & points irréguliers. On établit ainsi
Pexpression de la force qui agit sur un point matérial se trouvant sur une trajecioire
qui contient des points irréguliers.

L’expression est également posgible en des poinis de régularité, Vappareil mathé-
matique utilisé étant celui de la théorie des distributions.

Soit un point matéricl (M) en mouvement sur une courbe (C) continue,
pour laquelle les points P; (i =1,2,...,n) sont des points irréguliers
A double tangente (ou points de retour). Celle-ci peut étre la trajectoire
d’une particule matérielle, libre oun soumise & des liaisons. Quelle que
soit la situation, aux points P; la particule (M) subit des choes, puisque
le vecteur vitesse a unc variation instamtanée finie, ce qui est one con-
séquence de la particularité des points P;.

Evidemment, dans le cas de particules libres, les forces percutantes
ne peuvent étre qu’extétieures et, dans le cas des liaisons, elles peuvent
étre des forces de liaison. Indépendamment de la nature des forces exté-
ricures, si C est une courbe matérialisée & laquelle (m) est attaché en Py,
on enregistrera des forces percutantes de liaison.

Soiten «;,, ¢;, les angles que font les tangentes & (C) en P; et 7, eb
T, les verseurs des deux tangentes en P;.

Dans ce qui suit, nous nous proposons d’établir ’expression des forces
percutantes, ou des accélérations, aux points irréguliers.

‘A cet effet, il est nécessaire d’établir que I’expression de la dérivée
du verseur 7 par rapport au temps, en ees points, est la méme aun point
P,, indifféremment si le mouvement a lien sur la courbe (C) ou sur les
tangentes & (C) en P;. La trajectoire formée par les demi-droites —7,, et
T,, sera nommée courbe associée (I).

Ce que nous avons établi pour un seul point P, étant cncore vral
pour tous les auntres, nous traiterons le cas d’un seul point P,, en omettant
Pindice pour simplifier les expressions.

En méme temps la remarque ci-dessus perment de considérer l’ex-
pression de 7 dans un voisinage suffisamment petit de P,, celle-ci étant
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donnée par la relation
(1) T = _7-:1H(to“‘t) +;2H(t_‘to)
ou H(u) est la fonction de Heaviside ot £, le moment ol le mobile passe
par P,
0 pour u<0,

@ H(u) = 1 pour %> 0.

Dérivant (1) et tenant compte du fait que sur (I') 7, et 7, il ¥ a des
verseurs constants, il résulte

(3) T = (@—7) 8(t—1y)
ol J est la distribution de Dirac, dont la propriété bien connue
(4) O(t—1o) = 6(ty—1)

2 été utilisée pour obtenir 1’égalité (3).
Puisque la vitesse de la particule est

(b) 7 =0T

son accélération sera:

(6) a=1it401

ol, envertu de (3),

(6") @ =91+0(Ta—T,) 6(t —1,)
dans un voisinage de P,.

D’autre part, si s est un arc.de la courbe (C) dans un voisinage suffi-
samment petit de P,y l’expression du verseur r peut étre mise sous la
forme: '

(N T =1, H(8,—38) T, H(s—85,),

8, étant P’arc correspondant i P,.
En agsimilant le mouvement réel & celui de la courbe associée, et
en dérivant (7) par rapport au temps () on arrive & la relation:

(8) T = (Ta—T7,)08(s —5,)

oll » = § est 1o grandeur de la vitesse. .
En comparant les expressions (3) et (8) de 7, on obtient:

(9) v0(s—89) = d(t—1y)
et par comparaison de (7) et (1), il résulte:
(9') H(s—s,) = H(t—1,).
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Dans ces conditions, ’expression de Paceélération (a) dans le voisinage
considéré devient:

(10) @ = 9T+ (Ta—7,)¥2 (8 —8)-
On conclut que la force en un point singulier est
(11) F = mit+ (73 —7,) mv2d (s — 8,)

ce qui établit ainsi ce que nous avons poursuivi.

Il est intéressant d’observer que 1’on peut aussi étendre les relations
de Frenet a ces derniéres catégories de mouvements.

De la sorte, si a est le demi-angle formé par —7,; et 7;, on peut faci-
lement établir I’égalité

(12) To— 1T, = 2C0Sa-v,

¥ &tant le verseur de la direction de la bissectrice de l’angle formé par
Ty et 7;.
Par conséquent, les relations (10) et (11) prennent la forme

(10") @ =dr+2c08a 02 6(s—8p) ¥
et respectivement:
(11" F = mir 4+ 2mcos av? d(s — 84)7.

D'autre part, la courbe associée (I') formée par les semidirections
—7; et T,, peut &tre considérée comme un élément dégénéré d*une famille
de courbes, en particulier d’une famille d’hyperboles (H) qui admet comme
asymptotes la courbe (I).

Indépendemment de tout cela, nous nous proposons d’établir la cour-
bure de (I') (en utilisant la théorie des distributions), et en la considérant
comme la limite des hyperboles de la famille (H).

La généralité n’en souffrira pas si, pour simplifier le calcul, on choisit
un systéme de référence onvo dont l'origine est au point irrégulier P,
et axe P, coincide avec la bissectrice de l'angle formé par les directions
—1; et T,.

Remarquons que si la courbe (C) est une courbe plane, située dans
le plan Ozy, celle-ci coincidera évidemment avee le plan P, et, si la courbe
(C) est une courbe irrégulitre dans l'espace Oxyz, clle peut étre assimilée,
dans un voisinage suffisamment petit de P, & unc courbe plane dans le
plan de la courbe (I'), c’est-a-dire dans le plan P, , , ce qui signifie que ce
qui suit reste valable dans les deux situations, tous les phénomenes
mécaniques étudiés ayant lieu dans le voisinage du point P.

Soit maintenant la famille de courbes du plan P,

A
(13) y.,=-;1/m5+/12; l=a
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ou A est un paramétre. Soit I, la courbure d’un élément de cet ensemble
d’hyperboles. Si

(14) I, = [K,da,

est vérifiée, tenant compte de (13), il résulte immédiatement que

0 pour 0¢(p, q),
(15) imI,|? = 2b
asg T me)v pour Oe(p, q)
aussi bien que I’inégalité
2b
(16) Ll < ———
I Ul Va® + b?

vraie pour n’'importe quel p, g et 4, entraine:

2b
a7) lim K, = ———d(z—x,).
0 Va? +b?
Mais, comme
(18) 2 —tga

b
ce qui fait que dans le cas limite (1 — 0) les courbes (13) dégénérent en
(I')y on peut écrire:

(19) IimK, = K

A0

en notant I la courbure de la courbe associée.
En vertu des relations (17), (18) et (19), on obtient:

(20) K = 2cosa* d(w,).

En observant que cette égalité a été obtenue dans le cas (4—0)
et en tenant compte de (13) et (19), aussi bien que du fait que, dans un
voisinage suffisamment petit de P, les courbes (C) et (I') coincident, on
peut affirmer que

(21) 0(z— ) = 0(s—8o) = 6(P),

6(P) étant la distribution de Dirac concentrée au point (P).
Les égalités (20) modifient quelques unes des relations ci-dessus;
ainsi, la eourbure sur (I') devient

(20") K = 2cosa: d(P)



Relations de Frenet 289

et 'accélération de la particule sur la courbe (') prend la forme

(10) i = dt+2cosa 6(Pw2y
ol
(10") a = 67~ Kv's

en changeant convenablement Pexpression de la foree:

(10"") F = mir - mKEo%.

Ll’extension des relations de Frenet aux courbes & points irrégulicrs

facilite, de plus, la détermination des forees pereutantes appliquées aux
particules matérielles en mouvement sur des courbes contenant des points
irréguliers.
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