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Sur une certaine famille de fonctions univalentes

par W. JANowskI (L.odz)

§ 1. Soit ¢, |¢|] <1, nn nombre quelconque, S,— une famille de
fonctions holomorphes et univalentes dans le cercle 2| < 1, de la forme

(1.1) f(2) = a2+ a2?+ ...,
qui remplissent la condition
(1.2) fley=1.

Pour le ¢, |{| < 1, arbitraire fixé, subordonnons & toute fonction f(2) € S,
le nombre

(1.3) F(f) = F(f(L) - 1@y, 1),

ot F(f,}, ...,/ F™) est une fonction analytique de 2n-2 variables
complexes 7,7, ..., /™, f(”’ dans le domaine {|f*| < oo, [fP| < oo}, obt
k=0,1,..,n, f(o) =, fm) = f

Nous appellerons domaine de la variabilité de la fonctionnelle (1.3)
I'ensemble de tous les points F(f) du plan de la variable complexe, lors-
que f(z) parcourt la famille 8. et nous désignerons ce domaine par D, ({).

Le but de cette note est d’étudier des propriétés du domaine Dx()
et de déterminer effectivement D,({) dans certains cas particuliers.

LEMME 1. La famille S; est compacte.

Démonstration. Si f(2) € 8¢, alors f(2)/f'(0) ¢ 8, o § est une sous-
classe de fonctions de la forme (1.1), qui remplissent la condition f'(0) = 1.
D’aprés ce qui précede

f@) 1=l |10
710) | = @+l 710)

De (1.2) et (1.4) nous obtenons

lel

4 ST

F0) < M), od M(Ic|)=lcl(l+'“')

1—Je|/’
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ce qui prouve que les fonctions de la famille S; sont presque également
bornées dans le cercle |z] < 1, donc elles forment dans ce cercle une famille
normale.

Soit fm(2) (m = 0,1, ...) une suite de fonctions de la famille S, con-
vergentes presque uniformément dans le cercle |¢| < 1. Désignons par
fo(2) la limite de cette suite. Comme f'(¢) % 0, fo(2) n’est pas une fonction
constante, elle est donc une fonction univalente. Vu f4(0) = 0 et fo(e) = 1,
on a fo2) € S8¢. Ainsi, 8, est une famille compacte.

Il résulte de la compacité de la famille S; que I’ensemble Dy({) est
fermé. Il est done borné. De méme que dans la note [9] (voir p. 10-12),
on peut démontrer le lemme:

LEmMe 2. L'ensemble Du(L) est un cercle topologique fermé.

1 résulte directement du lemme 2 que pour caractériser le domaine
Dy(¢) il suffit de trouver sa frontiére In({).

La fonction f*(2), pour laquelle F(f*) € I'n({), sera dite fonction fron-
tale par rapport & la fonctionnelle (1.3). Soit # un point arbitraire ex-
térieur du domaine Dy({). Il existe alors un point #, de la frontiére I'y({)
tel que

(1.5) \Fy—F| < |F—F)

pour tous les points # du domaine D,({) appartenant & ’entourage suffi-
samment petit du point F,. L’ensemble I'y,({) des points F, est dense
dans In({). Fermant le premier d’entre eux, nous obtenons le second
(voir [2]).

§ 2. THEOREME 1. St la fonction f(2) appartient & la famille S.,
alors pour e suffisamment petit, a la famille S, appartient la fonction de la
forme

(2.1) 1) = 1(2) + ez, @) +-0(e)
o
(2.2) ¢(z, a) = ap(?, a)+ ap’(a)o(z, a)+ap*a)o(z, 1/a) ,
et
(1(2)—2f ()} F (@) + f (o)? f(a)

23)  ple,a) = , — )

P = IOre G o=@ “Y T @
@4) oz, a) = 2ls, = [(@)zie, @), 1(z,0) = 3 27'(e) L,

a, la| <1, et a sont des nombres complexes arbitraires.

Démonstration. Si f(z) appartient & la famille 8 de toutes les
fonctions halomorphes et univalentes dans le cercle |2| < 1, de la forme (1.1),
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alors pour e suffisamment petit, appartient 4 cette famille la fonction
de la forme (voir [9] et [5]):

(2.5) fe(2) = f(2)+ e (2, a)+o(e)

ou

(2.6) ¢(2, a) = aP(z, a)+ ap¥(a) x (2, a)+ aa%a) x (2, 1/a)
et

(2.7) (2, a) =

H(2)—f(a)

Supposant que f(2) appartient également 3 la famille S, nous obtenons,
en dérivant (2.5) par rapport 4 2, la formule

(2.8) fie) = 1+edife, a)+o(e),

ol

(2.9)  Gule, @) = apile, a)+apX(a) xile, a)+ ama) yilc, 1/d)
(2.10) dic, a) = L =2(a)i ()

(flay—f(@)®
Désignant par f¢(z) la fonction

(2.11) Td2)fde)

nous remarquons qu’elle appartient & la famille S,. En substituant f,(z)
de (2.5) et 7:,(0) de (2.8) dans (2.11), et en tenant compte de (2.9), nous
avons

(2.12)  ful2) = f(2)+ ={al(2, a)— [ (2)p:lc, @)1+
+ apt(a)[x (2, a)—f(2) xa(c, a)]+ apE(a)[x (2, 1/@)— x:e, 1/@)]} .
Posant
(2.13) p(2) = 9(2, a)—f(2)¥:(c, a)
nous obtenons de (2.12), vu (2.4), (2.7), (2.10) et (2.13), la formule des

variations (2.1), ce qui termine la démonstartion.

THEOREME 2. St la fonction f(z) appartient & la famille S: et si cetle
fonction représente le cercle |2| < 1 en domaine ayant des poinis emtérieurs
et b est un de ces points, alors pour & suffisamment petit a la famsille Sc ap-
partient la fonction de la forme

(2.14) fa(z) = ]‘(z)_l_sqg(z)_l_ 0(8) ,
on
—9 b 2

(f(2)—b) (f(e)—B)*

a est un nombre complexe arbitraire.
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Démonstration. On peuf présenter sous la forme

; /(2
fue) = 1(e) + o0 L

la formule correspondante des variations pour une fonction de la famille §
(voir [4]).

Procédant de méme que dans le cas de la formule des variations (2.8),
nous obtenons la formule demandée (2.14).

§ 3. La propriété extrémale (1.5) des points frontaux dn domaine D,(¢)
nous permet de trouver, avec la formule des variations (2.1), I’équation
différentielle des fonctions frontales f*(2) de la classe étudide 8..

TEEOREME 3. Toute fanction frontale w = f*(z) par rapport & la fonc-
tionnelle (1.3), définie dans la famille S., sotisfait & Déquation

ne
(3.1) (%) M (w) = %N(z) :
o
(3.2) M (w) = Z arpt®(L, 2) ,
k=0
(v—2d)w+ d>

(3.3) Y, 2) = ow v=7¢), d=7f*c),

(w—v)(w—d)p’

(3.4) = Bprt+ qu y o ope=Fu(f*), @ =TF5(f*), =70 ’

(3.5) N(e) = D [wot®(C, 9)+ @t ®(E, 1721,
k=0
B8) A=l A=uEle D), 2 e) = phv I

B, 18l =1, étant un parametre.

Démonstration. BEn appliquant la formule des variations (2.1)
& la fonction frontale f*(z) au point z = ¢ et en remplagant ensuite le
parameétre variable a par 2, nous obtenons, vu (3.3) et (3.6), la formule

(3.7) Te&) = &)+ ep*(L, 2)Fo(e)
ot
(3.8) PH(Ey 2) = —ay*(l, 2)+ au¥(e) 0o™(C, 2) +-apE (=) o*(¢, 1/2)
et
(3.9) p(2) = 1*(2)[2f*(2) .
Posons
(3.10) AF = F(f)—-F(f*),
(3.11) Af*(k) — f:(;k)"“f*(k) , Icgk) — sk)(c) , ]t*(k) _ f*(k)(c)
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pour k. =0,1,..,n, et
(3.12) Z (o, 2)+ qepf(L, 2)] -
k=0

La dérivée d’ordre k de la fonction 7,(f) s’exprimera d’aprés (3.7),
par la formule

1) = 1*2(8) + eprP(L, 2) +o(e)

AP = et ™, )40 (e) -
Posant dans (1.5)

done

—FU*)) F"_‘F(fe)

et introduisant la notation

(3.13) B = exp[iarg (F,—F)],
nous pouvons écrire la condition (1.5) sous la forme équivalente:
(3.14) AF +2|F,— Flre(B4F) = 0

La fonctionnelle (1.3) se développe dans I’entourage du point (f*)
en une série entiére, done, étant donné (3.10)-(3.12), nous avons

(3.15) AF = eL(f*)4-o0(e) -

En substituant AF de (3.15) dans (3.14), nous obtiendrons l’iné-
galité

(3.16) 2¢ |Fy— F|re[BL(f*)]+ o(c) = 0

En divisant les deux members de 'inégalité (3.16) par ¢ et en passant
& la limite avec e¢—0, nous obtenons la condition

2|Fo—F|re[L(/*)] = 0
et, vu [F,—F| > 0, la condition
(3.17) re[AL(f*)] =0
Etant donné (3.12), nous avons donec l'inégalité
(3.18) re{p Z[pw‘c"’s,z')ﬂw o, 2)]) = 0
=0

En exprimant les dérivées (p{-k)(C, z) par les dérivées des fonctions
Y, 2) et ¢*({, 2) nous donnerons & 1'inégalité (3.18) la forme suivante:

(3.19) re{ﬂZ[pk( apf e, 2)+ ap(z) st e, 2)+ ap(z) o, 1/7))]+

k=0

gl aprPE, o)+ @5¥(z) FDE, 2) 4 a(z) EV(E, 1/2))]} = 0
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Remplagons ici les termes, dans lesquels figure le facteur @, par
Pexpression conjuguée et tenons compte des prémieres des notations (3.4).
Nous obtiendrons alors l'inégalité

rea{Z[ amp"'() 2)+ axpi(2) o ?(k)(é', 2)+ ar pi(2) o *"; 1/z)] }

k=0

a laquelle, vu (3.2) et (3.5), nous pouvons donner la forme
(3.20) rea[— M (w)+ u2(2) N(2)] = 0.

Rtant donné que le nombre a est arbitraire, nous obtiendrons de 13
Pégalité
(3.21) —~M(w)+ p*z) N(z) =0 .

Divisant les deux membres de (3.21) par u*(z), nous obtenons les équa-
tions (3.1), ce qui termine la démonstration.

§ 4. Dans la théorie des équations différentielles dans le domaine
complexe, on démontre que la solution w = f(z) de ’équation de la forme
X(w)w'? = ¥ (2), o X (w) et ¥ (2) sont des fonctions rationnelles de leurs
arguments, peut avoir uniquement des singularités algébriques. Par
conséquent, les fonctions frontales par rapport & la fonctionnelle (1.3)
dans la famille S, transforment le cercle |2| << 1 en domaines dont les
frontiéres sont analytiques par intervales.

THEOREME 4. Toute jfonction [rontale w = [*(2) par rapport & la
fonctionnelle (1.3) déterminée dans la famille S¢, represente le cercle |2| < 1
en domaine obtenu en éliminant du plan un nombre fini d'arcs analytiques,
dont aw moins un passe par le point w = co.

Démonstration. Il suffit de démontrer que la fonction frontale
arbitraire f*(z) transforme le cercle en un domaine qui n’a pas de points
extérienrs. Supposant pour la démonstration le contraire, désignons par b
un point extérieur du domaine, en lequel la fonction f*(z) transforme le
cercle |2| < 1. En vertu du théoréme 2, la variation de la fonction f*(2)
est alors déterminée par la formule (2.14). D’aprés ce qui précéde

(4.1) AP = B+ o(e), k=10,1,..,n,
ol
(4.2) #(0) = (v—2d)b4-daz

(v —b)(d—b)2’

La fonction frontale doit satisfaire & la condition (3.18), ot il faut remplacer
®(C, 2) par @({). Alors la condition (3.18) prendra la forme

(4.3) re{f ) [apsy®(Z) + gey®(Z)]} > 0

k=0
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ol
. (v—2d)b @
y({) = by =B (A=

Remplac¢ant dans (4.3) les termes, qui contiennent le facteur @ par les
expressions conjuguées, nous obtiendrons 1’inégalité

n
(4.4) rea| ' apy®(t)| > 0.
=0 '
L’expression entre crochets est différente de zéro pour un b donné
et des b’ proches de b, o étant dans ce cas un nombre arbitraire. On peut
done choisir son argument de telle fagon que

n
re a[’%1 ay®()| < 0.
ce qui est impossible, puisque f*(z) est par hypothése une fonction frontale.
D’aprés ce qui précede, la supposition que la fonction f*(z) transforme
le cercle |¢| < 1 en domaine ayant des points extérieurs, est fausse. Ainsi
Ie théoréme est prouvé.

Désignons par B, le domaine en lequel la fonetion frontale f*(2)
transforme le cercle || <1 et par L, sa frontidre. Soient L, ..., L¥,
1< p< oo, des arcs analytiques qui forment la frontiere L,. Nous appel-
lerons le point w = oo extrémité de chacun des arcs L®, 1< % < p,
qui contient ce point. 8i w = w(t*), a < * < b, est I’équation d’un quel-
conque des arcs LS”, ,‘L.(,”), alors le point w(f*), ol a < 1* < b, n’appar-
tient 4 aucun des arcs restants. Si le point w(a) ou w(b) appartient & deux
on plusieurs arcs, nous l'appellerons exftrémité de chacun d’eux. Si
w(a) # oo (w(b) # oo) et w(a) (w(b)) appartient nniquement & un seul
are, alors nous appellerons w(a) (w(b)) origine de cet arc. La frontiére L,
& al moins une origine.

L’équation de la frontiére L, du domaine B, peut étre mise sous la

forme
w=w(l*), 0L*< o0,

ou w(t*) est une fonction analytique par intervalles de l'argument ¢*.
Sit* angmente de 0 a oo, alors w(t*) décrit tous les arcs IV, .., I et
de telle fagon que la courbe L, C L, d’équation w = w(t*), 1 <1* < oo,
ol t> 0 soit la frontiére du domaine B, B; O B,, dont les propriétés sont
analogues 3 celles du domaine B,.

Soit w, Porigine d’un des arcs L{?, formant la frontiére dn domaine B,.
Désignons par 2, le point de la circonférence |2| = 1 ol f*(z,) = w,. Comme
la fonction f*(z) est double sur 1’arc de la circonference |2| = 1 appartenant
4 Dentourage suffisamment petit du point 2, alors la dérivée de la
fonction f*(2) existe en ce point et elle est égale & zéro: f*'(z) = 0.
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§ 5. Nous étudierons maintenant certaines propriétés de 1’équa-
tion (3.1) et nous en tirerons des conclusions relatives & la frontiére I,.

Suivant la position des points ¢ et { nous distinguerons les cas
suivants:

1. ¢ # 0, £ # ¢. De (3.5) et (3.6) il résulte directement que dans ce
cas analysé N (2) est le quotient d’un polyndéme

8™ 84 ..+ Sant5% + Son-to

de degré k < 2n+6 et du polynéme
+1 2
(z— )"+ (z—- %)” (z—c)? (z — %) .

C

En vertu de (3.3), M (0) = 0. Comme les quotients z/w et zw’/w prennent
au point w = 0 des valeurs finies, # = 0 est racine de la fonction N (z),
d’oll $zp46 = 0. Il résulte de (3.5) que

(5.1) N(2) = N(1J5) .

d’ol, étant donné sz+s = 0, nous obtenons s, = 0. Vu ce qui précéde,
la fonction N (2) peut étre représenté sous la forme

5.2 Ni(z) = 2(8,2% ...+ Sant5) i
(5.2) (2) (2— C)ﬂﬂ(z—l/f)nﬂ(z—ﬁ)” (¢—1/0)?

La frontiére L, du domaine B, a au moins une origine w,. Au point
2o = [*w,) la dérivée f*(z,) = 0. Comme la dérivée w’ = f*'(2) figure
dans ’équation (3.1) au carré, z, est une racine double de la fonction N (2).
Donc, la frontiére L, peut avoir tout au plus n- 2 origines. Par conséquent
la frontiére est composée tout au plus de n+42 arcs analytiques ayant
une extrémité commune w = oo.

2. ¢%# 0, { =c¢. N(2) est alors le quotient d’un polyndéme
U SRR ST AL ST TR
de degré & < 2n+4 et du polynéme
(2— )" ?(e— 1/5)" 2.

Comme précédemment M (0) = 0, done, vu (5.1), N(z) peut étre présenté
sous la forme

1,222 g )
5.3 N = 2 m+8)

La frontiére L, a donc ! origines, ol 1 <1< n+1, et elle se compose
tout au plus de n-1 arcs analytiques passant par le point w = co.
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3. ¢=0, { % ¢. Dans ce cas

bh.4 N(z) = (i T
( ) (z) (z_ C)n+1(z_ 1/2.' n+1?

ol le numérateur est un polynéme de degré tout au plus 2n+ 2. La fron-
tidre du domaine B, a m, 1 < m < n+1 origines, donc se compose tout
au plus de n+-1 arcs analytiques ayant une extrémité commune w = oo.

Dans les paragraphes suivants nous allons déterminer le domaine
de variabilité de la fonctionnelle

(5.5) F(f) = F(f(0), 1) .

§ 6. Soit ¢ =0, ¢ #e.

Dans ce cas on définit ¥ (2) par la formule (5.4), ot n = 0. Le numéra-
teur est un polyndéme du 2° degré, donc la frontiére I, est un arc analytique.
Désignant l’origine de cet arc par w, et posant zo = f*(w,), on peut
mettre 1’équation (3.1) sous la forme

W a1 ple—z)

(6.1) Engm, |2l =1,

ol p # 0. De la condition w(0) = 0 on tire

(6.2) — o = peb.
En vertu de (5.1) nous obtenons
(6.3) » =7k
¢

Multipliant membre &4 membre les expressions (6.2) et (6.3) nous
avons

(6.3%) P=—0V, P=—0D.
Vu (6.2) et (6.3'), l'equation (6.1) est équivalente & I'équation

w? vz (s5—1p
4 2 - ___9,
(04 Yo w2 (=010’
ol
(6.5) y = (apla@iE, 1oy >0.

Dans la suite nous prendrons y comme paramétre. Il s’exprime,
en vertu de (6.5) par o, et @,. En substituant y de (6.5) dans (6.3) nous
exprimerons 2, par y

(6.6) =€y —, ¢€e=41.

Annales Polonici Mathematici XVIII 12
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Intégrons maintenant ’équation (6.4). Soit
(6.7) w=1tw, u=(1-1)1",
(6.8) t = (e—0)/(z—1[F), s= &2,

ot 4 = u(t) et s = s(&) sont des fonctions uniformes qui remplissent les

conditions %(0) =1 et 8(|{|?) = |{|. La transformation (6.8), w = f*(2)

et (6.7) définissent une fonction «(s) qui est holomorphe et univalente

dans le cercle |¢| < |¢]. A l'aide des substitutions (6.7) et (6.8) nous donnons

4 équation (6.4) une forme contenant uniquement les variables % et s.
Comme

(6.9) =22 ,

on &

dw u(l-——sz)ﬂ ot du

dz s 1—[F ds-

Vu ce qui précede, 1'équation (6.4) prend la forme

1 (du [(zo—c)s2+c(1 )P
"= )(ds) = PP@—TPr

D’olly en extrayant les racines, nous obtenons 1’équation

. 1 d B— L)+ L(1—¢7
610)  yy=g g = (20(15):2)%(;5i ICIZ)%) o, M= EL

On peut présenter le second membre de 1’équation (6.10) sous la
forme

A B
= T

Calculant le résidu de cette fonction, nous avons
A = Eo ’ .B = E .
Intégrant 1’équation (6.10) nous arrivons & Péquation

1 1
(6.11) viog 1iu =nlo g1+ IZ] :g:ﬂ

ol les branches des logarithmes sont choisies de telle fagon que les loga-
rithmes figurant dans (6.11) prennent en méme temps la valeur zéro
pour s =0 et u = 0.

Soit 2->0. Alors s —|{| et w 1. Vu (6.6), on a done 4 = —&. De (6.11),
nous tirons donc la relation

log

(6.12) ylog%;i = elog 1+ ylog|t| .

8=|g| 1—{
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De (6.9) il g’ensuit

(6.13) . I

ds lompy OE(1—[C)

En substituant la dérivée du (6.13) & (6.12) nous exprimerons v

: @—1n*? —
6.14 =({——, d =
(o34 " AT

Nous avons ainsi démontré le

THEOREME 5. La frontiére du domaine de variabilité de la fonction-
nelle (5.5), lorsque ¢ =0 et [ # ¢, est déterminée par Uéquation

Q =F(v, o)
o v est défini par (6.14).
Le théoréme 5 constitue une généralisation des résultats établis
dans les notes [5] et [2].

§7. Soit ¢ 20 et £ =c.

Dans ce cas N (z) est déterminé par la formule (5.3), ol » = 0. Le
numérateur est un polynéme du 3° degré, prenant au point z = 0 la valeur
zéro. La frontiére L, du domaine B, est par conséquent un arc analytique.
Dégignant l'origine de cet arc par w, et posant z, = f*-*(w,), on peut
mettre I’équation (3.1) sous la forme:

- P2 (2—2)° _
(7.1) Twt (w—dp 2 (z—c)(z—1[e)’ ol =1,

ol p # 0. De la condition w(0) = 0 nous tirons
(7.2) — ayay = p23(Tj0)*
ol a, = f*(0). En vertu de (5.1) nous avons
(7.3) p = BE(0fe) .
Multipliant membre & membre (7.2) et (7.3) il vient
(7.4) D=—0yly, P =—00.
Vu (7.4), équation (7.1) est équivalente & 1’équation

w? @ an (22,—1)2
(7.5) i w—dp 2z (z—eo)(z—1fc)’
ol
(7.6) Y = (0/3@)"?, Tey=0.

12*
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e (7.3), en tenant compte de (7.4) et (7.6), nous tirons
¢
(7.7) G=Ey=; &= +1.

L’équation (7.5) prendra la forme

w'? 2 ¢ oa (27,—1)?

(7.8) w (w—dE @ 2z (e—cR(e—1[c)E"

Intégrons & présent 1'dquation (7.8). Soit

(7.9) u = (g)m, § = (5)1’2,

ol 4 = u(w) et s = s(2) sont des fonctions uniformes qui remplissent les
conditions u(d) =1 et s(¢) = 1. Les transformations (7.9) avec w = f*(z)
définissent une fonction %(s) holomorphe et univalente dans le cercle
|8} < 1/|e]V2.

A Taide de la substitution (7.9), nous transformerons 1’équation (7.8)
a la forme, dans laquelle interviennent uniquement les variables u et s.

Come
dw dw du ds
(7.10) dz du ds dz’'
on a
dw_d u_ du
de ¢ s ds’

Vu ce qui précéde, I'équation (7.8) prendra la forme

1 du (cZ,82—1)2
¢ay 1—’“2 ( ) (1 ~%)*(1 —lof*?)*

D’oly, en extrayant les racines, nous obtenons 1’équation

d 1 du 0Z82—1

(7.11) oo, 1—w? ds _ T{O—s)(l—jesy’ 7 +1.

On peut présenter le second membre de 1’équation (7.11) sous la
forme

A B
ol 1—|of*®"

Oalculant les résidus de cette fonction, nous avons

czy—1 -

(7.12) A = T—W, B = 020:14. .
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Intégrant I'éguation (7.11) nous arrivons & ’équation

14u _ 1 B. 1+
(7.13) l/chlog + [Alog +“+mlog-l+f||%'l;:].

Les branches des logarithmes yont été choisies de telle fagon que
les logarithmes figurant dans (7.13) prennent en méme temps la valeur
zéro pour 8 =0 et u = 0.

De (7.8) nous obtenons, lorsque z—c¢,

_d_ . (cZp—1)2
ca, (1—|c[})?’

Désignant par (d/ca;)V? celle des racines du nombre djca, dont la
partie réelle est non négative, nous aurons

d \'2 cz,—1
124 o) =12
ou A= +1.
Si 2—>¢, alors s >1 et #—1. En vertu de (7.14) nous avons donc,

vu (7.12), n = A. L’équation (7.13) sera donc équivalente &

1+ 1—3¢ 1+ els
(7.15) Alog1 W 1T |6|10g —lols’
De (7.10), nous tirons
du)  _o
ds lgmy 4
et de (7.15) nous obtenons
ds 1+ |c]
dlog—| == .
BFu o Jel E1— 0|
Donce
d 1+1e
7.16 A1 1
(7.16) 08 ;=16 08 T el

Divisant les deux membres de 'équation (7.16) par .4, nous en
obtiendrons, vu (7.7) et (7.14), une équation & partir de laquelle nous
déterminerons d:

(7.17) log— ﬂlo,, Lt el

'
—le|

o 8, || = 1, est un paramétre. Il s’exprime & ’aide de a, et a, moyennant
I’équation:
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12 a
o e = +1 et ( g) désigne une racine du nombre aLfd_ dont la partie
) %

réelle est non négative. Moyennant (7.17) nous exprimons d. Nous obtenons
ainsi

(7.18) d= (1+|"|)

— el
Nous avons donc le

THEOREME 6. La froniiére du domaine de variabilité de la fonction-
nelle (5.5), lorsque ¢ # 0 et { = ¢ est délerminée par Véquation

2 =Fa, E) ’
ot d est défint par (7.18).
De (7.18) résulte directement la conclusion:
ConcrustoN. 8i la fonction
f(2) = bo+by(2— ¢) -+ by(z—)*+ ...

appartient & la classe S, alors

ol 1=lel 1+ el
et
bo 1+lel
(7.20) arg— < log —— el

L'egalité a lieu dans (7.19) et (7.20) pour les fonctions

_ (1—cet)® z
Jol?) =3 +cete  (1— etaz)?
respectivement pour a = —arge+ = et a=—arge, ol —rn<argc<=

§ 8. Soit ¢+ 0 et £ F*ec.

Dans ce cas N(z) est déterminé par la formule (5.2), ot » = 0. Le
numérateur est un polyndéme tout au plus du 5¢ degré, prenant au point
#z = 0 la valeur zéro. La frontiére L, se compose done tout au plus de deux
arcs analytiques, ayant une extrémité commune w* = co. Ainsi, la fron-
tidre L, a une seule origine w, ou bien deux origines. Dans ce cas désignons
par w, I'une quelconque de ces origines.

Soit 2, = f*~1(w,). On peut done mettre 1’équation (3.1) sous la forme

(w—=v)(w—d): w2 (2—2) (r—2) (¢— 25)*(2—20)%’

(81)  agw (v=2d)w+d* w? 1  2(z—%)* (pP*+ge+7)

ol 23 = £, 2, = 1/C, 25 = ¢, 2, = 1[G, et p, ¢ et r sont des nombres tels que,
ol |p[*+{g*+ |r[*> 0. Le nombre p est différent de zéro.
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Supposant le contraire, nous aurions alors en vertu de (5.1) r = 0.
Dans ce cas le second membre de (8.1) prendrait au point 2 = 0 une valeur
finie, tandis que le membre gauche serait égal 4 oo. Donc p # 0 et I’équa-
tion (8.1) peut étre présentée sous forme

(v—2d)w+d* w? 1 Pz (z— 2y)2Ly(2)
(82) e f—ap W # (F ) (e 20) (o— 2o e

ol Ly(z) est un polyndéme du 2° degré; en outre }L;'(0) = 1.
Nous démontrerons le
THEOREME 7. L. Il ewiste des mombres 2y et 2y, 0 < |2| <1, [2] =1,
tels que Véguation (8.2) prend Vune des formes swivantes:
Si v #2d
— 9D ’2 22 (. e
(A) few w—w w 1 pz(” zo) (Z zl)(" zz)

(w—v)(w—a)P w? & (2—2)(2—2,) (2—25)* (3 —2y)*’

ot 0 < |2 <1, 2, =1/7,, ou bien

w— W w? 1 o pR(z— 20)2(2—2y) (2—25)
B) o o @ wF "B (= 2a) (r— 70) 2 (o A

o |2] =1, [2] = 1, 2, # 2y, ou bien

w— w? 1 . Pz (2— 2p)%(2— 2y)?
© e w—a W B T m)e—r) ez

ol |z| =1, 2, # 2,5, ou enfin

wW— W w? 1 P2 (z—2)*
D - = ]
D) T w—ap W TR ) (e—2) -2 e—
~ a2
k= op(v—-2d), W= ga—r-
Si v = 2d, Déquaiion (8.1) est de la forme
(B) lw 'cﬁ'j _ 1 P2(2—2,)%(2— 2,)? )

(w—o)(w—d)p w2 (2—2)(2—2)(2—2)* (2—2)*’

o 2| = 1, 2, # 2,, ou bien

¥ lw w21 P2(2— 2yt
) mwvw—dr W T E o) (i— 20 (e R (i— 2
l = apd?.

I1. La frontiére du domaine By, en lequel les fonctions frontales transfor-
ment le cercle 2| < 1, est 1° un arc analytiques ou 2° un arc analitique par
intervalles, composé de deuz arcs analytiques, formant les angles 2w/3 et
473 ou, 3° un aro analytique par intervalles, composé de 3 arcs analytiques

formant des angles égaux ou 4° deux arcs analytiques d’extrémité au poini
w* = oo.
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Dans le premier cas Péquation (3.1) prend Dune des formes: (A), (B),
(D) ou (F), dans le second.et le troisiéme — (C) et dans le dernier — la
forme (E).

Démonstration. En premier lien remarquons que les nombres 0,
¢ et ¢ ne peuvent étre racines du polynéme ¢ (2) = pz*+ gz r. Supposant
que @(0) = 0 nous aurions r = 0, d’ol p = 0; or nous savons que clest
impossible. 8i @ () = 0, alors également @ (1/{) = 0, donc le second membre
(8.2) prendrait au point { une valeur finie, tandis que le premier membre
serait égal & oo. Pareillement, I’hypothése ¢ (c) = 0 meéne aussi & une
contradiction.

Désignons par 2, et 2, les racines du polyndme Ly(z). Ltudions successi-
vement tous les cas possible & priori et, en méme temps, les cas qui s’ex-
cluent mutuellement, suivant les valeurs z; et 2, (2 # 0y 2m # {, 2m # ¢,
m=1,2).

1. 2, #2et |2] < 1. Vu(5.1), onaz, = 1/z,. Comme 2, # 0 et |2,| <1,
il existe pour » # 2d un point w, w # 0, W ¢ By, tel que @w = f*(2,). Comme
w'(z,) # 0, en tenant compte de IL,(2;) =0, nous obtenons. M (i) = 0.
Y'unique racine non nulle de la fonction M (w), lorsque » # 2d, étant
le nombre %, on a w = w. L'équation (8.2) peut donc avoir la forme (A).
La frontiére L, est dans ce cas un arc analytique.

Si v = 2d, alors M (w) # 0 pour w # 0, donc Ly(2) ne se décompose
pas en facteurs (z—2,)(z—=2,), o 2; # %, et |z| < 1.

2. 2, # 2%, |% =1. Dans ce cas |2 =1, sinon le nombre 2z; = 1/z,
serait également une racine du polyndéme L,(2), ce qui est impossible.
Les cas suivants peuvent se présenter:

a. 2, ot 2, sont des points réguliers de la fonction f*(z). 2, et 2, sont
des racines simples de la fonction N (z), donc w'¥z,) # 0 et w'¥(z,) # 0.
Comme |2,| = |2,| = 1, il existe pour v # 2d un point w, w # 0, W € L,
tel que @ = f*(2) = f*(2,). L’unique racine de la fonction M (w) non
nulle, lorsque v  2d, étant le nombre w, on a w = w. L’équation (8.2)
peut done prendre la forme (B). La frontiére L, du domaine B, est dans
ce cas un arc analytique. Si v = 2d, le polynéme L,(2) ne peut pas avoir
de racines dinstinctes de modules égaux & 1, car M (w) = 0 seulement
lorsque w = 0.

b. 2; et 2, sont des points algébriques de ramification de la fonction
f¥(z). Comme dans le cas précédent, on prouve qu’il existe un point w,
W # 0, wel, tel que i = f*(2,) = f*(z;). Etant donné que 2z, # z,, donc
la frontiére L, a une seule origine. Par hypothése la dérivée de la fonction
f*(2) n'existe pas aux points 2, et 2,, done le point @, & # oo, est 'extré-
mité de deux ares analytiques L{” et LY qui forment la frontidre L.
Soient y,, et y,, oW y,+ p, = 2, les mesures des angles entre les arcs Iy
et I, K(0,1) et K(2m,0) et E*0,1) et K*(2m, o) — respectivement
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les cercles et les circonférences de centres z = 0 et z = z, et de rayons
r=let7r=10p, 00 0< o< [Zn—2), m=1,2.
Posons
Gmo = K (0,1) ~ K(2n, 0) ,
Cm = K(0,1) A E*(2m, @)

et désignons par z, et z;, les points d’intersection de 1'arc C,, avec la
circonférence K*(0,1). Posons, en outre wy = f*(2n), wm = f*(2m) et
soient LSy, et Lo, des arcs partiels des arcs L et LY, déterminés respecti-
vement par les points w,, et @ et i et wy,. La fonction f*(2) transforme
d'une fagon univalente le domaine G, en un domaine B{™, borné par

les arcs Lim, Lim et Ly, ot Ly = f*(Cy), et la fonction de la forme

g(w) — (w__:ib)‘fth'm

(ou ’on a pris la branche principale de la puissance) transforme d’une
facon univalente le domaine B{™ en un domaine D{™ du demi-plan
imé > 0, dont la frontiére contient un segment correspondant de l'axe
reel. D’aprés qui précéde, la fonetion composée

(8.3) (=) = (*(z)—w)™™

transforme d’une facon univalente le domaine Gy, en un domaine D{™.
En appliquant au domaine Gy, et & la fonction (8.3) le principe de la
gymétrie, on peut prolonger analytiquement cette fonction sur un certain
entourage du point 2, et la développer dans cet entourage en série
entiére:

(f*(z)—"-b)ﬂlym= cml(z_zm)"l' seey ou Cm F 0.

Donec
(8.4) f*(2) = w+[E(F(2)]"™" = @+ (2—2m)"™ " [dons + Amaz— 2Zm) + .1
ol dp # 0.
Dérivant (8.4) nous obtiendrons
(8.5) *(2) = (2— 2n)"™" 7 [em1+ €ma(2— 2m)+ -1,
ol &y, # 0.

En vertu de (8.4) et (8.5) I’équation (8.2) prendra dans l’entourage
du point 2, la forme suivante

(8.6)  Io{8% -+ A2+ 8dm1(2— 2u) ™1+ O (2— 2)]} (2— 2p) ™"

_ P(z—2)*(2—2n)

B R(2) d
ol ky#0, s =0v—2d, n=1,2, n#m, R(r)=-z2(z—2)(2—2)(2—2)*X
X (2—2)™.
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Le premier membre de 1'équation (8.6) est différent de zéro au point
2 = Zm, par conséquent il en est de méme du second: il doit étre différent
de zéro au point 2.

Done: 1° 2ym/mr—3 = 0 ou bien 2° w4 d? = 0 et 3ym/mr—3 = 0. Dans
le premier cas nous obtenons y, = 3n/2 et y, = 3n/2, ce qui est impossible.
Dans le second cas la premiére condition donne @ = w, la seconde
»1 = ¥, = m, par conséquent la frontiére L, est, contrairement & ’hypothése,
un arc analytique an point w. Dans cette situation le cas 2b ne peut avoir
lien,

3. 2, = 2, 2, # 2. Si les racines 2, et 2, avaient des modules différents
de 1, alors, en vertu de (56.1), le polynéme L,(2) aurait encore une racine,
ce qui n’est pas possible. Done [2,| = |#,] = 1. A priori les cas suivants
sont possibles:

a. 2, est un point régulier de la fonction f*(z). Etant donné qu’au
point 2, la dérivée de la fonction f*(2) existe et que 2, est une racine double
de la fonction N (z), on a f*(2) = 0. Soit w, = f*(z,). La fonction f*(2) se
développe dans un certain entourage du point 2, en une série entiére de
la, forme

(8.7) *(2) = w+ (e—2) g+ go(z—2)+...], o ¢ #0,
done
(8.8) f¥(2) = (z—2) [+ ho(2—2)+...], ou h #0.

En vertu de (8.7) et (8.8) 1’'équation (8.2) prendra dans l’entourage

du point 2, la forme suivante
2— 2o)?
(8.9) ky[sw,+ d2 4 50,0 ((z—2,)?)| = p(T(z)i’ ky # 0.

Comme le premier membre (8.9) est différent de zéro pour z = 2,
on a: 1° s = 0, ou bien 2° 8 # 0 et sw, -+ d? # 0. Dans le premier cas v = 2d
et ’équation (8.2) prend la forme (E). La frontiére I, se compose alors
de deux arcs analytiques qui passent par le point w = co. Dans le second
cas on a & % w,;. Démontrons qu’on a également w # w,. Dans ce but
devéloppons la fonction f*(2) et sa dérivée /*'(z) en séries entiéres dans un
certain entourage du point z,. Nous aurons

(3.10) () = wo+ (2—20)2[q1+ O (2— 2,)]
et
(8.11) 1*(2) = (2—2o) [, + O (2—2,)]

ol ¢, # 0 et ¢, #0.

Vu (8.10) et (8.11), on peut présenter I'équation (8.2) dans ’entourage
du point 2, sous la forme

(8.12) Teofwo— W+ O ((2—2)3)] = P (;—(; )zl)z ’
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ou k; # 0. Pour 2 = 2, le second membre de 'équation (8.12) est différent
de zéro, donc il en est de méme du premier membre, ce qui est possible
uniquement dans le cas out & # w,.

Comme % # w, et @ # w,, W est un point intérieur de la frontiére L,.
Distinguons les cas suivants:

a. La frontiére L, est analytique au point %. Dans ce cas f*(f*~*(w)) # 0,
done la condition M (%)= 0 entraine w = w, ou bien = = w,, ce qui
n’est pas possible.

B. La frontiére L, n’est pas analytique au point %. En vertu de ’hypo-
thése sus-mentionnée et du fait que dans le cas 3a la frontiére L, a deux
origines, le point # est l'extrémité des trois ares L , L$? et LY. Dé-
m(g)nons (p)a.r yr (k =1, 2, 3) angle entre les arcs L“‘"’” et LS"“’ (L =L,

b 2
Ly”).

Sment ™ (m =1,2,3) les points de la circonférence |z| = 1, pour
lesquels f*(z™) = . Procédant d'une facon analogue au cas 2b nous
aurons 1’équation

ko140 ((2— 2™)) i (z— o™yemin=t _ P (s~ ioa)(’z(;— Vil

ou ky #0. Dol y, = y, = y, = 2n/3. L’équation (8.2) peut donc avoir
Ia forme (C). Dans ee cas la frontiére du domaine B, se compose de 3 arcs
analytiques ayant une extrémité commune # # co. Ces arcs forment
entre enx des angles égaux.

b. 2, est un point algébrique de ramification de la fonction f*(2).
Soit w, = f*(2;). En vertu de ’hypothése, la frontiére L, posséde main-
tenant une seule origine. Etant donné que la dérivée f*'(2) n’existe pas
au point 2, w, # oo est I'extrémité de deux arcs analytiques L{" et LY
qui forment la frontiére L,. Désignons, comme dans le cas 2b, par y, et y,
(y1—|- y2 = 2n) les mesures des angles que forment entre eux les ares d
et L$? et soit 2*, 2* #* z;, le point de la circonférence |z| =1 pour lequel
f*(¢*) == w,. Procédant d'une facon analogue au cas 2b, nous aurons
les équations:

(8.13)  Kufsws+ a*+ se,(2— z,l)m/rr [1+0(z—2)]} (2~ zl)zmln-* =7 (;_(_;o)z

et
(8.14)  ky{sw, + d°+ sdy(2— 2*)"¥"[1+ O (23— 2*)]} (e—2*)"" 2

p(z—2)*(2—2,)*
EB(2) ’

ou k, #0, k; #0, ¢, #0 et d; #0.
Si s # 0, et par suite v # 2d, alors de (8.13) et (8.14) nous obtiendrons
y, = 4n/3 et y, = 2x/3. L'équation (8.2) peut donc avoir la forme (C).
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La frontiére du domaine B, se compose de 2 arcs analytiques qui forment
au point w les angles 4n/3 et 2=/3.
Si s = 0, alors nous obtenons y, = 2xr, ce qui n’est pas possible.
4, 2, = 2, = z,. L’équation (8.2) prend donc, en vertu de 1’hypothése,
sus-mentionnée, la forme (D), dans le cas ol v # 2d. Lorsque » = 24,
nous obtenons 1’équation (F). Dans les deux cas la frontieére L, est un arcs
analytique. Lorsque v # 2d, le point w est origine de 1'arc L,.

§ 9. Entre les paramétres figurant dans I’équation (8.2) il existe
certaines relations. Nous les obtiendrons en analysant cette équation
dans 'entourage des points z =0, 2 = 2, et 2 = 2.

Remarquons tout d’abord que les équations (A)-(F) peuvent étre
mises sous la forme

(v—2d)w+d? B(E‘L_":)z _ (2—20)%(2—21) (2—2,)
P w—oyw—dp z\wt] =¥ e—z)(e—2) (e— 2l (z— e
oll |2l <1 et |2] > 1 (7]l <1 et [|2,) = |1/2] > 1 ou bien || = |z,| = 1),

p # 0.
De 1a condition w(0) = 0 nous tirons

(9.1)

2
202125

(9.2) — @y = P

olt a, = f*(0).
En vertn de (5.1) nous avons

2 27
F3R %52

{9.3) pz?)zlzz == T)zszaz%zg .

Multipliant membre & membre les équations (9.2) et (9.3) nous
obtenons

(9.4) P=—dtly, P =—ay,
done l'équation (9.1) prendra la forme

(9.5) — v (v—2d)w+d? Q(z_w’ 2 (2— 2,)% (2 — 2,) (2— 2,)
' pa; (w—0)(w—d)®> z\w ) (e 2) (2—2) (2—2)2 (2 —20)%

Soit 2-—>2,, alors w—v et w’ -2, done (9.1) entraine

(9-6) _ fm’zs — (zs_ zﬂ)z(za_zl)(z’S— zﬂ)
Doy (R3—2y) (2a—25)% (25— 2¢)*
Lorsque 2>z, alors w—d et w' —1, et (9.1) entraine encore une
relation entre les paramétres:

(9.7) P (25— 20)* (25— 21) (25— 2,)
Posons Py (25— 2y) (25— 2,) (%— 24)"
1§
(9.8) 0 = I2sly Qo = 25700

(9.9) ro =25l y  So = 2Zfry .
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Remarquons que des formules (9.8) et (9.9) résulte l'identité

(9.10) 23/ 000 = Z5/7050
et que, en outre, |g,| = |8 = 1.
Profitant des notations introduites et de 1'identité (9.10) nous aurons
Rg— &y = ng—l)/§a1 Za— 25 = 2a(Qofo— "0%)/0ooy 23— %= Qo{ Go”oGo— So)/Zs" oo
et
25— = (07oS0— Q) [Bale s  Zs— % = ("'3-1)/55 .

Done les équations (9.6) et (9.7) peuvent &tre mises respectivement
sous la forme

' v’ 022 {(0o@o—1)2 (23— 2,) (23— 2y)
(9.10") _—— Qo 20270 *
. pa, (93—'1) (Qogo— 7030)2(907'040— 8o)
e
_ T _
(9.11) ﬂ)_ 90 — ioigrgo 2 (1‘0802 1) (zﬁ zl) (zﬁ 22) .
P& (70—1)" (7680~ ©o0) (2o"0S0— Go)

An moyen de I’équation (9.3) nous déterminerons le produit 2,2,:

%1%y = % Zas?4%5% -
Comme
g2y = zoqg: Pglg = ’ﬂ’gsn’
on a
(9.12) a%=§mm.

Dans ce cas

(9.13) (25— 21) (25— 20) = 25— (%1 + %) za‘l‘p 205 -

Le produit (2,—=2,)(23—2,) peut étre exprimé moyennant 1’équa-
tion (9.10') par la formule

= ! 222 . _
(9.14) (zs__ 21) (zs_ z2) — _ﬂ' 90z0z4 (QO 1)(90!10 7080) (QOQOTO 80)
pa; 7} (9090—1)

En comparant les seconds membres de (9.13) et (9.14), nous obtien-
drons 1’équation

— 2.2 .2 2 2 _ 2
_ Qozo?f'a, (00—1) (Loo— ) ng%"’o 8p) _ zg_ (z1+zz)zs+ zgqgsg
a1y (0o%o—1)

Dol
(9.15) 2,42, — %+ 2 [

’

204080 + v, z_ﬁgé . (e5—1) (90%“"'030)2(9090"'0— 8)" ] )
Qo & 73 (0oGo— ®
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8i |z| < 1, alors 2z, =1/Z. Dans ce cas 22, = ¢W6a, 2,1z, = (|z|+
+1/lz])e®n et 2+ 2, = (|2g]+1/]2,]) e~ Lorsque | =1, on a
|25] = 1. Alors 2,+2, = 1/2,+1/2,, donc dans les deux cas il y a identité:
2+2

21+ 2,

(9.16) 2%y =

En comparant les seconds membres des égalités (9.12) et (9.16) nous
aurons la relation
(9.17) PEGEN#+22) = Peogosies+2a) -

En substituant dans (9.17) au lieu de 2,4 2, 'expression (9.15), nous
obtiendrons 1’équation

P3G {za+ [zﬂ%su + v, ﬁfj ) (00—1) (oo a80)” 290%7'0_ 30)2]}
@ a7 (009—1)
= PRagess {za +P [209030 + ; @ ) (00—1) (@oBo— 1’030)2(90%7'0—50)2] }

G0 a, "o (9070—1)2

De 1a, aprés quelques transformations nous aurons

I =7 = 2

- 208 245 T Ze80 =
(9.18) po@ESe+ P °°+ _._o_ix_peozoso_l_pzoso pl Ay
o0 0 e, e % 750

N

ou
X — (86—1) (0ofo— ToSo)" (2oso— %) )
(0og—1)*

En rassemblant les termes qui contiennent respectivement les fa-
cteurs » et P, nous obtiendrons

=2 = g

— 8o v 80 = 83
Dz 90-90—' ———— = P% Qoé'o ————— -
o @ 7000 00 % 7'090

Apres multxphcatlon des deux membres de la derniére équation par
la fraction 7§g,/(0i—1), cette équation prendra définitivement la forme

(9'19) pg023(7 080_80 ) - pqua (7‘030—30 Y)

ol

(9.20) Y = v [( 00— 705o) ( 0aGo”o— Scn)]2 .
h 0ofo—1

Si nous exprimons le produit (z;,—2,)(2;—2,) &4 partir de 1'égua-
tion (9.11) et tenons compte de 1'égalité

(#—21) (25— 2,) = zﬁ— (21 2q) 25+ 1%2341383 )
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nous obtiendrons la relation

—-r 3 L}
(9.21) ate =t L Al D oot Xl] .
To @ To
ou

X, = (7’5—1)2("030— 20do) (*08000— o)
(1980—1)*
Substituant dans (9.17) au lieu de 2,42, 'expression (9.21) nous
obtiendrons, apreés transformations, 1’équation '

(9.21') P (Zedoto+ 0Z) = P(2%4000+T02)
ol

7.2, (#930— @od0) (708000 — o) (r6—1) '

5 (ros—1)?

Les formules (9.19) et (9.21') serviront & exprimer 1’équation de la
frontiére I' du domaine des valeurs de la fonctionnelle étudiée.

§ 10. Les équations (6.11) et (7.11), obtenues comme résultat de
l'intégration des équations (6.1) et (7.1), ont servi 4 déterminer la fron-
tiere du domaine des valeurs de la fonctionnelle analysée. Dans le cas
étudié, lorsque ¢ %= 0 et { # ¢, nous obtiendrons 1’équation de la fron-
tiere I' d'une fagon différente, en combinant la méthode de la représen-
tation paramétrique d'une certaine famille de fonctions univalentes ([7])
a la méthode des variations, en I’appliquant & la famille de fonctions
correspondante. Les recherches dans cette direction ont été initides par
P. P. Kufareff ([6]) et sont actuellement; développées surtout par I. A. Alek-
sandroff (voir p. ex. [1}).

Soit w = f(2), f(0), f(0) > 0, une fonction holomorphe et univalente
dans le cercle [2| < 1, transformant ce cercle en un domaine B,, obtenu
en éliminant du plan (w) 'arc de Jordan L, d’équation w = w(t*), ol
0 < t*< oo, ett w(oo) = oo, Pour ¢ >0 fixé, étudions le domaine B,
dont la frontiére est ’arec L;C L,, d’équation w = w(t*), 1 <1* < oo,
et désignons par ¢(z,t), g(0,t) = 0, ¢.(0,1) > 0, la fonction transformant
d'une fagon univalente le cercle |z| <1 en le domaine B;. Conformément
4 la définition de la fonction g(2, ¢) et du domaine B; on a ¢(z, 0) = f(z).
La dérivée g4(0,t) est une fonction croissante de la variable # (voir [77),
donc en modifiant, en cas de nécessité, la paramétrisation de I'arc L,
on peut admettre que g¢;0,t) = a,-¢, ou a, = f'(0). N

Comme la fonction w = g(z, t) appartient & la famille § (voir p. 172),
il y a leu d’appliquer & cette fonction la formule des variations (2.5).
En remplacant dans (2.5) f(2) par g(z, ), nous obtenons la formule des
variations suivante:

(10.1) Je2, 1) = g(2, 1)+ e (2 a,t)4o0(e) ,

(9.22)
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ol
@(z,a,t) = ap(z, a,t)+au*(a,t)x(2, a, t)+auXa, t)x(2,1/a, 1),
et
- _ g%z, 1) _ g9(a,t)
el = @ Y T g, g

1, a+z
1z, @, 1) =§'zgz(zyt) —2z"

Désignons par B,, le domaine, en lequel la fonction g.(z, !) transforme
le cercle |2| < 1, et soit 2 = h(w,t) la fonction inverse de la fonction
g(2,t). Appliquant la formule des variations (10.1) lorsque z = h(w, t),
nous aurons la formule suivante

(10.2) ge[h(w, 1), 1] = w+tepi(w, b, 1)4-0(&),
ol

@r(w, b, t) = aPy(w, b, t)+ alu?(bf t) a(w, b, t)-l—&ﬁ?(b, t) xa(w, 1/51 1),
et

N w? bhu(b, t
W1(w1bst)=M1 pa(by t) = h(l(),’t))’

1 h(w,t) h(b,t)4h(w,?) .
x(w’b’t)_r°h{,,(w,t)'7a,(b,t)—h(w,t)’ b_g(a’1t)'

Lg fonetion g, h(w, 1), t] transforme le domaine B; en un domaine B;,,
en particulier le domaine B, en le domaine By . Par conséquent, la fone-
tion fi(z) = 9.k (f(2), ?), t] transforme le cercle 2| < 1 en le domaine By,.
Pour cette fonction nous aurons, d’apres (10.2), 1a formule des variations:

(10.3) fu(2) = }(2)+ ea2, a, 1)+ 0(e)
ol

Pa(2, @, t) = af(z, a, 1)+ a,uﬁ(a, t) xa(2, @, t)"‘aﬁg(a; t) xe(%, 1@, 1) ,
en outre .

_ 9(a,1)
agi(a,t)’

N _ f(=)?
(2, a,1) = To—g(a, 5’

_ 1 R[f(2),1] a+hlf(2),1]
Xn(z, a, t) = 9 h«:g[f(Z),t] a:‘—h[f(Z),t]

ta(a, )

Soit f(2) une fonction de la famille S,. La fonction
(10.4) 1(2) = F(@)lfi(c)
appartient également & la famille 8. et, vu (10.3), on a
(10.5) fie) = 1+ edi(c, a, ) +o(s) .
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En substituant f,(z) et f;(c) respectivement de (10.3) et (10.5)
dans (10.4), nous aurons, aprés avoir effectué les opérations, la formule
des variations suivante:

(10.6) fo(2) = J(2) +ep(z, a, 1) +o(e) ,
ol
@(2,a,1) = ap(2, a, 1)+ ap¥(a, V) o(z, a, t)+au¥a, t)o (2, 1/4, 1),
et
_ . [/ (2)—2f(c)]g(a, )+ f(e)? _ gla,t)
v 8 = 0080 O e =g @ 0 —g(a, 7“0 = agita, oy
o(z,a,1) = x(2, a,t)—f(2) x:lc, a,t),
_1 hf(2), t] . a+h(f(z),1
2 80 =5 B @), 0 a— ki), 4
La dérivée y.(c, a,t) s’exprime par la formule
x:(¢y ay 1)
2ahf(c), t]

1 { Wl (0), 11— hialf (0), RLF(€), 1) a+hif(e), 8]

2 ha(f (c), ]2 a—h[f(e),t]  a—h[f(e),?])"

La formule des variations (10.6) se réduit pour ¢t = 0 & la formule (2.1).
En outre
g(a,0) = f(a), BRlf(2),0]=¢,

hulf(2), 01 =[F'(2)17",  hinlf(2), 01 = —f"(&)[f'(2)]7".

La propriété extrémale (1.5) des points du domaine Dn({) permet
d’obtenir outre la formule des variations (10.6), 'équation différentielle
de la fonction A(w,t) inverse de g¢(z,t), g(z, 0) = f*(2).

Procédant comme an dans § 3, nous obtenons le théoréme:

THEOREME 8. La fonclion h = h(w,t) inverse de g(z,t), ot g(z,0)
= f*(z), est une fonction frontale par rapport & la fonctionnelle (1.3); elle
vérifie Déquation
' 1\ h'\?

(10.7) (E) M(w) = (T) N(h,t),
o
L]
Mw) = D) awi (¢, ),

k=0

W w) =ow CIRAL b 0, A=),

ag = ﬁpk‘l' Eqk y Pr= F’:’k(f*) ’ k= F!%k(f*) ’ Vg = ft(k)(g) ’

” e ——— —

N(hyt) = D Taror™(E, by 8) +aroc™(C, LA ],

k=0
Annales Polonlcl Mathematicl XVIII 13
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oLy by t) = 2™, by t)—ovx7' (¢, by 1)
*(c h t) — 1 R hU*(c)r t] . h(w’ t)—l—h[f*(C)! t] .
o= 5 R, 4 e, ) —B4E), 1
B, 1Bl = 1, est un parameétre.
L’analyse de 1’équation (10.7) méne & des conclusions analogues
4 celles que nous avons obtenues en étudiant I’équation (3.1). En parti-

culier, lorsque n = 0 et ¢ # 0 et { # ¢, I’équation (10.7), peut étre presentée
sous la forme

(v—2d)w -+ d? (%)

Wh\E (b )2 (D) (h— D)
108 ) w—ap Sak

b | (= Rg) (h— hy) (h— hg)? (h— Rg)?’
p#0,

ol «* = »*(t), h et h, sont les racines de la foncti_on N(z,1t), en outre
|#*| =1, |b| <1 et |hy =1 (|hy] <1 et |hy = |1/B] > 1, ou bien |k,
= |hy| = 1) et
(10.9) kg = B[f*C), 1T, s =hlf*e),t], ha=1/hy, hg=1/hs.

On obtient ici les relations entre les parameétres de méme qu’an § 9.
Comme h(w,t) se développe en une série de la forme

hw,t) = aye {w+...),
ou a, = f*'(0), de la condition %(0,t) = 0 nous tirons la relation
*Q
(10.10) — gyt = p e
hgh,hghg
En tenant compte de (10.10) et de la propriété de la fonction ¥ (h, t):
N(h,t) = N(1/k, 1),

NOuU§ AUrons
(10.11) D=—ame’, P=—agme.

En passant a la limite dans (10.8) avec w tendant vers v et d on
obtient, vu (10.11), successivement les équations
_ Phahy _ (ha— 2*)* (hg— ) (ha— )

pa, (ha— hy) (hy— hg)® (hy— hg)®’
Pohy  (By— 2*)2(hg— hy) (hg—hy)

10.13 pohs _ (7t 5 ) s 1by
10-13) Py~ (=) (g o) (g )®”

oh s = hi[f*(¢), 117",
On voit donc que les systémes d’équations (10.12), (10.13) et (9.6)
et (9.7) sont analogues. En remplacant, dans le premier d’eux, x*, &y

(¢=1,..,5) et hy respectivement par z,, 2 et v’ nous obtiendrons le
second.

(10.12)
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Posons
(10.14) 0= Ihsl, q="rax*g,
(10.15) r=|hg), &= hgr.

Remarquons que des égalités (10.14) et (10.15) il résulte une relation
cntre ha, lgy 0, ¢, 7 €6 8

(10.16) holeq = hyfrs
en outre nous avons |g| = |s| = 1.

Procédant comme au §9, on peut vu (10.14)-(10.16) mettre les
équations (10.12) et (10.13) respectivement sous les formes suivantes

(10.17) paRy(r8— 52 T) = Tighy(ris?—32Y)
(10.18) p(hsgo+ 9Z) = B(hgo+7%) ,
ol

_ ks [(eq—rs)(ogr—s))?
(10.19) Y = z P ,
et '
' _ v (rs—eq)(rse—q)(r*—1)
(10.20) Z = . 51}t )

§ 11. Soit § la famille de toutes les fonctions w = f(z), f(0) = 0,
/'(0) > 0, holomorphes et univalentes dans le cercle |2| < 1, transformant
le cercle |2| < 1 en domaines obtenus du plan (w) en éliminant de ce plan
un nombre fini d’ares de Jordan. Comme précédemment, B, et L, signi-
fieront respectivement le domaine sur lequel la fonction f(z) € § transforme
le cercle |2| < 1 et la frontiére de ce domaine g(z,1), ¢(0,t) = 0, g,(0, ?)
= a,6/ — egt la fonction quni transforme le cercle |z <1 en le domaine
B, C B, (voir p. 193) et h(w,t) —la fonction inverse de g(z, i).

Posons
(11.1) f(z, 1) = h{f(2), 1] .
D’aprés ce qui préceéde, nous avons
(11.2) f(z,0) =z.

On peut énoncer le résultat fondamental de la théorie de Lowner
(voir [7]) sous la forme suivante:

TEEORBME (Lowner). Pour toute fonction f(z) de la famille 8 il emiste
une fonction k(1), |k(t)] = 1, continue dans Pintervalle 0 < 1< oo a Vexcep-
tion d'un nombre fini de points de discontinuité de premiére espéce et telle
que f(z) puisse étre représentée par la formule

(11.3) f() =limaelf(z,1), @ =710).

13*
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La fonction f = f(2, 1) vérifie de plus Déquation
31’ f1+k(t)f

En outre
(11.5) B()™" = h(wg, 1),

ot wy est Vorigine de la fromtiére Ly du domaine By.

Nous pouvons maintenant déduire du théoréme de Lowner quel-
ques conséquences, que nous utiliserons dans la suite.

Divisant les deux membres (11.4) par f = f{2, f), nous obtiendrons
I’équation
ologf (2, t) 1+k(@)f(2, 1)

(11.6) at T T Ik (=, 1)
d’ol, en séparant les parties réelles et les pa,rties imaginaires, nous aurons
olf(z,0)| If(z t)l’

Le module de la fonction f(z, t) est plus petit que 1, car |h(w,t)| < 1,
done, en vertu de (11.7), il diminue d’une fagon monotone (2 étant fixé),
lorsque ¢ augmente de 0 & oco. D’aprés ce qui précéde, on peut prendre
au lien de ¢ pour variable indépendante |f(z,?)|. Des formules (11.2)
et (11.3) il résulte directement que |f(z,0)| = [2] et f(z, c0) =0. Par
conséquent f, k(1) et f(z,?) sont des fonctions de l’argument |f|:

t=t(f), k@ =kAMI==(fD), Flz,0) = [z, tfD] = m(z, |f]) .
Intégrant I'équation (11.6) dans l'intervalle 0 <t < co, nous ob-
tiendrons, aprés de simples transformations, en tenant compte de (11.3),

k(t)f (2, 1)
—k()f(2, 1)

Dérivant ensuite I’équation (11.6) par rapport 4 2, nous aurons

dt.

(11.8) logf(z)—loga.et-f(z,t) = —2 f i

dlogf, 14 2Kkf— K . _0f(z, 1)
A= ' T a&
D'ou
olog(aetfs) , kH2—Kf)
(11.9) — T = =2 A=

Etant donné que l‘un aef, = f'(2), nous aurions en intégrant (11.9)

dans Pintervalle 0 < t < oo,

(11.10) logf'(z)_logaletf;(z,t) fk [:f tk[(i (k(t )f](z t)]dt
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Dans les intégrales dans les formules (11.8) et (11.10) nous procéde-
rons &% un changement de variable, en introduisant |f(2,t)| au lien de i.
Comme

=K

11.11 at = — a

(L.11) Ta=im A

alors les formules (11.8) et (11.10) prendront respectivement la forme.
.

11.12 logf(2)—logaeif(z,1) = 2 f—-—m—-d

171

|4
(1118)  logf()—logafits, ) = —2 [ EIMI=UIE ay.

Enfin de (11.11) nous obtenons

1l
__ [ -
i ' J fa—pm V-

Le théoréme de Lowner s’applique en particulier aux fonctions
frontales f*(z), si nons admettons, que a;, > 0, ce qui ne diminue pas la
généralité. Désignons par f* = f*(z,?) et k* = k*(t) respectivement
L(f*(z, t)] et la fonction %(t) subordonnée, en vertu du théoréme de Liowner,
4 la fonction frontale f*(z). Observons ensuite que si nous prenons pour
variable indépendante [f*({),t| ou bien [f*(¢), t|, alors, vu (10.9), ¢ et s,
déterminés par les formules (10.14) et (10.15), sont des fonctions des
varigbles respectivement p et »: ¢ = g(g), § = s(7).

Posons dans les formules (11.12)-(11.14) f=/f* k=1k* et 2= _¢.
Vu (10.14) et 1’égalité %* = %*, nous aurons successivement

0
(11.15) logv—logaetf*(L,t) = 2 f lq—-—:g% do,
— Lo - _ (2— 09) (¢—0)
(1116)  log'—logaef*'(¢, 1) — —2 f T i O-de,
et
' F (1—eq)(g—e)
_ —eo9)(g—e
(11.17) t_f A g,

De méme, en prenant dans (11.13) 2 =¢, f =f* et k = k*, nous
aurons

(11.18) loga,etfz’(c, t)—zf 1= rs))((ls :*)) ar-



200 W. Janowski

Moyennant les formules (11.15) et (11.18) exprimons v par les inté-
grales correspondantes de la fonction g = v(p) et » = r(s). Dans ce but
nous poserons dans ces formules ¢ = 0, en les ajoutant ensuite membre
4 membre. Nous obtiendrons successivement

0

(11.19) logv—loga,t = 2 f ]q_—:e%dg,
(&l
(2—7r8)(s—1)
(11.20) loga, = 2 f T—rs)1—r9 dr

(ol
(—e (2 8)(s—1)
1—92d"+0f G )

Les fonctions ¢ = g(o) et r = r(s) sont exprimeés par le systéme
d’équations (10.16)-(10.18), dans lequel il y a lien de remplacer hy, I;,
hsy, @, et v par les expressions correspondantes, obtenues des formules
(11.15)-(11.20). Ainsi, en ajoutant membre & membre (11.15) et (11.17),
et en soustrayant ensuite des deux membres de 1’équation obtenue (11.15),
nous obteindrons f*(Z,t), c’est-a-dire hy:

(11.21) v =_{exp2
(Zl

(11.22) hy = f*(¢,t) = Lexp f (q;qg(i-;)e 4

(€l

Posant dans les formules (11.12) et (11.14) f = f*(e, t) et procédant
de fagon analogue, nous exprimons f*(c,?), c'est-i-dire hy:

(s—r)(l +75)
...gnﬁ) dr

(11.23) hs = f¥(¢, t) = cexp f

Enfin, ajoutant membre & membre (11.17) et (11.16), nous expri-
mons [a,f¥'(E, t)]"j*'(c) clest-a-dire hg/a,:

4
1 —e9)(g—o) j (2—0g)(9—0)
=e do—2 dol.
p[ aa(l—g) %) T—epl1=en “

Récapitulant les résultats des considerations de ce paragraphe et du
précédent, nous obtenons le théordme suivant:

THEOREME 9. La frontiére du domaine de variabilité de la fonction-
nelle F(f(L), F(2)), lorsque ¢ # 0 et L +# ¢, est délerminée par Végquation

Q=F((v,7),



Sur une certaine famille de fonctions univalenies 201

'D—Cepo[fl 9dl —|—j 1= m)(s—)ds].

12l RS
Les fonctions q = q(e), s =8(r), lg(o)l =1, |¢(r)| =1, sont déterminées
par le systéme d’équations
hyrs = hseq ,
agqhy(1*8?— 52Y) = a,qhy(r?s?—32Y),

o }—"BQQ‘F qZ) = ag(hsgo+77Z) ,
en oulre

hs [(eq—73) (0gr—s)|? _ v (rs—ogq)(rso—q)(r*—1)
Y= al[ 0g—1 ] 2= a, (rs—1)2 !

—o)(1 —n(
hy = {exp J ——(ngﬁa(_-;z?q) do, hy=cexp f —"'rsrl( ;};)rs dr,
Izl

’
3

1 —eoq)(9— e)d_ J( —oq)(g— o) de],

= & [e eq(1— ¢% 1I—og)(1—¢”)

ay

@ =Bpo+pT, Po=TFuf*), = F5(1*)
g est un paramétre de module 1.

§ 12. En terminant, revenons au probléme de la détermination du
domaine de variabilité de la fonctionnelle (5.5) dans les cas ¢ # 0, { = ¢
(voir § 7) et ¢ = 0, { 5~ o (voir § 6) et cherchons la solution de ce probléme
au moyen de la méthode présentée aux §§ 10 et 11.

1. Soit ¢ # 0, { = ¢. Les conditions (7.13") et (7.2) que nous avons
obtenues en étudiant les équations différentielles (7.1) dans ’entourage
des points 2 = ¢ et 2 = 0 peuvent étre mises d’apres (9.8), respectivement;
gous la forme

12.1) 4 _(1— o)

et
Ghe _ o
(12.2) A Qo -
De (12.1) nous tirons
(12.3) Ela — (1 — |0|2)2

d  (1—od)
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En multipliant membre 4 membre (12.1) et (12.3) nous aurons

da,e - (1 —004o)* )
daye (1 — oo)®

(12.4)

Des égalitéds (12.2), (12.4) et g, = ¢~%, nous obteindrons l'équation

(00— Qo)? =
(1 — 09%)? !
ol
a.d\1/2
n:(%;!‘—z-) , repz=0.
Par suite
o— G _
1— 09 !

ol §d = en, & = 41.
Une équation analogue est vérifiée par la fonction ¢ = ¢(p), définie
par la formule (10.4), ot ¢ = |h(f*(e), t)| (voir (10.9)):

(12.5) ﬁ =

ol 4, |A] =1, est un parameétre.
De (11.21) nous tirons

[el

_ ' q—e
1= cexp? | ity de,

d’ol, en tenant compte de (12.5) et en intégrant, nous exprimerons d:

(14 e]\A
d‘“@—ML

(voir (7.18)).

2. Soit ¢ =0, ¢ +# ¢. La condition (6.2), que nous avons obtenue
en étudiant I’équation différentielle (6.1) dans ’entourage du point z = 0,
peut étre présentée, vu (9.8), sous la forme

. )
Done
(12.6) Go =0,

ou § =en, ¢ = 41,

a,v\12
17=(—é6) y Ten=0.
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Une équation analogue & (12.6) est vérifiée par la fonction ¢ = ¢(p),
définie par (10.4), od ¢ = [k(f*(), |:

q=11

en outre A, || = 1, est un paramétre.
De (11.21) résulte

0

= Lexp?2 j q:g do,

4]

done

(voir (6.14)).
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