ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
VIII (19686)

Z. WABZCZYSZYN i M. ZYCZKOWSKI (Krakéw)

WZORY APROKSYMACYJNE NA PIERWIASTKI RZECZYWISTE
ROWNANIA STOPNIA TRZECIEGO

1. Sformulowanie zagadniénia. Wiele zagadniert fizyki i techniki
Wymaga rozwigzy wania rownan algebraicznych wyzszych stopni. Szezegél-
nie czesto wystepuje réwnanie trzeciego stopnia o wspolezynnikach rze-
czywistych

(1.1) a3+ a2+ a,x+ a3 = 0;  a; rzeczywiste, a, £ 0,

Jak wiadomo, poprzez podstawienie

(1.2) T=y— 'é'a—;,

mozna réwnanie (1.1) sprowadzié do dwuparametrowej postaci kano-
nieznej

(1.3) Yy +py+gq=0.

O liczbie pierwiastkéw rzeczywistych réwnania decyduje znak wy-
réznika
¢ , p°
(1.4) 4= oy + 27"

W przypadku 4 > 0 jest tylko jeden pierwiastek rzeczywisty, ktéry
mozemy wyrazié znanym wzorem Cardano; pozostale dwa sy zespolone
8przezone i réwniez okreflone jawnymi wzorami analitycznymi. Gdy
4 < 0, a wspélezynniki p i ¢ sa w dalszym ciagu rzeczywiste, wystapia
trzy rzeczywiste pierwiastki; w przypadku 4 = 0 wéréd trzech rzeczy-
wistych pierwiastkéw jeden bedzie podwéjny. Przypadek 4 < 0 jest
nazwany w literaturze preypadkiem nieprzywiedinym (casus irreduci-
bilig), gdyz pierwiastk6w réwnania (1.3) nie mozna wyznaczyé poprzez
dzialania arytmetyczne i dzialanie wyciggania pierwiastkéw. Dla obli-
czen praktycznych poslugujemy si¢ postacia trygonometryeczng

(1.5) y = 2V/r cosjp+2kn), k=0,1,2,
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gdzie

r = l/_-%pﬂ , COBp = —%.

Ten ostatni przypadek 4 < 0 wystepuje czesto w réznych zagadnie-
niach () (np. w fizyce i technice przy obliczaniu wartosci wlasnych ma-
cierzy hermitowskich), lecz niewygodna postaé rozwigzania (1.5), wyma-
gajaca obliczania pomocniczego kgta ¢, utrudnia znacznie dalszg analize
zagadnien. W praktyce korzysta si¢ z przyblizonych metod graficznych
lub numeryeznych (przeglad tych metod mozna znaleZé w réznych pod-
reeznikach, jak np. J. Lukaszewicza i M. Warmusa ([4]), 1. S. Bieriezina
i N. P. Zidkowa ([1]) lub z gotowych tablic (np. B. M. Szumiagskij ([7]),
L. P. Zelik i %. D. Serebriakowa ([9]), H. E. Salzer, Ch. H. Richards
i I. Arsham ([6]), H. Gorecki ([2])). Ostatnio wzrosto zainteresowanie
metodami numerycznymi w zwiazku z zastosowaniem maszyn liczgecych
(por. prace M. Warmusa ([8])). Jednak taki sposéb obliczania pier-
wiastkéw zaweza analize, gdyz wymaga ustalenia warto$ei wspdlezynni-
kéw réwnania.

Obecna praca jest proba uzyskania przyblizonych, jawnych wzoréw
analitycznych na pierwiastki rzeczywiste dla réwnania stopnia trzeciego
o wspolezynnikach rzeczywistych. Podamy mozliwie proste lecz obar-
czone matym bledem wzory na pierwiastki rzeczywiste w przypadku
4 < 0. W pracy postuzymy sie aproksymacja jednokrotnie optymalng
zaproponowang przez M. Zyczkowskiego ([11]). Polega ona na dobraniu
funkeji aproksymacyjnej speiiajacej zalozona ilo§é warunkow na brze-
gach rozpatrywanego przedziatu (zgodno§é funkecji aproksymowanej
i aproksymujgcej oraz kilku pierwszych pochodnych); dodatkowy wyraz
tej funkcji dobiera si¢ tak, aby odleglo§é funkeji aproksymowanej i apro-
ksymujgcej byla minimalna, tj. aby w rozpatrywanym przedziale blad
bezwzgledny byl réwny B = B,z = |Bnm|. Aproksymacja jednokrotnie
optymalna sprowadza si¢ wiec do jednoparametrowej aproksymacji
Czebyszewa, przy czym jednak funkcja aproksymujaca nalezy do klasy
funkeji spelmiajacych juz zalozone warunki zgodnofci (typu Hermite’a).
Wartogci kolejnych pochodnych poszukiwanej funkeji na brzegach prze-
dzialu wyznaczymy dzigki rozwinieciu funkeji w uogélnione szeregi po-
tegowe.

Taka aproksymacja redukuje w znacznym stopniu wady aproksymacji
brzegowej Hermite’a oraz optymalnej Czebyszewa. Z jednej strony po-
zwala ona na wyréwnanie i wydatne zmniejszenie bledu bezwzglednego,

(1) Zestawienie szeregu waznych probleméw techniki, ktére wymagaja obli-
czania pierwiastkéw stopnia trzeciego mozna znaleZé w obszernej pracy doktorskiej
H. Goreckiego ([2]).
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a z drugiej strony wymaga wyznaczenia tylko jednego parametru (stad
nazwa aproksymacji jednokrotnie optymalnej), przy czym technika
obliczeniowa laczy sie od razu z efektywnym okre§laniem bledu.

2. Obliczenie wzoréw aproksymacyjnych. Kanoniczng postaé réwna-
nia (1.3) nieco uprofcimy. Wprowadzimy mianowicie nowe zmienne

q - y

T
pV—p

dzieki ktérym réwnanie (1.3) przyjmie nows,

prosta postaé
(2.2) u = z—2%

Dalsze nasze zadanie sprowadza si¢ do
odwrécenia funkeji (2.2) tak, azeby otrzymaé
2 = z(u) (por. rys.1l). Zadanie bedziemy teraz
rozpatrywaé w przedziale —2/3V3 < u < 2/3V3
odpowiadajacemu zalozeniu 4 < 0. W punk-
tach 4 i 4’ (funkcja 2(u) jest symetryczna
wzgledem 0) wyréznik 4 =0 i otrzymamy
pierwiastki wielokrotne, natomiast w punkecie
0 parametr ¢ = 0 (wynika to z (2.1)) i obok -
pierwiastka 2, = 0 otrzymamy dwa pierwiastki _
rézniace sie tylko znakiem 2, = —2; =1 (Z-295
(a wige y, = —y; = 1/-‘:5) Bys. 1.
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2.1. Obliczanie pierwiastkéw uogélmionymi szeregami potegowymi.
Funkeje (2.2) mozna odwrécié dzieki zastosowaniu szeregéw potegowych.
Szereg taki mozna rozwingé woko6l punktu 0 (por. np. prace T. A. Ko-
kariewej [3]), bedzie on jednak wykazywal staba zbiezno§é w okolicy
punktéw A i A", W tych punktach wystepuje bowiem osobliwosé dz/du’—oco
(dla ¢ =1, 2,...), ktérej nie mozemy ujaé szeregiem potegowym.

Dla odwrécenia funkeji (2.2) postuzymy sie uwogélnionym szere-
giem potegowym. Bedzie to szereg (por. M. Zyczkowski [10]) typu

(2.3) y = Za,-w"',
i=0

W ktérym p i » moga byé dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Podejscie
takie umozliwi dokonanie rozwinigcia wokét punktéw A i 4’ co przy
zastosowanin zwyczajnyeh szeregéw potegowych nie byloby mozliwe.

Rozwinigeia wok6t punktu A (por. rys.1l) dokonamy w nowym
ukladzie ¢, v. Réwnania transformacyjne

(2.4) v =2— t %,

===
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pozwalajg zapisaé réwnanie (2.2) w nowej postaci
(2.5) t = V3 pi—00,
Przyjmiemy szereg uogélniony

(2.6) v = Zw:b,t““’”,
. =0

ktéry po podstawienin do réwnania (2.5) i przyréwnaniu wspélezynnikéw
przy jednakowych potegach ¢ pozwala wyliczyé kolejno potrzebne state b;.
Otrzymamy w ten sposéb funkeje v,(!) odpowiadajgca galezi ABC oraz
funkeje v,(f) dla gatezi AOA’ krzywej (2.5) pokazanej na rysunku 1.
Obydwie funkeje zapiszemy lgcznym wzorem

1 1 5 \
PP 1 L,

V3 6 7 2427

lub tez, dzigki zwigzkom transformacyjnym (2.4), poszukiwang funkejg
2(u)

(2.8) 2z,4=

(2.7) V3 = +

1‘i1l/2 W L( 2 ), 6 2 "
V3~ V3 ¥ 3y 6 (31/:'? ) 2427 (31/5 )
W podobny spos6b mozna otrzymaé rozwigzanie w otoczenin punktu A’.
Rozwigzania otrzymane za pomocs szeregéw beds mialy znaczenie
lokalne, w prakftyce mozna je wykorzystaé w sasiedztwie punktéw roz-
winigeia; dla punktéw dalszych nalezy wziad duzg liczbe wyrazéw szere-
géw (np. dla % = 0 zamiast z, = 0 otrzymamy przy trzech wyrazach
szeregu (2.8) 2, = 0,4180, przy czterech wyrazach z, = 0,01997). Zna-
czenie integralne beda mialy wyprowadzone w dalszym ciggu wzory
aproksymacyjne.

2.2. Zastosowanie aproksymacji jednokrotnie optymalmej. Zastosu-
jemy metode aproksymacji jednokrotnie optymalnej, zaproponowansg
przez M. Zyczkowskiego ([11]). Bedzie ona polegala na dobraniu funkeji
aproksymujgcej P(x) dla funkeji aproksymowanej f(x) speliajacej n
narzuconych warunkéw Hermite’a (zgodno§é wartofci obydwu funkeji
i pierwszych kilku pochodnych) w m wybranych punktach, gdzie m < n;
dodatkowy wyraz funkecji P(z) pozwala ponadto zminimalizowaé i wy-
réwnaé blad bezwzgledny

(2.9) max [f(z)—P(2)] = — min [f(s)—P(@)].
aagh a<a<h
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W praktyce przyjmujemy funkeje aproksymacyjng w postaci

ntl

(2:10) P(a) = ) apile)y a<wo<b,

i—l

gdzie o; sy stalymi wspélezynnikami, a ¢i(#) uwogblnionymi wielomia-
nami. Ze spelnienia warunkéw hermitowskich wyrazamy wspétezynniki oy
dlai=1,2,...,n jako funkcje wspdlezynnika a,,.,, ktéry droga nume-
ryeznych przeliczen dobieramy tak, by spelmiony byt warunek (2.9).

Ze spehmieniem warunku (2.9) wiaze si¢, opracowany réwniez w [11],
problem numerycznego wyzhaczania ekstreméw funkeji. W przypadku,
gdy znamy warto§ci funkeji w statych odstepach k szezegélnie prosty
wzlr otrzymamy aproksymujac funkcje w otoczeniu ekstremum przez
parabole drugiego stopnia. Otrzymamy wtedy:

(f+1 —f—1)2
8(fs1—2fo+f_1)’

(2.11) Jm & fo—

gdzie f_;, fo, f+1 0znaczajg wartosei funkeji w trzech sasiednich wezlach;
wezel frodkowy powinien lezeé¢ najblizej ekstremum, eo zapewnia mozli-
wie maty blad przyblizenia. Wzér (2.11) i dokladniejsze mozna znaleZé
w pracach M. Zyczkowskiego ([11] i [12]).

Je§li chodzi o oszacowanie bledéw aproksymaeji jednokrotnie opty-
malnej to tkwi ono juz w samej technice obliczeniowej; mianowicie, przy
kazdorazowym doborze wspélezynnika o,,, liczymy ekstremum bledu
bezwzglednego, np. przy pomocy wzoru (2.11), dazac do spelienia wa-
runku (2.9). W obecnej pracy szacowano blad bezwzgledny, gdyz biad
wzgledny bylby inny dla postaci kanonicznej (1.3) niz dla postaci wyjécio-
wej réwnania (1.1), a ponadto w tym ostatnim przypadku dla y—a,/3a,
blad wzgledny Az/z — co (zgodnie z podstawieniem (1.2)).

Wréémy teraz do podstawowego zagadnienia wyznaczenia pier-
wiastkéw rzeczywistych réwnania sze§ciennego. Zajmiemy sie najpierw
wyznaczeniem pierwiastka maksymalnego 2;, odpowiadajacego galezi
OBA krzywej z rysunku 1.

Sposréd wielu mozliwych funkeji aproksymujgcych najprostsza oka-
zata si¢ funkcja

(2.12) ' % = a1+ [ 'MA——’M-I- aau-l- (14%2.
Krzywa opisana przez (2.12) ma pionows styezng w punkeie v = uy =

=2 /31/5, co zapewnia duzg dokladnoéé w otoczeniu punktu 4. Jako
warunki interpolacyjne przyjmiemy zgodno§é wartodei funkeji w cha-
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rakterystyecznych punktach u = —2/3]/§, 0, 2V3 prowadzgce do ukladu
rownan

2 e
7_?:_ = al—l- agl/2'u,4 —'as'”/A"I‘atlu'i!’
(2.13) 1= atolug,

1
—'/? = a4 Qg+ 014“.3,

z ktérego mozemy wyznaczyé a,, a,, o5 jako funkeje wspélezynnika o,
(dla wygody obliczern numerycznych uzyto ulamkéw dziesietnych z do-
kladnoécig 1-107%)

a, = 0,542584 — 0,505806a,,
(2.14) ay = 0,737288+0,8152864,,
ag = 0,090325+ 0,929223a,.

Wielko§é wspélezynnika a, mozna dobraé tak, aby w ktérym§ z punk-
téw C, B lub A byl spelniony dodatkowy warunek Hermite’a (zgodnofé
pochodnych w sensie zgodnofci wspélezynnikéw «;), lub aby byl spel-
niony warunek (2.9) aproksymacji jednokrotnie optymalne;j.

Dla poréwnania w tablicy 1 pokazano wyniki dla réznych typéw
aproksymacji podajyc réwnoczeénie réznice miedzy wartodciami Secistymi
pierwiastkéw, obliczonymi wedlug (1.5), a wartodeiami przyblizonymi,
obliczonymi wedlug (2.12). Warto§ci podano dla réwnego skoku A =
= 1/121/3~ = u,(8; w poblizu wu, podzial zostal czterokrotnie zagesz-
czony.

W tablicy 2 podano wielko§ci wspdlezynnikéw o; odpowiadajgeych
poszezegélnym typom aproksymaeji, oraz maksymalne bledy bezwzgled-
ne obliczone wedlug (2.11). I tak, dla a, = 0 otrzymamy typ 1+1-4+1
odpowiadajacy klasycznej interpolacji przy trzech wezlach; typy 24141,
1+4+2+1 i 14+1+2 zapewniaja dodatkowo zgodno§é pierwszych pochod-

nych w punktach C, B lub A (w przypadku 14142 warto§é a, = lli/g =
= 0,759838 zgodnie z wartodcia wspblezynnika szeregu (2.8)). Wpro-
wadzenie aproksymacji optymalnej 141414 [1] (zapis ten oznacza
zgodnodé funkeji w trzech punktach oraz jeden warunek optymalnosei)
zmniejsza blad prawie trzykrotnie w stosunku do najkorzystniejszej
aproksymacji hermitowskiej typu 14241, przy czym warto§é wspél-
czynnika o, = 0,020647 obliczono na drodze kolejnych przyblizen.
Najmniejszy pierwiastek z; (odpowiadajacy galezi A’B’C’ z rysunku 1)
wypiszemy korzystajac z symetrii wzgledem §rodka 0. Otrzymamy na-
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a- stopnia trzectego

tki rezeczywiste réwnani
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stepujaca funkeje aproksymacyjna
(2.15) 2y = —a;— agV U+ U+ ayu— a,ul,

w ktérej w zaleznoéei od typu aproksymacii nalezy przyjaé wepolezynniki
z tablicy 2.

TABLICA 2
: o T
typ wap6lezynniki ;
— B
pierw aproks. o I o - | ” max|B|
1+1+41 0,642 584 0,737 288 | 0,090 325 0 0,002 169

24141 0,536 785 0,746 619 | 0,100 960 0,011 445 | 0,000 999
2y, 23 1+2+1 0,536 381 0,748 898 | 0,103 557 0,014 240 | 0,000 750

1+142 0,528 594 0,769 838 | 0,116 026 0,027 658 | 0,000 845
1414141 | 0,532 141 0,754 121 | 0,109 511 0,020 647 | 0,000 255
1+1+1+(Q) | 0,632 774 0,763 100 | 0,108 346 0,019 394 | 0,000 360

s | 2+1+2+[0 | 0,471406 (—0,759 838 | 0,375 548 |—0,260 570 | 0,000 337
P1+14+1+@® 0 0,753 100 | 0,108 346 0 0,000 360

Analogicznie mozna wyznaczyé wartodei pierwiastka z,, odpowiadaja-
cego galezi A'OA. W tym przypadku najkorzystniejsza okazuje sie funkeja

(2.16) 2, = (o3 agVus— I“H‘ as|u| + a,u?)signu,

ktéra dla najkorzystniejszej aproksymacji typu 24+1-4+2-+[] (jest to
w zasadzie aproksymacja dla punktéw 0, A typu 14-2--[ rozszerzona
do punktu A’ dzigki wprowadzeniu funkeji signu) daje maksymalny
biad max|B| = 0,000337 (por. tablice 2 i 3).

TABLICA 3
. %, aproksymujace

u doide 2+1+2+[) 1141+ QD
‘ 2 | B-106 2, | B-108
0 0 0o 0 0 0
1 /121/5 = 0,048 113 0,048 225 | 0,047 912 313 | 0,048 092 133
1 /61/§ = 0,096 225 0,097 142 | 0,006 880 262 | 0,096 893 248
1/4V3 = 0,144 338 0,147 549 | 0,147 505 —44 | 0,147 220 329
1 /31/5 = 0,192 450 0,200 512 | 0,200 895 —183 | 0,200 152 360

5/12V3 = 0,240 563 | 0,257 671 | 0,257 994 | —323 | 0,257 365 316
1/2V3 = 0,288 675 | 0,322 089 | 0,322400 | —311 | 0,321914 175

7/12I/§ = 0,336 788 0,401 520 | 0,401 664 —144 | 0,401 607 —87
29/481@ = 0,348 816 0,426 273 | 0,426 373 —100 | 0,426 441 —168
15/24l/§ = 0,360 844 0,455 106 | 0,455 141 —36 | 0,455352 | —246
31 /481@ = 0,372 872 0,491 882 | 0,491 876 +6 | 0,492182 | —300

2/31/5 = 0,384 900 0,677 360 | 0,677 350 0 | 0,577 350 0
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Wzér aproksymacyjny (2.16) jest jednak niewygodny w zastosowa-
niach zar6wno ze wzgledu na dofé skomplikowana postaé (koniecznosé
uzycia signw oraz bezwzglednych wartofei) jak tez z powodu niespel-
nienia pierwszego wzoru Vietd

(2.17) st oty =0

zapisanego dla réwnania kanonicznego (2.2). Okazuje si¢ bowiem, ze
zastosowanie aproksymacji Hermite’a lub aproksymaecji jednokrotnie
optymalnej do obliczenia kazdego pierwiastka z osobna nie zapewnia
spelnienia (2.17). Pierwszy wzoér Vietd jest przyjmowany zwykle jako
najprostszy sprawdzian poprawnofei numerycznie obliczonych pier-
wiastkéw (przy $cile obliczonych pierwiastkach powinny byé spelnione
dwa dalsze wzory Vieta, por. [5]); pozwoli on ponadto znacznie uproéecié
wzér dla pierwiastka 2z,.

Przyjmiemy mianowicie 2, i 2; wedlug (2.12) i (2.15), a z wzoru
(2.17) obliczymy

(2.18) 2y == as(l/‘ul_"l' ’!G—I/MA*—'U)—-Zaa’u.

Aproksymacje jednokrotnie optymalna zastosujemy teraz integralnie,
zazgdamy mianowicie zminimalizowania bledu bezwzglednego dla wszyst-
kich pierwiastk6w lgcznie. Przy tym typie aproksymacji oznaczonym
przez 1+1+1-+(@), wyznaczono na drodze numerycznej wielko§é wspél-
czynnika a, = 0,019394, a na podstawie (2.14) pozostale wspélezynniki
podane w tablicy 2. W poréwnaniu z aproksymacja 2+1-+2--[1 dla pier-
wiastka z, blad tylko nieznacznie sie zwigkszyl, natomiast w poréwnaniu
z 1414140 dla 2, i 2, blad wprawdzie wzrasta o okolo 40°/,, jednak jak
zaznaczyliSmy otrzymujemy znacznie prostszg postaé wzoru dla pier-
wiastka 2,, spelniony jest pierwszy wzér Vietd oraz wspélezynniki a;
89 jednakowe we wzorach na wszystkie pierwiastki.

Tak wige ostatecznie aproksymacyjne wzory na pierwiastki rzeczy-
wiste dla réwnania stopnia trzeciego (2.2) mozemy zapisaé¢ w nastepu-
jacej postaci, waznej dla —0,384900 < » < 0,384900,

2, = 0,632774+ 0,753100/0,384900 — %+ 0,108 3464 + 0,019 39442,

(2.19) 2z, = 0,753100(V/0,384900+ u—V 0,384 900 — u) — 0,216 692x,
23 = —0,632774— 0,75310010,384 900 -+ % +

-+ 0,1083464 —0,019394u?2,
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lub dzieki zwigzkom (2.1) wzory na pierwiastki dla réwnania kanonicz-
nego (1.3)

Y, = 0,532774V —p + 0,753100]/m ]/L_ —0,384900p —

—p
2
—0,108346 L 1 0,010394 —L___
p p —p
(2.20) g, — 0,753100 (]/—q* — 0,384900p—]/— 1 _0,384900p)+
V—p V—p
40,216 692 %,
Yy = —0,532774Y —p — 0,753100 ]/VJ_—I) —0,384900p —
2
—0,108346 L _0,010304 — L .
P p*Y —p

Maksymalny bezwzgledny blad przy obliczaniu pierwiastkéw y bedzie
max |B| < 0,000 360V —p.

3. Przyklad liczhowy. Obliczymy pierwiastki réwnania trzeciego
stopnia
x4+ 9224 232-1+14 = 0.
Stosujac podstawienie # = y — 3 sprowadzamy réwnanie do postaci kano-
nicznej
y:—4y—1 = 0.
Roéwnanie ma 3 pierwiastki rzeczywiste, gdyz jak latwo sprawdzié wy-

roznik 4 << 0. Wartosei pierwiastkéw obliczone przy pomocy dokladnego
wzoru (1.5) 83 réwne

yl == 2,1149’ xl = —0’8851’

Y, = —0,2b41, @y = —3,2641,

ys = —1,8608, @y = —4,3608,
natomiast obliczone z wzoréw (2.20)

Y, = 2,1146, 2, = —0,8854,

Y. = —0,2535, 2 = —3,2535,

¥s = —1,8611, @y = —4,8611.

Tak wiec réznice wystepuja dopiero na czwartym miejscu po przecinku.









