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1. Einleitung

In seiner Arbeit iiber die Widerlegung der Hauptvermutung hat
Milnor [12] hA-Cobordismen zwischen 8" X L,,(*) und 8" X Ly, (') fiir n > 2
und homotop-dquivalente Linsenrdume L, (r), L. (r') angegeben. Sind
dabei L, (r) und Ly (r') nicht homéomorph, so kann, fiir gerade n, 8" X
X L (r) von 8" X Ly(r') durch die Franz-Reidemeister-Torsion [57, [18]
kombinatorisch und differenzierbar unterschieden werden, da die Euler-
sche Charakteristik x(8") = 2 als Exponent bei der jeweiligen Lin-
senraumtorsion die Torsion von 8" X L, (r) bzw. 8" X Ly (r') ergibt [12].
Bisher was jedoch nicht bekannt, was fiir ungerade n eintritt. In dieser
Arbeit soll der Fall » = 3 behandelt werden. Wir werden zeigen, daB
sogar fiir beliebige L,,(r), L, (r'), also auch solche, die nicht zum gleichen
Homotopietyp gehoren, S8°xIL,(r) und 8°XZL,(r') diffeomorph sind
(Satz 1 und (41)). Dies ist ein Spezialfall des allgemeineren Resultates,
daB fiir mindestens zwei Faktoren L, (ry)X...X Ly (7,) und Lm'l(r{)x

X ... ><Lm; (rs) in einer groBen Anzahl von Fillen genau dann diffeomorph
sind, wenn
(1) 3 (Lmy (1) X oo X L (7)) = 703 (Lim (17) X oo X Lt (7))

gilt (s. z. B. Satz 15).

Die Beweise fithren wir jeweils dadurch, dal wir Diffeomorphismen
in den universellen Uberlagerungen — Produkten aus 3-Sphiren — kon-
struieren, welche die Aquivalenzklassen beziiglich des einen Grundraumes
eineindeutig auf diejenigen beziiglich des anderen abbilden (Hilfssatz 1).
Wesentlich ist dabei der in (31), Hilfssatz 2 und (33) angegebene Ele-
mentarprozel3, der die Koordinaten mischt. Er benutzt die durch die
Quaternionenmultiplikation gegebene Liegruppenstruktur auf $° und
macht solche Diffeomorphismen zwischen Linsenraumprodukten moglich,
die nicht bereits trivialerweise durch Vertauschung der Faktoren oder
Ersetzung eines Linsenraumes durch einen diffeomorphen gemif (7)
entstehen.

Die bei (1) gemachten Einschrinkungen fordern i.a. die Teiler-
fremdheit gewisser m; und, daB ein L, (r) zu L, (1) diffeomorph ist.
Ob diese Einschrinkungen nur durch die in dieser Arbeit verwendete
Konstruktionsmethode bedingt sind oder ob sie sich durch geeignete
Invarianten als notwendig erweisen lassen, wird hier nicht untersucht,
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da wir vornehmlich konstruktiv vorgehen und hinreichende Bedingungen
fiir Diffeomorphie aufstellen werden. Die Liste der nach unserer Methode
konstruierbaren Diffeomorphismen kann dabei sicherlich noch ver-
groBert werden.

L, (1) ist der Quotientenraum von &° nach einer endlichen Unter-
gruppe. Wir behandeln ferner in Abschnitt 7 einige Fille, bei denen
2-Sphiren als Faktoren auftreten. Die Analogie der Beweismethode
ergibt sich, da §* der Quotientenraum von 8° nach der kontinuierlichen
Untergruppe 8' ist. Falls (1) ohne Einschrinkungen gilt, sind die betref-
fenden Sidtze 9 bis 14 jedoch unnétig.

Ln(1l) ist der Totalraum eines lokal-trivialen 1-Sphérenbiindels
iiber §°. Daher sind Lp, (1) X Ly,(1) und 8°X Ly, .m,(1) Totalriume von
lokal-trivialen Faserbiindeln iiber 82x 8% mit S8!x 8! als Faser. Fir
(my, my) = 1 sind sie nach Satz 1 diffeomorph. In Abschnitt 9 wird
gezeigt, daf sie, auller in dem trivialen Fall, in welchem mindestens ein
m; den Wert 1 hat, trotzdem nicht fasertreu homéomorph sind. Dabei
verwenden wir das Ergebnis von Hopf [7] iiber die partiellen Abbildungen
eines Produktes S8°x 8 — 8%

Die Punkte A) und B) des Anhangs betreffen Beziehungen dieser
Arbeit zur h-Cobordismentheorie; in C) werden die in den Abschnitten
7 und 8 konstruierten Diffeomorphismen zwischen Produkten aus dreidi-
mensionalen Linsenrdumen und 2-Sphiren unter dem Gesichtspunkt
der Primfaktorzerlegung einer Mannigfaltigkeit beziiglich des topolo-
gischen Produktes betrachtet. Sie erweist sich als nicht einmal ,,bis auf
Homotopie” eindeutig. Zu diesem Zweck wird in Satz 17 gezeigt, dal
Sphiren — und folglich auch die von ihnen iiberlagerten Linsenrdume —
beziiglich des topologischen Produktes prim sind.

Abgesehen vom Anhang werden wir nur geschlossene (d. h. kompakte
und randlose) Mannigfaltigkeiten verwenden. Differenzierbare Mannig-
faltigkeiten, differenzierbare Abbildungen und Diffeomorphismen sind
stets von der Klasse C™. Alle Begriffsbildungen der Differentialtopologie,
die wir benditigen (z. B. Rang einer differenzierbaren Abbildung, C*-Trian-
gulation), sind bei Munkres [15] erklért.

Fir Diffeomorphie bei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und
Isomorphie bei Gruppen benutzen wir das Zeichen =, fiir kombinatorische
Aquivalenz bei Simplizialkomplexen und Xongruenzen das Zeichen
==; ~ heile homéomorph und ~ homotop-idquivalent.

In einer weiteren Arbeit sollen Diffeomorphismen zwischen Produkten
mit hoherdimensionalen Linsenrdumen sowie Quotientenmannigfaltig-
keiten von unitdren und symplektischen Gruppen als Faktoren kon-
struiert werden. Dabei wird sich zugleich zeigen, daB das Verfahren (31)
zur Gewinnung koordinatenmischender Diffeomorphismen nicht nur im
Falle der Quaternionenmultiplikation auf 8* brauchbar ist.
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2. Dreidimensionale Linsenrdume

R* sei als Menge der geordneten Paare komplexer Zahlen gegeben
und §° derjenige Teilraum, der aus allen Punkten [z, 2;]¢R* mit [2,[°+
+ |2,/ = 1 besteht. Fiir [@,+iy,, ®,+iy;] = [21, 22]€S® ist mindestens
eine reelle Koordinate von Null verschieden. Die drei iibrigen lassen sich
als lokale Koordinaten einer Umgebung von [z,, 2,] wahlen. Durch dieses
System lokaler Koordinaten wird S° zu einer

(2) dreidimensionalen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit des R*.

Sei m eine natiirliche Zahl und G, die zu Z,, isomorphe Gruppe der
m-ten komplexen Einheitswurzeln. Ordnen wir jedem ¢ e@,, die Abbildung
{o}: §° - §* vermoge

(3) {0} (21, 22] = [0-21, 0" 2,]
zu, wobei » eine zu wm relativ prime ganze Zahl ist, d. h.
(4) (rym) =1

gilt, so bilden die {s} eine

() endliche Untergruppe G aller Diffeomorphismen von §° auf sich,
bei welcher nur die Identitit Fixpunkte hat.

(Die Differenzierbarkeit der {¢} und ebenso diejenige von {o}!
= {¢1} folgt, da {0} die Einschrinkung einer Funktion R* - R* ist,
deren reelle Koordinatenfunktionen Polynome sind, welche folglich
differenzierbare Ubergiinge fiir die in §° eingefiihrten lokalen Koordinaten
vermitteln.) Es gilt G~ G, (~ Zy).

DEFINITION 1. Der Quotiententaum 8°/G werde als Linsenraum
Ly (r) zum Modul m mit der Verdrillungszahl r bezeichnet.

Die Projektion p: 8* — L,(r) ist wegen (5) und =,(8%) ~ 0 eine
universelle Uberlagerung mit G als Deckbewegungsgruppe, so daB
7y (L (7)) ~ G (~ G ~ Z,,) gilt. Da die Elemente von G Diffeomorphis-
men sind, 148t sich L,(r) zu einer dreidimensionalen differenzierbaren
Mannigfaltigkeit machen derart, daB

(6) p differenzierbar und iiberdies lokal diffeomorph ist.

(Im Falle m = 1 sind die Aquivalenzklassen von S° beziiglich @
einpunktig, d.h. wir erhalten: L,(r) = §8*; p: 8® — L,(r) ist der identische
Diffeomorphismus.)

Nach Franz [5], Reidemeister [18], de Rham [19] und Moise [14]
oder Bing [1] oder Brody [4] sind fir L,(r) und L,.(r') die folgenden
Aussagen gleichwertig:
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()  a) Ln(r) = Ln'(7');
b) Ln(r) = L (7');
) Ln(r) ~ L (r');
d) es gilt m =m' und r = 4" mod m oder r- = 4+1 mod m.

Dabei bezieht sich b) auf beliebige Triangulationen. C'-Triangula-
tionen sind bei Franz [5] und Milnor [12], {13] fiir Linsenrdume explizit
angegeben.

(8) Ln(r) und Ly, (r') gehoren nach Franz [6] und Olum [16) genau
dann zum gleichen Homotopietyp, wenn m = m’ gilt und +r-7»’
quadratischer Rest mod m ist.

Paare komplexer Zahlen [z,, z,] fassen wir im folgenden auch als
Quaternionen auf. [z,,2,] = [z,+ %Y., .+ iy,] entspreche dabei der
iiblichen Schreibweise z, + 1y, + jz,+ ky,. Dann ergibt sich fiir das Produkt
zweier Quaternionen

(9) [21, 22] [y, w;] = [2y- W, — 22 Wy, 2y Wy 25" W, ]

und das zu [z, z;] konjugierte Quaternion als [z,, —z,].

Ist z eine komplexe Zahl und ¢ ein Quaternion, so definieren wir
z-q =[2,0]9,q9-2 =q-[2,0], d.h. wir multiplizieren ¢ mit dem Bild
von 2z unter dem Einbettungsisomorphismus der komplexen Zahlen auf
den Teilkérper der Quaternionen mit verschwindender =z,-Koordinate
vermoge z — [z, 0].

Mit ¢ = [24, 2,] folgt aus (9)

(10) 2 q = [2'2y, 2:2,], q-2 = [2:2, 2:2,]

sowie die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes (a-b)-¢ = a-(b-c) unabhingig
davon, welche der Faktoren komplex oder quaternionisch sind.
S ergibt sich nun als Menge der Quaternionen ¢ mit

(11) lgl = 1.
Zu p: 8 — L,(r) gibt es ganze Zahlen a, b mit
(12) a+b=1modm, a—b=rmodm.

(Ist m gerade, so ist » wegen (4) ungerade. Dann sind ¢ = }(1+7),
b = }(1—r) ganze Zahlen, die a+b = 1,a—b = r, also erst recht (12)
erfilllen. Ist m ungerade, so gibt es eine ganze Zahl { mit 2¢ = 1 mod m.
Dann haben a¢ =t(1+7), b =t(1—r) wegen a-+b = 2t=1modm
und a—b = 2t-r = r mod m die verlangte Eigenschaft. Fir L,(1) ist
(13) a=1, b=0
maoglich.)
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Sind @, b gemiB (12) fiir L,(r) gegeben, so sind g, ¢*<8° beziiglich
G genau dann iquivalent (d.h. p(q) = p(¢*)), wenn es ein oG, mit

(14) ¢ =0%qd
gibt, denn es gilt fir ¢ = [2,, 2;]

(15)  0%g-a® = o[z, 2] "2 [z, 0 ““’-zZJ

& )[U ‘21,6 zz] = {0}[21, 2] = {o}(q

3. Die Hopf’sche Abbildung

R? sei als Menge der geordneten Tripel reeller Zahlen gegeben und S
derjenige Teilraum, der aus allen Punkten [z,, «,, 3] R® mit %4 23+
+ @3 = 1 besteht. Analog zu (2) ist 8* eine

(16) zweidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R’.

Sei ge8* ein beliebiger Punkt. Dann ist g-i-q wegen [g-i- ql e
lglifs, 01;- lg =1 e1n Punkt §-i-q = [, + iy, z,+iy,] aus S°. Wegen
gig=71i,001q2 g [—i,00-g = —7-i-q gilt @, = 0. [y, 2, y,] liegt
daher in §* und wir definieren die Hopf’sche Abbildung h: §* — §* ver-
moge h(q) = [y, X2, ¥.] (vergl. Steenrod [20], S. 115).

Als Einschrinkung einer Funktion R* — R*® mit reellen polynomialen
Koordinatenfunktionen ist » analog zu (5) differenzierbar.

8’ sei die Menge der komplexen Zahlen z mit |z] = 1, die analog zu (2)
und (16) eine eindimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit des
R? ist. Fiir ¢, ¢* <8 gilt h(q) = h(¢*) genau dann, wenn fiir ein zeS'

(17) ¢ ==z2q
erfiillt ist. Ferner
(18)  ist 2 epimorph und hat in jedem Punkt q¢S8® den Rang 2.

4. Produkte mit dreidimensionalen Linsenraumen
und 2-Sphiren als Faktoren

pi: 8} = Ly, (ry); 0 =1,...,8, §>1 seien LmsenraumprOJektlonen
Ferner seien t> 0 Exemplare der Hopf’schen Abbildung h;: 8§ — 8F;
j=1,...,t gegeben. Mit den Faktorabbildungen ist auch

[hlv seey hhply -"7ps]:
SIX o XS XBIX oo X 83 = 81X oo X 8F X L (11) X ... X Ly (75)
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eine differenzierbare Abbildung und epimorph. Aus (6) und (18) folgt, daf

(19)  [{Ih;, IIp;] in jedem Punkt der Urbildmannigfaltigkeit den Rang
2t+3s hat, welcher der Dimension der Bildmannigfaltigkeit
gleich ist.

Fiir ¢ = 0 ist insbesondere
(20)  IIp; lokal diffeomorph und eine universelle Uberlagerung.

Sind zu L, (r;) gemil (12) jeweils a;, b; gewihlt, so folgt aus (14)

()

und (17), dab
[éu Tery éh Giy oo+ q8]7 [[i;a crey 6:7 qra s q:]EHS?XHS%
genau dann dasselbe Bild unter [/Ik;, [Ip;] haben, wenn es ein

(21 ++s 2y Ouy «nvy 0] €JT8; X TGy,
gibt mit

21) (@, @y a0ty ey G = [21 Gay veey 27 Gty 67y 0T, .., 050 Gae 03],
DEFINITION 2. Gegeben sei eine differenzierbare Funktion
fr8Ix ... x8 > 8Ix...x8; s>1,8>1.
Ferner sei eine Menge A sowie Abbildungen
g: A > 8iX...x8%; gt A4A—->8%X...xX8

mit den Koordinatenfunktionen ¢, ¢y, ..., ¢s, Yo DZW. @1, Y1y .evy Qo) Por

(d.h. g(a) = [p.(a), pi(a),..., ps(a), ws(a)], ¢'(a)= [‘P;(a')’ 'Pi(a')9
eery @gr (@), wy(a)] VaeAd) gegeben. Wenn dann fiir beliebige [q, ..., ¢s]

eSix ... x 8 (mit flgy, ..., 2.1 (4., ..., ¢.]) und alle aed folgt:
flei(a)-q1-vi(a), ..., ps(a) g5 ys(a)]
= [g1(a) a1 v1(a), ..., 9 (@) G psr (a)],
dann moge f eine homogene Funktion vom Typ

[P1OP1y -evy PsOYs] eo® [‘P;Ow{a ceey 90;’0'.0;']

heiflen. Ist f iiberdies ein Diffeomorphismus (in diesem Fall ist notwendig
s = &' erfilllt), so moge f eine Homogenititstransformation vom Typ

[P10¥1s -y PsOWs] — [9’;0’1";7 "'HP;O‘P;]

genannt werden. A werde als Parameterbereich bezeichnet.



4. Linsenriume und 2-Sphiren 11

Mit dieser Definition formulieren wir den folgenden Hilfssatz 1.
Er beschreibt, daB ein Diffeomorphismus von T8} x II8? auf sich, welcher
eine geeignete Homogenitatseigenschaft hat, sich zu einem Diffeomor-
phismus von 787 X I1Ly(r;) nach II8jXIILy,(r;) durchdriickt.

HivLrssaTz 1. p;: S —> L, (74) pi: S —>Lm;.(r,'-); t1=1,...,8, 8>1
seien gegeben; a;, b; bzw. ai, b; seien zu Ly (r;) bzw. Lpi(r;) gemdf (12)
gewdhlt. Ferner seien t > 0 Exemplare der Hopf’schen Abbildung h;: 8} —
—~83; j=1,...,t gegeben. Dann ist fiir die Existenz eines Diffeomor-
phismus zwischen I187 X ITLy (1) und IT18} X IILy,(r;) hinreichend, dap

1) eine Homogenitdtstransformation f vom Typ

a
[2,01,...,2cC1, 0.11005;1’ ceey 6250 620

’ ’ ’ ’
= (2101, .., %01, @109, oy @aOPs ] V21 ovuy 2ty Opy cnny O]
det

¢ 118} X 1Gn, = A

existiert, fiir welche [@y, vy, ..., §s, Ys] slets Werte der Form

b’ ra. b
ly ..., 058, 0g 9]

[U;aiy 0';
mit einem jeweils geeigneten [o, ..., a;]eHGm'i annimmi, und
2) myc...omg = my-... - my gilt.
Aus den Voraussetzungen 1) und 2) folgt genauer, dap sich das Dia-
gramm

183 x ITS} A T8 xITSE
(22) Jl’[nhf,nfpi] J’, (17h;, ITp3)
1185 X I Ly, (1) 118 X IT L,y (ri)

durch einen Diffeomorphismus
g: 118} X IIL,, (r;) - 1187 X ITLy, ()
kommutativ erganzen lift. Die Abbildung g ist dabei durch die Forderung

der Kommutativitit eindeutig bestimmd.

Beweis. Aus 1) folgt nach (21) und Definition 2, daBl f ein Diffeo-
morphismus ist, der

(23)  beziiglich [/Th;, ITp;] dquivalente Punkte in beziiglich [ITh;, ITp;]
dquivalente iiberfiihrt.

1) und 2) haben wegen der Monomorphie von f zur Folge, daf} f sogar
jede Aquivalenzklasse auf eine vollstindige Aquivalenzklasse abbildet.
Daher ist auch f-! eine Abbildung, die

(24)  beziiglich [ITh;, ITp;] dquivalente Punkte in beziiglich [ITh;, ITp;]
dquivalente iiberfiihrt.
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Aus (23) und (24) und der Epimorphie der senkrechten Abbildungen
in dem Diagramm (22) folgt, da8 es sich durch genau eine 1:1 Abbildung
g kommutativ erginzen 148t. Wir zeigen jetzt noch die Differenzierbarkeit
von ¢; diejenige von g-! folgt analog:

Sei ¢ eIlI8; X IIL,, (r;) ein beliebiger Punkt. Wegen der Epimorphie

von [ITh;, IIp;] und der Rangeigenschaft (19) existiert nach dem Satz
ilber die Umkehrbarkeit eines Systems differenzierbarer Funktionen
aus der reellen Analysis eine offene Umgebung U (x) sowie eine differen-
zierbare Abbildung ¢: U(x) — IIS} X II8} derart, daB

(256)  [ITh;, ITp;]p jeden Punkt von U(zx) auf sich selbst abbildet.
Aus der Differenzierbarkeit von ¢, f und [I7 h;, ITp;] folgt dann, daB
91 U(x) = glIIh;, ITpilg = [ITh;, Ip;)fe

differenzierbar ist (das zweite Gleichheitszeichen folgt aus der Kom-
mutativititseigenschaft von g). g ist also bei 2 differenzierbar und damit
iiberbaupt, da « ein beliebiger Punkt des Definitionsbereiches war, q.e.d.

5. Kalkiil der homogenen Funktionen
und Homogenititstransformationen

Aus Definition 2 ergeben sich einige Folgerungen, die wir als Ele-
mentarprozesse kalkiilmiBig verwenden werden.

(26)  Richtungsumkehrung. Ist f eine Homogenititstransformation vom
Typ

(@101, -y PO Ys] = [@1091, -0y O],
so ist f-! eine Homogenitidtstransformation vom Typ
[‘P;O’#’;y seey ‘P;O'P;] = [@1091y ey @sOPs].

(Hierdurch wird die Bezeichnung ,,Homogenititstransformation”
motiviert.)

(27)  Komposition. Ist f eine homogene Funktion vom Typ
(@10 Pis oeny @sO W] oo [@1OYLy vvy o OPsr]
und f’' eine homogene Funktion vom Typ
(@109t oy psOpe] oo [p1 01y ooy @O ],
so ist f'f eine homogene Funktion vom Typ

(FLOWry eey @sOWs] oo [@1 OW) 4 oeey @Oy ].
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Der analoge Sachverhalt gilt fir Homogenititstransformationen.

(28) Verlingern. Ist f eine homogene Funktion vom Typ

[@10%1s ++ oy PsOPs] o+ [@1OYL, .oty @erOYs]

und sind  @s;q, Poy1y -eey Pogks Ysix (k>1) Funktionen von A
nach 8!, dann ist

[fi idSix...sz]:
S XXX x> 8. XS xS x... xS}

eine homogene Funktion vom Typ:

[P10%1y -3 PorkOPaik]
ceed [?’;O’P;a ceey 9'0.;'01{’;', o110 Par1y ooy PatkOVaykl.

Der analoge Sachverhalt gilt fiir Homogenitdtstransformationen.
(Es ist natiirlich auch méglich, als zusitzliche Koordinaten andere als
die letzten zu wéihlen.)

(29) Permutation. Sind ¢., P31y ..., @s, s Mit 8 >2 gegeben und ist
%1, ...y % eine Permutation der Zahlen 1, ..., 8, so ist die Funktion

fr8ix...x8 > 8x...x8

vermdge f[q1,...y ¢s] = [¢iy---y ¢;,] eine Homogenitétstransfor-
mation vom Typ

[P10W1y ooy PsOPs] = [@i,0%iyy ooy P10, ].

(30)  Parametersubstitution. n: B - A sei eine Abbildung. Ist dann

f eine homogene Funktion vom Typ

[@10%1s -5 PsOPs] =+> [@10¥1 - -5 PorO Yo ]
mit dem Parameterbereich 4, so ist f auch eine homogene Funktion
vom Typ

[@170Y1ny - vy PeROYeN] ++e> [@17OY17,y -+ oy PO Y]

mit dem Parameterbereich B. (Ist » epimorph, so gilt auch die
umgekehrte SchluBrichtung.) Der analoge Sachverhalt gilt fir
Homogenitdtstransformationen.

Der folgende Elementarprozess (33) ist der wichtigste, da er die
Koordinaten mischt. Das ihm zugrundeliegende Prinzip 148t sich beziiglich
beliebiger Mengen M,,..., M,; 8>2 wie folgt aussprechen:

(31) Durchlaufen i,,...,#%; t>1 eine Teilmenge der Indizes 1, ..., s,
in welcher der Index 1 nicht vorkommt, und ist

g: M,-lx ...XM@" - S(M,)
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eine Abbildung in die Gruppe §(M,) der umkehrbar eindeutigen
Selbstabbildungen von M, auf sich, so ist

fiMX...XMg>M,X...XxM,

vermoge f[xy,...,Ts] = [g[zil _____ "-i,l(wl)’ Zgy ..., %] eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung von M, X...X M, auf sich. (Die erste
Koordinate kann hier, bei Hilfssatz 2 und (33) natiirlich auch
durch eine andere ersetzt werden.)

Das Prinzip (31) fibhrt bei f zu weiteren Eigenschaften, wenn die
M; und g zusitzliche algebraische oder topologische Voraussetzungen
erfiilllen. Wir benutzen es in der Form von

HILFSSATZ 2. SiX...X83; 8>2 sei gegeben.

1) Ist g: 83 X...x 8 — 8 eine differenzierbare Funktion, fiir welche
1y .-y %5 t=1 eine Teilmenge der Indizes 1,...,8 durchlaufen, die den
Index 1 mnicht enthdlt, dann st

fir 8. X8 > 81x...x8
vermoge

(32) fildyy ooy @] = [g[Qil, ceny qu]'Ql’ Gay -ey qa]

ein Diffeomorphismus.

2) Istg': 8] X...x 83‘, — 8° eine differenzierbare Funktion, fiir welche
Jiy ey jey U =1 eine Teilmenge der Indizes 1,...,s8 durchlaufen, die den
Index 1 nicht enthdlt, dann vst

fa: SIx...x8 - 8ix...x8
vermoge
folars ooy @) = 09" 31y -5 G )y €2y -5 @]
ein Diffeomorphismus.
3) Sind g und g' zugleich gegeben, so ist durch

fal@ay ooy @1 = [90a5,s ooy G101 9 (@) -5 G ]y G2y o+ -5 Q)

ein Diffeomorphismus

fa: SIx ... x8 > 8ix...x8

gegeben.

‘Beweis. Die Differenzierbarkeit von f; folgt aus derjenigen von
g bzw. ¢’ sowie der Differenzierbarkeit der Quaternionenmultiplikation
auf 8°. Da 4,...,% bzw. j;,...,jr den Index 1 nicht enthalten, ist fj
eine umkehrbar eindeutige Abbildung. Die Umkehrabbildung entsteht
jeweils, wenn in der betreffenden Definition g durch § bzw. ¢’ durch g’
ersetzt wird, (Hier und im folgenden bedeutet der Querstrich iiber einer
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Funktion nach 8' oder S° diejenige Funktion, die jeweils die konjugierten,
also die inversen Werte annimimt.) Der Ubergang zum Inversen in §°
ist differenzierbar; also ist § bzw. §’ mit g bzw. ¢’ differenzierbar und
folglich (analog zu f;) aueh fi', q.e.d.

Aus Hilfssatz 2 gewinnen wir als Elementarprozef, das

(33) Anmultiplizieren homogener Funktionen (links, rechts oder beid-
seitig).

Fir Hilfssatz 2 seien die Funktionen ¢, vy, ..., @s, ¥s von A nach
8! gegeben. Im Falle 1) und 3) setzen wir voraus, da g eine homogene
Funktion vom Typ

(34) (@i, 0%iys oy P4 O Y] =+ [@rO91]
ist, im Falle 2) und 3), dal g’ eine homogene Funktion vom Typ
(@50 %y - P O Wy ] == [pr10%i]
ist. Dann ist im Falle 1) f, eine Homogenitidtstransformation vom Typ

(33,) [@10%1s «-s PeOWs] = [@1OV1, P20V, «.oy @O Ys],
im Falle 2) f, eine Homogenititstransformation vom Typ

(33) [‘Plo’i’lr veny ‘Pso'l"s] - [¢P101P;, P20¥2y ...y ‘Peo"ﬂa]

und im Falle 3) f; eine Homogenitatstransformation vom Typ

(335) [P1OW1y vy PaOWs] = [PL1OV1, P20 Yy «.vy PsOYs].

(Wegen Hilfssatz 2 mufl fiir Definition 2 nur noch die Homogenitéts-
eigenschaft von f,. nachgewiesén werden. Wir fiihren dies fir f, durch;
fir f, und f, erfolgt der Nachweis analog. Sei [¢,,..., ¢s]eSi % ... X8>
sowie aeA mit
(32) det _ , ’
fildes -y @6] = [g[qily ooy Q51 01y Qay ooy qsl = [q1y -y G5]

gegeben. Dann gilt:

filpi(a) gy pi(a), pa(a) gy pa(a), ..., @u(@) s ps(a)]

2 [9los, (0) 5, v, (), ...
ooy @i(@) gy, i, (@)] @i (@) ¢ yi(a), pa(a)- gz va(a), ]

2 [¢1(0) 911, -+ 241 F1(0) 91() €1 91(a), 92(a) - G2 w2 (a), -..
---’%(“)'Qa'fl’s(a')]

= [p1(a)-gLgs)s -y €] 01" ¥1(a), @2(@) g5 y2(a), ...
cory @s(@) g pa(a)]

= [p1(a) q1-v1(a), pa(a) - G2' ¥s(a), ..., @a(a) ¢o* va(a)].
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f1 hat also die verlangte Homogenititseigenschaft. Bei der Rechnung
haben wir von dem in (10) erwibnten Assoziativitdtsgesetz Gebrauch
gemacht.)

Aus der Differenzierbarkeit der Multiplikation in 8 und analog zu
dem fiir (33,) gefiilhrten Homogenitidtsnachweis erhalten wir den nichsten
Elementarprozess. 4

(35)  Produkt homogener Funktionen. @1, 91, ..., ¢s, ws; 8§ > 1 sowie ¢, y’
und a seien Funktionen von 4 nach S‘ g sei eine homogene Funk-
tion vom Typ

(95, O %iys -ovy 93,0 Py] -+ [¢7 0 0],
g’ eine homogene Funktion vom Typ

(@1, 0 %59 «ves wig'o'l’it'] 0> [aoy’],
Gyy oeey g3 21 und jy,...,Je;t > 1 mogen dabei je eine Teil-
menge der Indizes 1,...,$ durchlaufen. Dann ist
g-g: Six...x8 -8
vermoge
9'9' (4 -y 8] = glasy, .oy 4,19 (95,5 -+, @]
eine homogene Funktion ;rom TyYp [@10%1y ---) PsO W] =»=> [’ O9p'].

HILFssATZ 3. t, und t, seien nichinegative ganze Zahlen. Dann sind

die Abbildungen g 1,y 9i,t,s Gu,.5, Und gi 3, von 8 nach S* vermoge

A zt [Z ztz]
9yt [21, 2:] = ;/'—I“["lll*’_;‘lztlzl?’ gt1.t [21) 22] = ]/| ll| ,_‘_2'212
(36)
_ . [zl y zz] - — [zl ! 222]
gtl,tz [zli 22] - }/m ’ gilvtz [z” zZ] o m’
differenzierbar. |

Beweis. Fir [z, z,]e8° liegt [ 27, #2] zwar ia. nicht in &°, ist
a.ber von [0,0]eR* verschieden. Daher konnen die normierten Punkte

2], 2] Vit + 222 gebildet werden, welche in §° liegen.

Jede der Abbildungen gi, ‘7’ ist die Einschrinkung einer Funktion
R*—10, 0] > R*, welche durch dieselbe Formel (36) auf der im R* offenen
Menge ER*—[0,0] definiert wird. Dabei sind die reellen Koordinaten-
funktionen des Zihlers und der Ausdruck im Nenner unter der Wurzel
polynomial. Da der Ausdruck unter der Wurzel fiir Argumente aus R*—
— [0, 0] positiv ist, folgt, daB die betrachteten Funktionen R*- [0, 0]
— R* differenzierbar sind und daher analog zu (5) auch ihre Einschrén-
kungen ¢9'';', q.e.d.
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Hilfssatz 3 wird im folgenden zur Konstruktion homogener Funk-
tionen §° — §° verwendet. Die Bedingung t, > 0, {, > 0 ist dabei nétig,
weil fiir [2,, 2,]¢S° eine der komplexen Koordinaten Null werden kann.
Diese Einschriankung wird sich aber durch die Moglichkeit der Konju-
gation einer oder beider Zihlerkoordinaten als unerheblich erweisen.
Die Abbildungsgrade betragen (s. Franz [6], Olum [16]):

grad g; ., = grad gz, 7, = ¥ 153

(37)
grad gi, t, = grad 91,5 = —tits.

6. Diffeomorphismen zwischen Produkten
mit dreidimensionalen Linsenrdumen als Faktoren

SATZ 1. Ly (1) X Ly, (15) =~ 8% X Lipm, (1) fiir (my, my) = 1.
Beweis. Wir wihlen nach (12) und (13) e, = 1,5, = 0 sowie a,
und b, und werden mit ihnen die Folge der Homogenitatstransformationen

[0,01, 6220 052] i [¢,00,, 0220 652] 2 e [o,00,, 6,0,01]
5 101, 0,0,01]1 V[ay, 05]€Gn X G, = 4
konstruieren. Deren Komposition gemiafl (27) ergibt eine Homogenitéits-
transformation vom Typ

(38) [g,01, c200%2] > [1o1, 0,0,01] V[a,, 0,]eA.

Da 0,05¢G n,.m, gilt und die zweite Bedingung von Hilfssatz 1 wegen
My my = 1-(my-m,) erfiilllt ist, folgt die Behauptung dieses Satzes dann
aus Hilfssatz 1. (Alle homogenen Funktionen und Homogenititstrans-
formationen dieses Beweises haben A als Parameterbereich.)

Konstruktion von f;. Aus (ry, m,) ®1q folgt die Existenz eines
ganzzahligen ?, mit
(39) ty'rys = —1 mod m,.

Wegen m, # 0 konnen wir ¢, als nichtnegativ annehmen, da wir
sonst zu f, ein geeignetes Vielfaches von m, addieren und, weil die ent-
stehende Zahl ebenso (39) erfiillt, ¢, durch sie ersetzen koénnen.

Wir betrachten nun g, ,: 8° — §° gemiB Hilfssatz 3. Diese Funktion
hat fiir ¢ = [24, 2,]€S® die Eigenschaft

lo.T f
(36) [o3:21, 05°72-25°]

‘/Io,2 zll + 10,501'2 ztmz

(15)
gl,to(f"‘zzz'Q'dgz) = Gu,t,[0221, 02 2] =

- ¢
(39) (o321, 05°25"] (10) (21, 220] (36)

= —_— = = '02=91t(9)'02,
2 1912 2 {012 0
Viasf* + 12 ﬂli + 18]
2 — Dissertationes Mathematicae LXV wwa
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ist also homogen vom Typ
(40) [052-032) +++> [LO o).

Fassen wir g,,, als Funktion der zweiten Koordinate auf und mul-
tiplizieren sie gemiB (33,) von rechts an die erste Koordinate an, so erhalten
wir die Homogenititstransformation f, vom Typ [o;01, 0%20052] —
— [0,00,, 020 652].

Konstruktion von f,. Wegen (m,,m;) =1 und m, -m, #0
existieren nach dem Hauptsatz iiber simultane Kongruenzen nicht-
negative ¢, {, mit

1 mod m,, 1 mod m,,

t, = =
! 1—'012 mOd mz, 2 —(1—|—0,2) mOd mz.

Wir betrachten nun g, . gemif Hilfssatz 3. Diese Funktion hat
die Eigenschaft
[o‘s L2, 0oy 2]

t ¢ 2
ot zl.zll —{—Iaf'aéz'zéﬂ

Ju,1,(01°q 0p) = 91112[0'1 03 %1y 010y 2] = Vit

= [0,:03~ 2], 0,° 03" 2+ 22] —q, [, #2]
VI 4 ) V|z11 + |28

= 0,03 0,1, () 927,

ist also homogen vom Typ [¢,00;] «+»> [0, 0,0032]. Mit den nichtnegativen

0 mod m,, . 0 mod m,,

ty = .=
- bg mOd mz, b2 mOd mz

erfiillen, erhalten wir analog dazu eine homogene Funktion g, ,, vom Typ
[0,00,] »==> [G3201].

gt,t, und g. . fassen wir als Funktionen der ersten Koordinate auf
und multiplizieren gemiB (33,) g;,4, von links, g, . von rechts an die
zweite Koordinate an. So erhalten wir die Homogenitatstransformation
f. vom Typ

[0,0 0y, 0320 652] — [¢,0 Oy, 0y 0301].

Konstruktion von f;. Aus demselben Grund wie bei der Kon-
struktion von f, gibt es nichtnegative i, {; mit

. —1 mod m,, __ | 1 mod m,,
¢ 0 mod m,, o 0 mod m,.
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gs.1, hat die Eigenschaft
Gt5,t5(0102°9) = Gu 1[04 02" 21, 017 057 2,]
_ [oF-oia, o0 2s]  [0,2F, 0,0 28]
o ‘/la'ls.gtzs.zis|=+ o% - ol - 2oz o ,/%sp_i_ 2%
__EEl o o
= '/m 1 = Gt t:1q) 0y,

ist also homogen vom Typ [0, 0,01] ++»> [100,]. Mit dem nichtnegativen
t,, welches

t 0 mod m,,
"7 |—1mod m,

erfilllt, erhalten wir analog dazu eine homogene Funktion g, vom Typ
[0,° @017 «eo> [@,01].

gt t, und gy, . fassen wir als Funktionen der zweiten Koordinate
auf und multiplizieren g, , von links, g, . von rechts an die erste Koordi-
nate an. So erhalten wir die Homogenitdtstransformation f; vom Typ

lg,00,, 0y°0501] - [101, 04°0,01], q.ed.

Die Teilerfremdheitsbedingung von Satz 1 ist insbesondere erfiillt,
wenn m, = 1 gilt, d.h. wir erhalten

(41) 83X Ly (r) ~ 83X Ly(r') fir beliebige Ly (r), Ln(r'),

da nach Satz 1 beide Seiten zu 82 x L, (1) diffeomorph sind. Bei (41)
kommen auch Fille vor, fiir die L, (r) und L, (r’) nicht zum gleichen
Homotopietyp gehoren, beispielsweise L;(2), Ls(1) (8. (8)).

SaTz 2. Sind die natirlichen Zahlen m,, ..., ms; 8>2 paarweise
relativ prim, so gilt

Lin, (1) X Ling (79) X «oo X Lin, (7a) =~ 8YX ... X 85_1 X Ligm, (1)

Beweis. Wir erhalten die Behauptung, indem wir Satz 1 nacheinan-
der auf die Faktorenpaare 1,2 bis s—1, 8 anwenden. Fiir 8 = 4 erhalten
wir beispielsweise

Lin, (1) X Ly (72) X Ly (73) X Lim, (74) =~ NH X Loy my (1) X Ly (75) X Lim(74)
~ 83 X 82 X Lim.my. mg (1) X Limy (1) ~ 83X 83 X 83 X Lin,.my.mymy (1), q.0.d.
Sarz 3.
8% X Ly 1y (1) X Ling.ny (1) = 8% X Limg. ng (1) X Ling. ng (1)

fiir natiirliche Zahlen my, ny, mq, ng mit

(Mg, My) = (My, Ng) = (Mg, Ny) = (Mg, Bg) = 1.
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(Uber (m,, mg) und (n,, ns) sind keine Voraussetzungen gemacht.)
Beweis. Wir werden die Folge der Homogenititstransformationen

!
(lol, uy-v;01, !“3'1’301]—1> [101, ps0v,, 30 7s]
12 — 13—
3 [#2075, 2072, Mao”s}‘i[”zo”a, 20 Vg, figOve]
B (101, ps0vs, pgovs] {101, py-7501, pg-,01]

f
V [#2y vay pay val ‘sz Xan XGma xG"a =4

konstruieren.
Deren Komposition ergibt eine Homogenitatstransformation vom

Typ
(42) (101, 4y v,01, g v301] — [101, 37301, pa*v,01]
V [#2y vay 13, v3]ed.

Aus (mg, ny) = (m,y, ny) = 1 folgt die Existenz ganzzahliger u,, v,,
Ug, V5 Mit ‘
(43) uzmz‘l_'vznz == 1, usma‘*‘vana = 1.

Wir definieren

'no: Gl Xsz.nz XGma.'n,s i sz XGn2 XGm3 XGns
durch
No[1, 03, 03] = [ng-nz’ Uﬂztzimzy o»;’a"‘a’ o’;‘a""‘s]

und substituieren vermoge 7, gemilB (30) in (42) den Parameter. So
entsteht eine Homogenitidtstransformation vom Typ

[lol, ¢,01, 0,01] = [101, 632 ™ g33 ™01, 633 ™ 632 ™201]

Vv [11 02, 03]501 XGn12.n2 XGma-n3-

Wegen 032" e@,,, 053 ™ @y, ist 032 "2 033™ in G, n, enthalten. Analog

dazu gilt o3 " 032 "2 eGmy.n,. Da ferner 1-(my:ny): (Mg ny) = 1-(my-ny)-

-(mg-n,) gilt, folgt die Behauptung dieses Satzes dann aus Hilfssatz 1.
Konstruktion von f,. Aus (43) folgt

1 mod m,,
vz'ng—uz'm2 =
—1 mod 7.,
so dal
def . . .
(44) ¥y = Vg"Ng— Us"My  ZU My N, Telativ prim ist.

Die ganzen Zahlen a,, b, in (12) fur Ly, ,,(r;) konnen wir als a,
= Uy Ny, by = Uy m, wihlen, denn aus (43) folgt a,+b, =1 und aus
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(44) a;—b, = r,. Nach (38) gibt es eine Homogenititstransformation
vom Typ

[101, 0j?0052] = [101, 0,011 V[1, 0;]€Gy X Gy,

Durch Richtungsumkehrung gemif (26) erhalten wir daraus eine
Homogenitéitstransformation vom Typ

(45) [1o1, 0,01] — [101, 0520032 V[1, 0;]€Gy X Giny.ny -
Vermoge der Abbildung
N1} Gy X Gy X Qg X Gy — Gy X Gy,
welche durch
Nilpey v2y pisy ¥a]l = [1, pav,]

erkliart ist, substituieren wir in (45) den Parameter. Beriicksichtigen
wir, dafl nach (43)

1 mod m,, 0 mod m,
aE = b2 =
0 mod n,, 1 mod n

gilt, so erhalten wir daher eine Homogenitiatstransformation vom Typ

(46) [101, s v,01] — [101, py0%,] V[ thzy ¥2y pas ¥sleA.

Daraus gewinnen wir durch Verlingern gemii (28) eine Homoge-
nitdtstransformation vom Typ

(47)  [Llol, py 9,01, p3 v301]
— [101, pus0vs,y 3 v301] V {hay vz, pha, vale A.
Analog zu (46) gibt es eine Homogenitatstransformation vom Typ

[101, pg-v301] - [Lo1, pus0v5] V [fhey 2, ftay valed,

aus welcher wir durch Verlingern eine Homogenitédtstransformation
vom Typ

(48) [Lo1, uy0vy, pg v501]

— [101, ps0%s, i30v3] V [fh2) ¥2y fhay vs]e A
gewinnen.
Die Komposition von (47) und (48) ergibt die gewiinschte Homoge-
nititstransformation f, vom Typ

(49)  [101, py 9301, g vg01]
— [101, py0vy, psOva] V [H2, ¥, tay valed.

Konstruktion von f;,. Vertauschen wir unter Ausnutzung von
(Mg, ny) = (mg, n;) = 1 bei der Konstruktion von f, die Rollen von n,
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und ny, so erhalten wir analog zu (49) eine Homogenititstransformation
vom Typ

[1o1, ppv301, py-v,01] = [101, p30v5, 30 ]V [y, vy th3, va]€ 4,
aus welcher sich f; durch Ric'htungsumkehrung ergibt.

Konstruktion von f,. Wegen (m,,n,) =1 und m,-n, # 0 gibt
es nichtnegative ganze Zahlen ¢,,?, mit

t _| 0 mod m,, lO mod m,,
1 frmmnd

_1 mOd nz’ lmod'nz.

Dann ist g, ¢ eine homogene Funktion vom Typ

ty
[132095] o> [¥,011V [y, vg, fig, valed.
Wegen (mg,m3) =1 und mgz-n; # 0 gibt es ein nichtnegatives ¢; mit

|0 mod my,

ly

1 mod ng.

gty ist dann eine homogene Funktion vom Typ

[sa0vg] so> [10vy] V[ g, ¥4, g, valed.

g¢,,t, fassen wir als Funktion der zweiten, 91,1, als Funktion der dritten
Koordinate auf und multiplizieren g ¢ von links, g . von rechts an
die erste Koordinate an. So erhalten wir die Homogenititstransformation
f. vom Typ

[1ol, py0vs, pg0vs] = [¥20vsy t207s, aO¥a] V [pha, va, s, vale A.

Konstruktion von f,. Wenn wir (m,, ng) = (ms, ny) =1 aus-
nutzen, erhalten wir analog zu der Konstruktion von f, eine Homoge-
nitdtstransformation vom Typ

[1o1, us0s, u30v,] = [¥207s, H20vs, $30 2] V[ fhay vay s, v3]ed,
aus welcher sich f, durch Richtungsumkehrung ergibt.
Konstruktion von f,. g,, ist eine homogene Funktion vom Typ
[¥2093] +eo> [#30%5] V [p1, %3, p19, vs]lc 4.

Fassen wir sie als Funktion der ersten Koordinate auf und multiplizieren
sie von rechts an die zweite Koordinate an, so erhalten wir eine Homoge-
nititstransformation vom Typ

(50) [;zovs; 209, HgOvg] — [¥20 73, tha0vg, $a0vs] Vo, vy pha, valeA.

gia1 ist eine homogene Funktion vom Typ

[»s0 29 XD [_‘;301’2] V{pay vay ha, valed.
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Wir fassen sie als Funktion der ersten Koordinate auf und multiplizieren
sie von rechts an die dritte Koordinate an. So erhalten wir eine Homoge-
nitdatstransformation vom Typ

(51)  [v20wg, pa0vy, taOvs] = [¥20 vy, 30va, 30,1 V [y, ¥sy phg,y v3]e A
fs ist nun die Komposition der Homogenitdtstransformationen (50) und
(51), q.e.d.
SATZ 4. Zu 83X Ly, (ry) X ... X L (75); 8= 2 existieren natiirliche
Zahlen e,, ..., e,, die eine Teilerkette e,|...|e, bilden derart, daf
82X Liny (1) X « .. X Lin (75) =~ 83X L, (1) X ... X L, (1)
gilt.
Beweis. Wenn wir Satz 1 nacheinander auf die Faktorenpaare
1,2 bis 1,s anwenden, erhalten wir
83X Lip, (13) X «o. X L (75) ~2 8% X L, (1) X ... X Ly (1).

Im Falle s = 2 ist dann mlt 02 = m2 die Behauptung erwiesen. Sei

also im folgenden s> 3-m; —pl . Pz s 1=2,..,8; t=1; k=0
seien die Primzahlpotenzzerlegungen der m; durch d1e Gesamtheit aller
Primzahlen, welche mindestens ein m; teilen. (Wenn m, = ... = my, =1

gilt, nehmen wir irgendeine Primzahl und fiir alle Exponenten den Wert
Null.)

Sei jetzt j, und, was wegen s > 3 moglich ist, i, < ¢, gewidhlt. Dann

definieren wir m; — p.*'-... -pi® durch: ity = bigry» Kig, = Koy iy = by
in allen anderen Fillen, d.h., das System der m; unterscheidet sich von
dem der m; genau dadurch, daB

(52) zwei Primzahlpotenzen, die zum gleichen Primfaktor p; aber
verschiedenen XKoordinaten ; < ¢, gehoren, vertauscht worden
sind. Insbesondere gilt, wenn ¢ von 7, und ¢, verschieden ist,

(53) m; = m;.

Aus der Primzahleigenschaft der p; folgen die Teilerfremdheitseigen-
schaften

N ki N pkun ) = (2, pli | =2, plan] = 1.
/1 i1 = V1) =— 1] =
;?l’l ’ph ;clil"l ’ p71 ""‘ 571 ? p?] ’@Zjl b P?l

Da,raub folgt nach Satz 3: 8°XLy, (1)><Lm (1) ~ 83X Ly, (1)><
(1) und, da nach (53) fir die ubrlgen Koordma;ten m; = m., gilt
S me(l)x « X L (1) ~ 83X Lypy (1) X ... X L} (1). Schalten wir eine

geeignete endliche Folge solcher Diffeomorphismen mit der Eigenschaft
(52) hintereinander, so konnen wir die jeweils zu einem Primfaktor gehori-
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gen Exponenten k; beliebig permutieren. Insbesondere erhalten Wir
8% X L, (1) X in ( ) ~ S"XL 2(1) X ... X L (1) flr e; = phite ... ppt, -
wobe1 fiir alle ji: p# \ < p,sv d1e der GroBe nach geordneten p"zf
.. pfd sind. Wegen p52f| PPV gilt e,].. |es, q.e.d.
SATZ 5. Ly (7 ) X Ly (1) =~ Ly (1) X Ly (r) fiir (r, my-m,) = 1.
(Uber (m,, m,) ist keine Voraussetzung gemacht)
Beweis. Die Voraussetzung (r, m,-m,) = 1 hat nach (4) und (12)
zur Folge, daB es fir Ly, .m,(r) ganze Zahlen a, b mit a+b = 1modm,* m,,
a—b = rmodm,-m, gibt. Dann gilt auch
mod m,, mod m,,
a+b=1 a—b=r
mod m,, mod m,,
so daB wir a, b in (12) fir L, (r) und Ly,(r) verwenden konnen.
Wir werden die Folge der Homogenititstransformationen

b
[01001; 0201] [0'1001; ‘7200'1] —>[0200'2, 0'20'71]

->[o’2002, lo0,] _>[ozoa:, c,01]

’s B [e,01, 65062} Voy, 0,] €Gm, X G, A
konstruieren. Deren Komposition ergxbt eine Homogemtatstransformatmn
vom Typ

[o‘foa‘l’, 0,01] = [¢,01, g30 0] Vio,, 0;]€A.

Da ferner m,-m, = m, m, gilt, folgt die Behauptung dieses Satzes
dann aus Hilfssatz 1. (Alle homogenen Funktionen und Homogeni-
tatstransformationen dieses Beweises haben A4 als Parameterbereich.)

Konstruktion von f,. Wegen (r,m;) = 1 und m; # 0 existieren
nichtnegative 1, t, mit {;, = —1 mod m,, t2 r =1 mod m,. g, ist dann
eine homogene Funktion von Typ [c?06]+-+> [100;]. Fassen wir sie
als Funktion der ersten Koordinate auf und multiplizieren sie von rechts
an die zweite Koordinate an, so erhalten wir die Homogenititstransfor-
mation f, vom Typ [¢%006?, 0,011 = [6%0 a3, 0,00,].

Konstruktion von f,. Zu a gibt es modm,-m, eine nichtnegative
ganze Zahl t;. g . ist dann eine homogene Funktion vom Typ [o300,]
ssy [0300%]). Zu b gibt es modm,-m, ein nichtnegatives ¢,, zu —b ebenso
ein mchtnegatwes ts- g, 18t dann eine homogene Funktion vom Typ
[06506,] s+ [olo 02] gi,1s und g, . fassen wir als Funktionen der zweiten
Koordinate auf und mult1p11z1eren gt,.t; VO links, g, : von rechts an
die erste Koordinate an. So erhalten Wir die Homogenitatstmnsformation
f2 vom Typ [d}o0}, 6,00,] > [650 3, 0,00, ].

Konstruktion von f;. Analog zu der Konstruktion von f, gibt
es eine homogene Funktion vom Typ [o30 0] ++»> [Loo,]. Fassen wir
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sie als Funktion der ersten Koordinate auf und multiplizieren sie gemis
(33,) von links an die zweite Koordinate an, so erhalten wir die Homogeni-
tatstransformation f, vom Typ [of0 65, 6,00,] = [050065, 100,].
Konstruktion von f,. g;, ist eine homogene Funktion vom Typ
[10G,] -++> [0501] und, da 8* % §2°L! §3 mit id,s iibereinstimmt, sogar

(54) eine Homogenititstransformation vom Typ [1o0,] — [0,01].

Daraus gewinnen wir durch Verlingern die Homogenititstransfor-
mation f, vom Typ [o%0d}, 100,] - [6¥00s, a,01].

Konstruktion von f;. Die Homogenititstransformation f; vom
Permutationstyp [¢70 65, 6,01] = [6,01, 650 03] existiert gem. (29), q.e.d.

SATZ 6. Ist bei Ly, (1) X ... XLuy(rs); s>2 mindestens eine Ver-
drillungszahl r; modm; zu +1 kongruent und existiert ferner mindestens
ein Indexpaar iy, # iy mit (my, m;)) = 1, so gibt es eine Teilerkette e,|... e,
derart, daf

L (1) X oo X L (1) ~= 8*X Lg, (1) X ... X L, (1)

gilt.

Beweis. Im Falle, da3 ¢, mit einem der Indizes i,, i3 identisch ist
(0.B.d. A: i, =17, =1, 73 = 2), schlieBen wir folgendermafien:

Lml(rl) X Lmz(yz) X .o X L’ms(rs) (JN‘)' Lml (1) X -L‘m.2 (7'2) X ... X Lm,s(rs)

Satz 1
" 83X Ly (1) X Ly (T3) X . X L, (7).
Wenden wir auf die letztgenannte Mannigfaltigkeit Satz 4 an, so folgt
die Behauptung.

Im Falle, daBl 4, von ¢, und ¢; verschieden ist, konnen wir o. B. d. A.
i, = 1,4, = 2,43 = 3 annehmen. Wir werden eine ganze Zahl » mit

(55) (rymy-mg) =1
und
(56) r = r, mod m,

konstruieren. Dann folgt
Ly (71) X Liny (75) X Ly (73) X+ X Lin (75)

2 L, (1) X Lon, () X Lung () X+« X Lin (1)

P Ly () X Ling (1) X Ly (73) X - X L (1)

Sag ! Lnll (r) X 83 XLmz-ma(l) met!.(T‘) Keee X Lma(TS) ’
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und die Behauptung ergibt sich, wenn wir auf die letztgenannte Mannig-
faltigkeit Satz 4 anwenden.

Konstruktion von ». Im Falle m, = m, = 1 ist r = 1 moglich.
Im andern Fall seien m, = p¥iie.. opf1t, m, = p*21e o pFt 4> 185>0
die Primzahlpotenzzerlegungen von m,, m, durch die Gesamtheit aller
Primzahlen, die mindestens eine der Zahlen m,, m, teilen. Nach dem
Hauptsatz iber simultane Kongruenzen existiert fir j =1,...,% ein
7 mit
r, mod pg‘zf fir k,; > 0,

1 mod Pi fiir kzj = O,
denn die Moduln sind paarweise relativ prim.

Daraus folgt r = r,modp}?Vj, also (56). Wegen (ry, m;) =1 folgt
aus den simultanen Kongruenzen ferner, daBl r zu allen Primi'aktoren
Von m, relativ prim ist, also (r, m,) = 1. Zusammen mit (r, mz) = (1'2, my)
@ 4 ergibt sich dann auch (55), q.e.d.

SATZ 7. Lmpa(ry) X Lmy (1) X ... X Ly (1) & Lon (1) X Lipgyny (72} X .0 X
X Lmyn,(rs) fiir 8> 2, natirliche Zahlen m,, ..., Msy 0, Ny, ..., N mMit
N = Ng*..." Ng, (My, N) = (My, Ny) = = (mgy, ng) = 1, sowie im Falle
8 > 3 paarweise relativ primen n,. Femer maogen rl, oey Ts die Kongruenz-
bedingungen

1 mod m,, 1 mod m,, ) .
r, = r; = fiir © = 2 erfullen.
—1 mod n, — 1 mod n;,

Beweis. n, ... n; seien vermoge
(57) ni = nin;

definierte natiirliche Zahlen. Mit ihnen werden wir die Folge der Homo-
genititstransformationen
L' n,
{4109, pe01, . ’l*‘sO]-} [‘”'10",!‘20” yorey 4OV ]
! det
3 (101, paov z, sevy g0V S]V[”y By ooy Hs]€Gn X G X oo X Gy =4

konstruieren. Deren Komposition ergibt eine Homogenitdtstransformation
vom Typ

(58)  [m10v%, up01, ..., pus01]

"y ”;
= [0, pa0v %y oy OV TIV [y pyy ooy pis]e A
Wegen (m,;, n) = (my, ny) = ... = (m,, n,) = 1 existieren ganzzahlige
Uy seey Usgy gy ooy Uy Mt
Uyn =1 mod m,;, u;-n; =1mod m;

(59) fiir ¢ > 2.
v,'my =1modn, v;-m;=1mod n;
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Wir setzen

@y = Uy, &, = U;*N;

fir ¢ > 2
b, =v,my, b =0v;m;
und erhalten
mod m,,
a,+b, =1
mod »n

und wegen (m,,n) = 1: a;+ b, = 1 mod m,-n. Ferner gilt

1 mod m,,
a,—b, = also a;,—b, =r,
—1 mod n,

mod my,

mod »

und wegen (m,,n) = 1: a,—b, = r, mod m,*n. Analog dazu gilt fiir
1> 2: a;+b; =1 mod m;-n;, a;—b; = r; mod m;-n;. Daher kénnen a;, b;
in (12) fir L a(71)s Limy.ny(T2)y -+ 5 Lim,.n,(7s) Verwendet werden.

N Gy on X Gy X oo Xy = G X Gy X ... X Gy, s€l durch g [oy, ..., 05]
= [ov'™, of1'", 0y, ..., 0] definiert. Vermoige » substituieren wir in (58)
den Parameter und erhalten eine Homogenitdtstransformation vom Typ

b
[6Voa)l, 6,01, ..., 0501]

’ ’
vl.ml.n2 1}1'7111""

— [aflo1, 0,00y ) ceay 0500y NV [o1s...y04]
€@y .o X Gy X ooo XCmy .

Wir verifizieren jetzt, dal diese die Bedingungen von Hilfssatz 1 erfiillt:
ol = (oy)™ 1ist in Gn, enthalten. Wir setzen o; = ai-o?'ml'ni fir ¢ > 2.

ES gi].t O':; €Gml Ny da g;€ Gn;i und

vl.ml.n".
(60) g EG,%

’

VM- 0. (57) p,.m,. ) v
e €0 grmn (gMemyn = 1 = g,

gilt wegen (o,

Mit diesen o; erhalten wir fiir die rechte Seite der zu priifenden Homo-
genitatstransformation

vy My A UGy (59), (60)

(00)% = ali Mg o;
und
Y om0 s v emp .0 e (60), (59) v) - My .
(07)" = it (0, Y =1 (o et TET g ‘.

Ferner folgt aus n = ny ... Ng: (M N) My ...oMg = My (My Ny) ..o
“(mg:ng), so daB sich die Behauptung dieses Satzes aus Hilfssatz 1
ergibt.
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Konstruktion von f,. Wegen (m,,n) =1 und m,-n # 0 gibt
es nichtnegative ¢,, ..., %, mit
0 mod m,,
i =

n; mod n.

Die zugehdrigen g sind dann homogene Funktionen vom Typ

0
[#107] o0 [0w TV vy gy -.ey prs]ed.

Fassen wir sie als Funktionen der ersten Koordinate auf und multiplizieren
sie von rechts an die zweite Koordinate an, so ergeben sich die Homo-
genititstransformationen

n,
(09, piol] = [wov, piov ]y i =2,...,8, Vv, g, ..., s]ed.

Durch Verlingern erhalten wir daraus die Folge der Homogenitéitstrans-
formationen

o

[#10v, #a0l,y .ovy tts01] = [p,0v, p0v %, 301, 0., ps01] —> «+-
n 51

— [p0v, p0v %5 oiny @5 109 77,y ps01]

ny "
—> (0%, 0¥ "y oy psOV IV vy pyy ey psled,
deren Komposition f; ergibt.

Konstruktion von f,. Im Falle s > 3 betrachten wir die Zahlen
Mg oo Mi_1, M3 3 <1< 8 Diese sind nach Voraussetzung zueinander
relativ prim. Nach (38) gibt es daher jeweils eine Homogenitatstrans-
formation vom Typ

(61) [tiol, »;01] — [Lol, 7y »;01] V[1i, vi]€Gn,e . un;_y X G,

ni: G“Z X s X Gns — G"’z"""n”i-l XG’"I‘, Sei dl]I'Ch 773', [V2’ ceey ‘1’3] == [1’2' ces® 1’1;_1 ’vi]
definiert. Vermoge 7; substituieren wir in (61) den Parameter und erhalten
Homogenititstransformationen vom Typ

[vge ...ov;_,01,v;01)
—>[lol,»ye...o»01]V ¥y, ..., vs)eGn, X ... XGr; 1 =3,...,8.

Durch Verlingern erhalten wir daraus die Folge der Homogeni-
tatstransformationen

(62) [v,01,v301,...,%01] - [101,v,-v301,»01,...,7,01] — ...
'—>[101, ceey Voo ...'1’5_101,1’301]

—[1ol,...,101, 90 ...+ 901 Vv, ooy ¥5]€Gp, X ... X G
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Die Projektion von 8x...x83 auf die letzte Koordinate ist eine
homogene Funktion vom Typ

(63) [lol,...,101,wse ... %,01]

vee) [1’2- ...“szl]V[Wz, ey 'vs]fanx soe xGn

s’

so daB wir aus der Komposition von (62) und (63) eine homogene Funktion
vom Typ

(64)  [7,01, %301, ..., 9501] eee> [#5... *90 1] V[wg,y ooy #5] €@y X ... X Gy

erhalten.

Im Falle s = 2 ist (64) trivialerweise durch die identische Abbildung
von 8% auf sich gegeben. Aus (57) und der paarweisen Teilerfremdheit
der n; fir s >3 folgt (n;,m;) =1; i =2,...,s. Daher existieren ganz-
zahlige I; mit

(65) l;-n; =1 mod n;.
Wegen (m;,n;) =1; ¢>2 und m;'n; # 0 gibt es nichtnegative
iy by mit
0 mod m;, 0 mod m;,
1‘2 -

S~
<.

—1; mod n;, l; mod n;.

Die Funktionen Gt; . sind dann wegen vnieGni homogen vom Typ

iy
n'i _n;.-li .
[piov “Tee> [v " "01]V v, iy, .oy ptaled; 22,
Mgy, 1, : 8% ... x8% > 83 x...x8 ist folglich eine homogene Funktion

vom Typ

’
"

'né n; _né.lz —ng -l
(66) (4209 %y oouy phsO¥ ] eeed [¥ ol,...,v O1] Vi, phyy ...y psled.
;"”g‘ls]
definiert. (Diese Definition ist wegen (En")”i ‘@ 3" — 1 moglich.) Vermége

7’ substituieren wir in (64) den Parameter und erhalten eine homogene
Funktion vom Typ

] , _m 1y
7't A > Gy X ...XGy, sei durch 5'[v, gy, ..., ps] = [v 2,...,

8 ’
’ n..l
—_ _'ns-ls

‘. S Y
(67) [»2 lzol,...,v 017> [»'=%  01]V[v, ttyy ..., psled.
Aus (57) und (65) folgt m;-l; = &5 mod n;; ¢ >2, j=>2. Also gilt

(68) Mnili= D oy =1modn; j>2.
=2 =2
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Da die n; fiir 8 > 3 paarweise teilerfremd sind, folgt aus (68) und
n = nz'.-"ng:

jné'li = 1 mod n.

1=2

Die Komposition von (66) und (67) ergibt unter Beriicksichtigung
dieser Beziehung eine homogene Funktion vom Typ

-n'2 'n; -
(12052, 1.y 407 ] w20 [FOLTV [, fiy ooy ] €A

Fassen wir sie als Funktion der Koordinaten 2, ..., s auf und multiplizieren
sie von rechts an die erste Koordinate an, so erhalten wir die Homogeni-
titstransformation f, vom Typ

n, n,
2 8
[#107y p20¥ %y uvy 50 7]

- [p01, 1“20”“2’ ey l‘so"ns] Vv, oy ooy psled, q.ed.

SATZ 8. L, .n(r)) X Limy(1) ~ Lm,.n(71) X L, (1) fiir natiirliche Zahlen
My, Mg, B Mit (My, n) = (my, n) = 1. Ferner mogen r, und r, die Kon-
gruenzbedingungen r, =1 mod my, r,-(a+b) = a— b mod n, r, = 1 mod m,,
ry-(a+b') = a—b" mod n erfillen, wobei a, b, b’ ganze Zahlen sind, fiir
welche

(a+b,n) =(a—b,n) =(a+byn) =(a—-b,n) =1

gilt.

Beweis. Wir werden die Folge der Homogenitdtstransformationen

e ! / :
[p1-7°09°, 43011 > [1-9%0°, py09] 3 [y-9%09", pgov]
! a 4 def
> [py¥ O”ba.“aol]v['ﬁl‘u#z]fan X Gy X Gon, =4

konstruieren. Deren Komposition ergibt eine Homogenitatstransformation
vom Typ

(69) [p1-9* 0% 301 = [y-9%09", 4,011 Vv, g, paleA.

Wegen (m,,n) =1 gibt es eine ganze Zahl » mit %-n = 1modm,.
Aus (m,,n) = (a+ b, n) =1 folgt die Existenz ganzzahliger v,,v; mit
(70) o) my-(a+ ") =1 mod n.

Wir setzen a{’ = u-n+o{) -my-a,b) = o7 m,-»? und erhalten
mod m
a(ll)+ bgl) = 1 1

mod n

und wegen (m,,n) =1
(71) a"+ b’ =1 mod m,-n.
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Ferner gilt

(72) af) — b’ =1 =r, mod m,,

sowie a)— b == o) m,- (a— b)) = o m,- (a4 b)) #{? mod n, also we-
gen (70)

(73) a{"—b) = r{? mod n.

Die Beziehungen (72) und (73) ergeben wegen der Teilerfremdheit
von m, und »

(74) a{?— b\ = +{) mod m,-n.

(71) und (74) zeigen, daB a{’, b{" in (12) fiir L ..(r{") verwendet
werden kénnen

N Gy .n XCmy = G X Gy XA,

sei durch %[0, 0,] = [o]1'™, 6} ", 0,] definiert. Vermige 5 substituieren
wir in (69) den Parameter und erhalten eine Homogenitédtstransformation
vom Typ

U-N+v)-Mm -

[P oo, 0,01] — [6} b

o ay y 02011 Va1, 6.1€@m .0 X, .

Wir verifizieren jetzt, daB diese die Bedingungen von Hilfssatz 1 erfiillt:

Aus (m,,n) = 1 und (v;, n) = @, folgt die Existenz eines ganzzahligen
v mit

(75) v =1mod m,, v:v; =0v, modn.

Fir o, ot 1€Gm,n gilt

s V- (u-n+v) M -0) ryw-u | m P () un my.v.a % ntvym-a
o, =0 = (o7) T+ (on 1) =0, 0,11 =0 1™
und
b v.v, -my b v.0, . b
9 1M m 1'% m, v, b
o =0 = (o1* =o'

bei der rechten Seite der zu priifenden Homogenitatstransformation.
Ferner gilt (m,-n)-my, = (m,-n) -m,, so daB die Behauptung dieses Satzes
aus Hilfssatz 1 folgt.

Konstruktion von f,. Wegen (atb,n) = (m;,n) =1 und m,'n
# 0 gibt es nichtnegative ¢,,t, mit

t, =0mod m,, ¢ -(a+b)=1modn,
t, =0mod m,, {(a—bd)= —1modn.
i1, ist dann eine homogene Funktion vom Typ

(909" ] ++> [109] Vv, iy, po]eA.
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Wir fassen sie als Funktion der ersten Koordinate auf und multiplizieren
sie von rechts an die zweite Koordinate an. So ergibt sich die Homo-
genititstransformation f, vom Typ

[i1-9%09°, 43017 > [1-9%09%, 4091 Vv, oy, e A

Konstruktion von f,. Aus (a4bd'y,n) = (my,n) =1 und m, n
# 0 folgt analog zu der Konstruktion von f; die Existenz einer Homo-
genititstransformation vom Typ

(19" 09", p01] = [y 3" 00", p0v] Vv, iy, ] e 4,
aus welcher sich f; durch Richtungsumkehrung ergibt.

Konstruktion von f,. Wegen (m;,n) =1 und m,-n # 0 gibt
es nichtnegative t,, t, mit

0 mod m,, . 0 mod m,,
—~b+b modn,  |b+b modn.

ty =
91,1, ist dann eine homogene Funktion vom Typ

[#209] > "0 1V w, py, pa]eA.

Fassen wir sie als Funktion der zweiten Koordinate auf und multiph'zieren
sie von rechts an die erste Koordinate an, so erhalten wir die Homoge-
nitdtstransformation f, vom Typ

[u1:9°09", pa0v] —> [uy-v%0 0", 4091 Vv, gy, psled, qeed.

7. Ditfeomorphismen zwischen Produkten
mit dreidimensionalen Linsenrdumen
und zweidimensionalen Sphidren als Faktoren

HILFSSATZ 4. Sind a, b, ¢ ganze Zahlen, so gibt es homogene Funktionen
vom Typ

[2°01] «eo> [2"%02° %]  wnd [102°]«-+> [2" %02°%] VeeSt.
Beweis. Fir b4-¢>0, b—c>0 ist gy, cpc, fir b+¢c=>0,b—c<0
ist gbicop, TUr b+c<<0,b—c> 0 ist g_pige_c, flir b+¢<0,0—¢<0
ist g_@rg,c—s eine homogene Funktion vom Typ

(76) [2%01] «+o> [2° 902°"*] Vzelt.
g:1 ist eine homogene Funktion vom Typ

(77) [102%] o> [2%01] VzeSL.
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Die Komposition von (77) und (76) ergibt eine homogene Funktion
vom Typ

[102%] -+s> [2"%02° %] V28, q.e.d.

HILFSSATZ 5. a,b,c,d seien ganze Zahlen mit (a+b,c+d) = (a+
+b,c—d)=(a—b,c+d) =(a—b,c—d) =1. Dann existiert fiir belie-
bige ganze Zahlen e, f eine homogene Funktion vom Typ

[2%02°, 2°02%] voey [£P02]] V2elt.

Beweis. Fira+b>0,a—b>0ist go_p a4, fir a+56>0,a—0<0
ist g5—z.arb, fir a+b<0,a—b> 0 ist go_b, a7y, fiir a+-5<0,4—5<0
18t g5—a_@rs eine homogene Funktion vom Typ

(78) [2%027] +ov> [2@FD @D 51] Vzest.

Durch Verlingern erhalten wir daraus eine homogene Funktion
vom Typ

(79) [2%02°, 2°02%] ceos [20TD =001 2f02%) V2e .
Analog zu (78) gibt es eine homogene Funktion vom Typ
[2°02%] ooy [2CTD D517 V2e 8,
aus welcher wir durch Verlingern eine homogene Funktion vom Typ
(80)  [£@FD Vo1 2£02%] ey [0 B-bo1, 4D C-D 5172 St

gewinnen. Wir setzen % = (a+b)-(a—b),v = (¢c+d)-(c—d) und er-
halten als Komposition von (79) und (80) eine homogene Funktion vom
Typ
(81) [2%02°, 2°02%] «eo> [2"01,2°01]V2el .

Aus der Definition von # und v sowie den vorausgesetzten Teiler-

fremdheitseigenschaften folgt (u,v) = 1.
Daraus ergibt sich weiter

(82) (wyutv) =1
sowie
2, wenn %, v beide ungerade sind,

(83) (ut+v,u—v)=
1, wenn % # v mod 2.

Wegen (83) gibt es ganze Zahlen {,, {, mit ;- (v +v)+ty-(u—v) = 2.
Dann gilt fir ¢ =¢,-(u+v) = 2—1t,- (u—0)

(84) mEIO mod (u#+v),

2 mod (u—v).

3 — Dissertationes Mathematicae LXV
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Aus (82) folgt (u, u2—22?) = 1. Daher gibt es ein ganzzahliges ¢; mit
(85) ty-(u2—2?%) =1 mod u.

Yy = x+13-(1—x)-(u2—o?) erfilllt die Kongruenzbeziehungen
(86) y—)O mod (u+v), y_ 2 mod (u—v), y(ass)w—{—(l—m) =1 mod «.

Nach Hilfssatz 4 gibt es homogene Funktionen vom Typ

[2“01] «es» [2¥01] und [2°01]-.s) [102"” ]VzeS .

Deren Produkt gemill (35) ist eine homogene Funktion vom Typ
(87) [2¥01,2°01] +eo» [2¥02"] V2 .

Wegen (86) gibt es ganze Zahlen i,, {; mit
(88) Yy =1, (u+v), y—2=1t-(u—0).

Fir t,>0,%,>0 ist g, fir t,>0,t,<0 ist g, 7, fir £,<0,
ts=>0 ist g 7 ¢, fir £, < 0,7, <0 ist g_7 7 eine homogene Funktion

vom Typ
(89) [2%02"] «eey [Y 102] VoS .
(Im Falle t,>0, t;>0 ergibt sich die Homogenititseigenschaft
fir ¢ = [2y, zg]eS3 aus
o, u—o 36) {z‘4'(“+”).z§4, z‘s-("—”).z;s]

‘%14 R ‘2| =
1) 2] '/Iz;4.(u+v)_zi4|2+ lzts-(u—v)_zéslz

) [z”.th, —2.z§5] a9) =y [z zz 51
V81 + |15 VIl + 25

der Nachweis in den iibrigen Fillen verlduft analog.)
Die Komposition von (87) und (89) ergibt eine homogene Funktion

vom Typ
(90) [2¥01,2°01] +e0» [2Y '02] V28 .

.‘l¢4¢5(z q z) = 914 ts[2

(36) _
e=2""g, (9%

Nach (86) gibt es eine ganze Zahl t; mit 1—y = t4-u. Folglich
existiert nach Hilfssatz 4 eine homogene Funktion vom Typ

(91) [2“01] s> [L02" Y] V2zelS .

Bilden wir gemif (35) das Produkt der homogenen Funktionen (91)
und (90), so erhalten wir eine homogene Funktion vom Typ

(92) [201,2"01] «e»y [102] VzeS .
Ferner existiert nach Hilfssatz 4 eine homogene Funktion vom Typ

(93) [Loz] -+ [2°02'] VzeS .
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Die Komposition von (81),(92) und (93) liefert eine homogene
Funktion von demjenigen Typ, wie er in der Behauptung verlangt ist,
q.e.d.

SAaTz 9. Es gilt
8% X L, (1) X Liny (73) X Liny (75) =~ 87 X 8* X 8 X Lyn) . my . my (1)
fiir (my, my) = (m,;, mg) = (Mmy, mg) = 1.
Beweis. Wegen (m,, m;) = 1 gibt es ein r; mit

r, mod m,,
(94) r1 =11 mod m,,
1 mod 2.

(Die Kongruenzeigenschaft mod2 ist von selbst erfiillt, wenn eine der
Zahlen m,, m, gerade ist, da dann (r), 2) = (r}, my) = (r,, m) 2 1 oder
(r,2) = (r1, my) = (1, my) =1 gilt. Sind m, und m, beide ungerade,
so kann sie fiir den Hauptsatz {iber simultane Kongruenzen zusitzlich
gefordert werden.)

Aus (94) folgt
(95) (r1, my) = (11, mg) = (71, 2) = 1.

Zusammen mit (m,, m,) = 1 ergibt sich daraus analog zu (94) die
Existenz eines r, mit

1 mod m,,
, r, mod m,,
96 = ,
(96) "2 1 mod r,,
1 mod 2.
Wir haben folglich
(97) ('r':” m,) = (Téa my) = (’I‘;, 7;) = (7‘;, 2) =1.
Da 7, und 7, nach (95) und (97) ungerade sind, sind
4 — 147, b 1—r, . _ 14m . _1-n
1= 2 ’ 1 — 2 ’ 2 — 2 b 2 = 2

ganze Zahlen. Sie erfiillen
(98) @, +b; =a,+b, =1,

94 96
a—b, =7, L r, mod m,, a,—b,=r,Lr, modm,,

konnen also in (12) fir Ly (r,) und Ly,(r;) verwendet werden. Wegen
(mq, my) = 1 gibt es ganzzahlige %, v mit

(99) u'my, =1mod m;, v-m; =1 mod m,.
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Mit den bis jetzt bestimmten Grofen werden wir die Folge der Homo-
genititstransformationen

b by N1 -, - b b
[201, ajloa}l, 652002} = [2007 " 05", 610 a}!, 0320 052)

b - - . . )
2 [zoor™ 657, 2™ 0™ 6220 622)

2 w . . : .
3, [zoor™ 077, 2" Mol M %™ )

A v - : . . .

B ooy 077 2™ o™t 2™ %2 0™ 0]

Is - — . b . .b

= [o7% 07701, 4" M0 "1, 2™ 202™ 2]V [2, 0y, 03] €8" X Gy X,

konstruieren. Deren Komposition ergibt eine Homogenitéitstransformation
vom Typ

b b
(100) [201, oY oay!, 0320 052]
— - . b . .
— [oT% 0701, 2™ %102™ 0 2™ %20™ 2]V [z, gy, 03] €8 X Gy X G, -

@y, by seien fir L, (r;) gemdl (12) gewdhlt. Vermoge der Projektion
von 8 XGn, XGpmy XGp, nach 8 XG@n XGn, substituieren wir in (100)
den Parameter und erhalten durch anschlieBendes Verlingern eine Homo-
genititstransformation vom Typ

(101) [201, dflodd, o200, 620 g§3]

My by

—U — Mo - my - b
—[o7% 0;"01,2™ %102 1-%2

mi.a a b
y2 17202 033003°] V [2, 0y, 03, 03]

e8! X Gy X Gy X G,

Da nach Voraussetzung (m,:ms., ms) =1 gilt, gibt es nach (38)
eine Homogenitiatstransformation vom Typ

[o01, a‘;aoaga] - [101, a-oalol] Vo, 03]1€Gn,.m, X Gy«

0t 8 X Gy X Oy X Gy —> Gy .y X G, s€i  durch [z, 0y, 04, 04]
= [o7 "% 07", 03] definiert. In der zuletzt genannten Homogenitatstrans-
formation substituieren wir vermoge # den Parameter und erhalten
durch anschlieBendes Verlingern eine Homogenitdtstransformation vom
Typ
(102) [oT% 07 01, 2™ Mo2"™ M, 2™ %202™ Y% o0 als)

—[lol, 2" %o ", ™M %202™ " 67" 077 0,01]V [z, 0y, 0y, 0y]
€8 X Gy X Cy X G
Nun gilt

(m2'(a1+b1), my-(ay+ bz)) & (mg, m;) =1,
(mg: (@y+by), My (a3 —b) e (Mg, My 1s) @ 1,
(m2°(a1—b1)7 my (G + bz)) @ (mz-r{, ml)(.g——s) 1,

(98) ’ 7. (95),(97)
(’mz'(‘h—bl): ’m1'(a2—bz)) = (mg 1y, myry) = 1.

(103)



7. 3-Dimensionale Linsenrdume und 2-dimensionale Sphiren 37

Daher gibt es nach Hilfssatz 5 eine homogene Funktion vom Typ
(104) [2"2 %022 b, ™ %20 ™ 2] (i [201] Vze S,

oder, wenn wir den Parameter vermoége der Projektion von §' X @, X
X Gmy X Gm, nach S8' substituieren: V{z, gy, 03, 0318 X Gy, X G, X Gy -
Wir fassen (104) als Funktion der zweiten und dritten Koordinate auf
und multiplizieren diese von links an die erste Koordinate an. So erhalten
wir eine Homogenitdtstransformation vom Typ

(105) [Llol, 2™ M10z™ 0, 2™ %20, %2 g7%. g7% g401]
— [z01, 2" M0g™ 0 2™ %00 6% 670 6,01V [2, 0y, Gy, O]
8" X Gy X Gy X Gy -
Nach Hilfssatz 4 gibt es (s. (104)) homogene Funktionen vom Typ
[201] -+ [Loz ™2 1],
[201] --0> [27™2"10 1]V [2, 0y, 03, 05]€8" X Oy X Gy X G,

Wir fassen sie als Funktionen der ersten Koordinate auf und multi-
plizieren die erste von links, die zweite von rechts an die zweite Koordinate
an. So erhalten wir eine Homogenitdtstransformation vom Typ

(106) [201,2™ 1020 ™M %0™M %2 7% 7% g,01]
—[201,101,2™ %202™ %, 67% 0;7-0,01]V [2, 0y, 03, 0]
€8 X @) X Gy X G,

Verfahren wir mit der dritten Koordinate analog, so erhalten wir
eine Homogenitdtstransformation vom Typ

(107) [zol,101, 2™ “202™ % 7% 67" 0501]
—[z01,101,101, 07" 67" a301]V [2, 0,, 04, 04]
€8 X Gy X Gy X Gy .
Die Komposition wvon (101),(102), (105), (106) und (107) ergibt

eine Homogenitatstransformation vom Typ
[z01, dlod¥, 6520022, 6330 623]

—[z01,101,101, 07" 077063011V (2, 0,, 03, 0,]
€8 X Qrny X Crpy X G,
Da bei dieser o7 07" 03¢Gm .my.m, gilt und m;-my-mg =1-1-

‘(mymy-my) erfillt ist, folgt die Behauptung dieses Satzes dann aus
Hilfssatz 1.
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Konstruktion von f;. Analog zu (40) gibt es homogene Funktionen
vom Typ

™ 0g1] .0 0,01
(108) [0)'0a)!] [o,01],

[06220082] «o»> [100,] V[2, 01, 0] €8 X Gony X G, iy

Deren Produkt ist eine homogene Funktion vom Typ
(109) [6M06%, 6220 052] ey [0,00,1V [2, 0y, 05]cA.
Wegen (mq, my;) =1, m,~m, # 0 existieren nichtnegative ¢, ¢, mit
—u mod m,, . -+ % mod m,,

t, = =

— v mod m,, — v mod m,.
gt,,1, ist eine homogene Funktion vom Typ
(110) [o,00,] «+> [1007 ¥ 07 "1V [2, 0y, 05]€A.

Die Komposition von (109) und (110) ergibt eine homogene Funktion

vom Typ
[efodh, 0220 0%2] 0 [10 07" 05°1V[2, 01, 0,]cA.

Fassen wir sie als Funktion der zweiten und dritten Koordinate auf und
multiplizieren sie von rechts an die erste Koordinate an, so erhalten wir
die Homogenititstransformation f, vom Typ

b b .
[201, cfl06%, 0220 052] — [2007 % 057", afloall, 6320 022] V [2, 0y, 0,]€A.

Konstruktion von f,. Wegen

i8t gmy.ap,my.a, LT My @y > 0, §_aza, _imga, TUr my* @, < O eine homogene
Funktion vom Typ [200; “ 05 "] [¢"2 00y "]V [2, 0y, 0,]€A. Ana-
log dazu gibt es eine homogene Funktion vom Typ

[2007 % 07°] <> [07M102™ 11V [2, 0y, 0,]€ 4.

Wir fassen sie als Funktionen der ersten Koordinate auf und multiplizieren
die erste von links, die zweite von rechts an die zweite Koordinate an.
So erhalten wir die Homogenitdtstransformation f, vom Typ

[c007" 07", ofloalt, 020 0}2]
—[2007% 057, 2™ 02" 6720082V [z, 0y, 0,]cA.
Konstruktion von f;. Wir nutzen
(99 | 0 mod m,,

My v =
1 mod m,
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aus und erhalten fy, wenn wir das Verfahren der Konstruktion von f,
analog auf die dritte Koordinate iibertragen.

Konstruktion von f,. Aus (103) folgt nach Hilfssatz 5 analog
zu (104) die Existenz einer homogenen Funktion vom Typ

[zmz'alozmz'bl, zml'azozml'bz] vee) [10 E]V[Z,.Ul, az]sA,

Wir fassen sie als Funktion der zweiten und dritten Koordinate auf
und multiplizieren sie von links an die erste Koordinate an. So erhalten
wir die Homogenitidtstransformation f, vom Typ

[ZO 01—""0'3_”, sz‘alozmz‘bl, zml.azozml.bz]
> [Loar™ 077 2™ %o2™ " ™M %20™ 2]V 2, 0y, 0,]cA.

Konstruktion von f;. g,i ist analog zu (54) eine Homogenitits-
transformation vom Typ

[LooT™ 05;°] = [o7 “ 07011V [z, 0,, 05]€A.

Daraus ergibt sich f; durch Verlingern, q.e.d.
SaTZz 10. Sind die natirlichen Zahlen my, ..., ms; 8> 3 paarweise
relativ prim, so gilt:
8 X Ly (P) X oo X L (75) ~ 8 X 87X ... X 85_1 X Lygm,(1).

Beweis. 82X L (1)) X <. X Lim, (rs) % 8 X 83 X 83 X Lim, .y my (1) X

X Lim, (74) X+« o X Ln (7s) ST PP x ... xS, X Lim,(1), q.e.d.
SATZ 11. Es gilt

8% X Lim, (71) X Ly (r2) X Ly (73) ~ 8° X 8° X Lyn;.my (1) X Limy (1)
fiir (mq, my) = (my, mg) = 1. (Uber (m,, my) ist im Gegensatz zu Satz 9
keine Voraussetzung gemacht.) ‘

Beweis. Bis einschlieBlich (100) wurde im Beweis von Satz 9 m,
und insbesondere (m,, my) = (m,, my) = 1 nicht verwendet. Wir konnen
daher die Bezeichnungen und Ergebnisse desselben bis (100) iibernehmen.

Bei (96), (97) konnen wir r, so wihlen, daB

(111) (r2; mg) =1
gilt.
(Denn, da m,, m,, 2 und wegen (r],2)= 1 auch , von Null ver-

schieden sind und 7, nach (97) zu m, -m,-r, -2 relativ prim ist, gibt es
ein r mit
’ (55)
(112) (rymg-my-my-[r]-2)=1
und
(56) '
(113) r = r, mod m,-my-|r|-2.
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r hat wegen (113) ebenso wie 7, die Eigenschaften (96), also auch (97).
Zusitzlich folgt aus (112) aber (r,ms) =1, so daB wir, falls 7, nicht
ohnehin (111) erfiillt, r, durch r ersetzen konnen.)

Ferner iibernehmen wir aus dem Beweis von Satz 9 (103) und erhalten
analog zu (104) aus Hilfssatz 5 eine homogene Funktion vom Typ

[2M2 o™ 01 ™ %0 ™ 02 oy [102™] V2, oy, 03] €8 X Gy X G, -

Wir fassen sie als Funktion der zweiten und dritten Koordinate auf und
multiplizieren sie von rechts an die erste Koordinate an. So erhalten wir
eine Homogenititstransformation vom Typ

(114)  [o7%-07%01, 2™ M10z™2 01 2™ %2 0p™ b2
> [o7 ¥ 077 02™, 2" o™ %, M 20 ™M 2V 2, 0y, 0,]€8" X Gmy X G, -

Fir a,>0 ist gz a), fir a; <0 ist g_,, o, eine homogene Funktion
vom Typ

(115)  [o7%-0;702™] «+0> o} -0y 02" ™ MV (2, 6y, 0,]€8' X G X Py
Analog dazu gibt es eine homogene Funktion vom Typ
(116)  [o7% a7"04™] > [ ™ Y100} - 07 MV (2, 01, 03] €8 X Gy X Gy -

Fassen wir sie als Funktionen der ersten Koordinate auf und multi-
plizieren die erste von links, die zweite von rechts an die zweite Koordinate
an, so erhalten wir eine Homogenititstransformation vom Typ

(117)  [o7 % 073" 02™2, 2" 2% 0™ Mro20 ™ 2]
—[o7% 07 "02™, oV Mgy %0 oo}, 12 0™ 21V 2, 0y, 0,]
GSI XGml Xsz-

Wegen (7], m*m,) %) 1 und der Definition von a., b, gibt es nach
(40) eine homogene Funktion vom Typ

(118) ("0 4"] -eo> [Lou] Vit €Grpm,

Mm: 8 X @ XCpy > G m, sei durch 7,[2,0,, 0,] = oY o} definiert.
Vermoge 7, substituieren wir in (118) den Parameter und erhalten eine
homogene Funktion vom Typ

[a¥%. 60 %0 g% 60 weny [1o oY 0} V2, 0y, 05]S X Gy X G, .

Fassen wir sie als Funktion der zweiten Koordinate auf und multi-
plizieren sie von links an die erste Koordinate an, so erhalten wir eine
Homogenititstransformation vom Typ

(119)  [o7* 07" 02", oV ™ af Moo} "1 af P, 220 ™2

o . . . : )
—[102™, of M-0} "0 0 bl'o'; bly &1 %2 02™ bz]V[z, Oy Uz]ESIXGMXsz‘
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Die Komposition von (100), (114), (117) und (119) ergibt eine Homo-
genititstransformation vom Typ

(120) [z01, cf106d!, 020 052]
— [1o2™2, o} M.g) Mo 1.6l 01, 2™ %20 ,™ %2 V2, a,, 0,]€8" X Gm. X G, .
)y O1 2 1 2 y 01y 02 1 9

ag, by seien fir L, (r;) gemidB (12) gewihlt. Wir werden die Folge
der Homogenititstransformationen

[201, o100y}, 0520632, 0§30 03]
L]
,1

m, : : . b : :
A [102™, g% ™. g0 %0 gt 016201 M 82 6,™ ”2’ 0'5300'23]

/.
2 . . . . .a . [/
2 [og02™, ¥ ™60 %0 gt 01 g7 bl’ 2™ a2 o M bz, 030 03]

3 [0402™, o M- 60 Mol gl 0, M 020 ™0 5~ M Bag ™2 bs)
2 [0502™, o} Mgy Moo} Mol M, 2™ P20™ P2 201]

5 (6,01, 60 ™0y P06} 1 ay 1, 2™ %20 2™ 02 2 01)

& [6401, a¥ ™10l ™Moa? P65 %, 101, 201]

% [201, 101, o‘l"“l-a;"“loq‘l"bl-a’;'bl, 0301]

-4 {201,101, 6Y- 0301, 6,01] V[2, 0,, 04, 03]

ESl XGml Xsz XGnLS {_0: A
konstruieren.
Deren Komposition ergibt eine Homogenitéitstransformation vom Typ

[z01, Mo dll, 0520052, 0530 03]
—[201,101, 6y 0301, 03011V [2, 04, 0,5, 03] A.
Da bei dieser o} - 03 €Gp,.m, gilt und m,-my My = 1-(my-my)-m, erfiillt
ist, folgt die Behauptung dieses Satzes dann aus Hilfssatz 1.

Konstruktion von f}. f} ergibt sich, wenn wir in (120) vermoge
der Projektion von A nach 8 XGpn, X @y, den Parameter substituieren
und anschlieBend verlingern.

Konstruktion von f;. Analog zu (40), (108), gibt es eine homogene
Funktion vom Typ

[a§3oag3] o) {03011V [2, 0y, 05, 03] A.

Fassen wir sie als Funktion der vierten Koordinate auf und multiplizieren
sie von links an die erste Koordinate an, so erhalten wir f3.
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Konstruktion von f3. Analog zu (115), (116) gibt es homogene
Funktionen vom Typ

[7302™] »+) [2 "7 M0 07 ],
[0302™2] o> [05 2002 ™2 93|V [2, 04, 0;, 03] € 4.

Fassen wir sie als Funktionen der ersten Koordinate auf und multiplizieren
die erste von links, die zweite von rechts an die vierte Koordinate an,
so erhalten wir f3.

Konstruktion von f;. Wegen oye Gn, gibt es analog zu (115),
(116) eine homogene Funktion vom Typ

[a302™2] «ee> [ ™301]V [2, 0y, 04, 03] A.
Durch Verlingern erhalten wir aus ihr eine homogene Funktion vom Typ
(121) [o302™2, 2™ ®202™1 2]
e [2™ ™01, 2™ 202™ 2]V 2, 0,, 0,, 5] 4.

Nun gilt: a,+ b, @ st zu m,-my relativ prim. a,— b, @ ry ist zu
m, nach (97), zu mz; nach (111) relativ prim. Verwenden wir iiberdies die
vollstindige Teilerfremdheitsaussage (m,-mg, m;) = 1 der Voraussetzung,
so erhalten wir (m,-mg, m,y- (8,4 by)) = (my-mg, my-(a;—b,)) = 1. Daher
existieren nach Hilfssatz 5 homogene Funktionen vom Typ
[zmz.maol’ zml.azozml.b'z] ooy [zozmz.aa]’
(122) m, - m m my-b my - b 1
[2"2" ™01, 2"1%202™172) eesy [2"27%301] V2zeS,

oder, wenn wir den Parameter vermoge der Projektion von A4 nach S,
substituieren: V [z, o,, 0,5, 05]e 4.
Die Komposition von (121) und (122) ergibt homogene Funktionen
vom Typ
[g50 z"‘z, z"‘r“zoz’”l'bz] cee) [zosz'as],

[0502™2, 2™ %202™%2] ouoy [2™2'P301] V [2, 0y, 04, 0] € 4.

Fassen wir sie als Funktionen der ersten und dritten Koordinate auf
und multiplizieren die erste von links, die zweite von rechts an die vierte
Koordinate an, so erhalten wir f,.

Konstruktion von f;. Aus Hilfssatz 4 und anschlieBender Para-
metersubstitution erhalten wir eine homogene Funktion vom Typ

(123) [201] +ee» [#7™01] V2, 0,4, 04, 03] A.

Fassen wir sie als Funktion der vierten Koordinate auf und multi-
plizieren sie von rechts an die erste Koordinate an, so ergibt sich f.
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Konstruktion von f¢. Analog zu (123) gibt es homogene Funktionen
vom. Typ

[201] -+0> [1o2~ ™" %], [201] «+»> [27™%201] V[, 0y, 0p, 03] 4.

Fassen wir sie als Funktionen der vierten Koordinate auf und multi-
plizieren die erste von links, die zweite von rechts an die qritte Koordinate
an, so erhalten wir fc.

Konstruktion von f;. f; entsteht durch Permutation der Koor-
dinaten.

Konstruktion von f;. Wegen (r;, m,-m,) 1 und der Definition
von a,, b, gibt es nach (38) eine Homogenititstransformation vom Typ

[1o1, u*ou”] - [1o1, 401] VueGm .m,.

Vermoge der durch 7,[2, 0y, 0p, 03] = 67 0; definierten Abbildung
Na: A — Gy .m, substituieren wir in ihr den Parameter und erhalten
durch anschlieBendes Verlingern die Homogenititstransformation fy
vom Typ

u-by,

[201,101, 6% ® 6y Moot "-67'", 6501]

— [201,101, 0¥ 0301, 03011V [2, 0y, 05, 03]€d, q.ed.
Satz 12. Ist bei
82X L (1)) X <o X Lim (15); 82> 3,
(mq, my) = (My, my) = 1 erfillt, so gibt es eine Teilerkette e,|...|e, derart,
daf
82X Ly, (11) X oo X Ly (75) =~ 82X 83X Ly (1) X ... X L, (1)
gilt.
Beweis. Aus Satz 11 folgt
82X Ly (71) X <o X L (75) .
~ 82X 8 X Ly, .my(1) X Limy (1) X Lin, (T4) X -« X L (75),
und die Behauptung ergibt sich, wenn wir auf die letztgenannte Mannig-

faltigkeit Satz 4 anwenden, q.e.d.

HILFSSATZ 6. m,; und m, seien relativ prime natiirliche Zahlen. Dann
gibt es zu jeder matiirlichen Zahl n ganze Zahlen a, b, die (a-m,+b-m,, n)
= (a*my—b-my, n) = 1 erfiillen.

Beweis. Sei » = n,-n, diejenige Darstellung von = als Produkt
zweier natiirlicher Zahlen, bei welcher n, der grofite Teiler von »n mit
(124) (g, 2:my-my) =1

ist.
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(123) m, besitzt folglich hochstens solche Primteiler, die auch 2-m,-m,
teilen.
Wegen (m,;, m,) = 1 gibt es ganze Zahlen ¢,, t; mit
(126) tl‘m1+t2'm2 = 1.

Ferner folgt aus (124) die Existenz einer ganzen Zahl {; mit

(127) 13°2-m, my, =1 mod n,.
Wir setzen
(128) xr = _1+2't1'm1+2't2'm2't3'2'ml'mz

(1_2—:6) 1—2'tz'm2+2'tz'mz'ta'z'ml'mz

und erhalten die Kongruenzbeziehungen

—1mod 2-m,,
(129) r = 1 mod n,,
1 mod 2:m,.

(Die erste Beziehung folgt aus dem ersten Ausdruck fiir z in (128),
die zweite aus dem zweiten unter Beriicksichtigung von (127); die dritte
Kongruenzbeziehung folgt ebenfalls aus dem zweiten Ausdruck fir z
in (128).)

Wegen (129) sind

1 —1
a = udu und b = it
2'.m1 2"77&2
ganze Zahlen. Fir diese gilt
1 —1
amy+b-m, = i + ? =z,
2 2
(130) 1 1
am—b-m, = e =2 1.
2 2

(a*my—b-my,n) =1 ist daher trivialerweise erfilllt. (z,n,) =1 folgt
aus (129). Wire (2, n,) grofler als 1, so miiSte nach (125) auch (z, 2m,-m,)
# 1 gelten, im Widerspruch zu (129).

Aus (z,n;) = (z,n,) und n = n;-n, folgt nun (a-m,+b-m,,n)
(130)
= (z,n) =1, q.e.d.

SATz 13. Es gilt
8% X 82 X Ly, (71) X Ly (72) X Limy (73) X I, (74)
A 82X 82X 8° X 8% X Lup, . 1my (1) X Limy . m, (1)
fir (my, my) = (mg, my) = 1.
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Beweis. Bis einschlieflich (120) wurde im Beweis von Satz 11 m,
und insbesondere (m,, ms) = 1 nicht verwendet. Wir konnen daher die
Bezeichnungen und Ergebnisse desselben bis (120) iibernehmen.

Wegen (m,, my) = 1 gibt es analog zu (120) mit analog bestimmten
GroBen 7;, 7y, g, by, @y, by, u’, v’ eine Homogenititstransformation vom
Typ

(131) [z01, B0 0%, 6550 d%]
- [1o2™, 6% -¢) Mogy '.0] "%, 2™ %o M V2, 03, 0,]
€81 X Gy X G, -
r, konnen wir dabei so wihlen, daB als Analogon zu (111)
(132) (74, 75) = 1 gilt, denn 7, ist nach (97) von Null verschieden.

et 81 X 83 X Gy X Coy X Gy X Gy = 82 X Gy X G, 861 durch 7,2, 25, 044
O3y O3, 03] = [2,, 01, 0,] definiert. Vermoge 7, substituieren wir in
(120) den Parameter und erhalten durch anschlieBendes Verlingern eine
Homogenititstransformation vom Typ

b b b
(133) [#101, 2,01, cBod?l, 6520032, 0530033, 0340 03t]

-ay, u-by, -0

— [102{2, 2,01, 6} "0y Moo} "L 0y 3,

My-a my-b a b a b
211202/, 0530033, 0340 63*] V [24, 25, 01, 03y 03, 04]
1 1 def
€81 X 83 X Gy X oy X Gy X Gy = A

Aus (131) erhalten wir ebenso eine Homogenitdtstransformation
vom Typ

. . b -b .a my.b b a b
(134) [loz(2, 2,01, of “ 0y Mooy "1 a3 7Y, 211" 2027172, 6330 033, ojt00,t]

wu -

m . .a m,.b
—[10272, 1024, o) - 03 “l0o 0] 1-%2,

b v.b m.a
1.0-2 l’zll 2021

w-by,

o3 "3-ay Moo vbs

My . a, My.b
Oy 3,22% 7102, 3 4]v[z11z270'17027"'8,04]‘44--

Da (m,, m,) = 1 vorausgesetzt ist und m,-|r;] nach (97) eine natiir-
liche Zahl ist, existieren nach Hilfssatz 6 ganzzahlige a, b mit

135 a-my+bmy, myry) = 1.
1 ’
Wir werden die Folge der Homogenititstransformationen
[Loz", 1oz, 2 %202 b2, 23 %o g)a ]

b4t m

— . b [P Mq.b
—[102]"2, 27 ™02y, 211 2027172, 233 Moz ? 1]

.

1 :
S [Loal, zi™ozM, 25 2oz %2, 273 o2y %]
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3 me, _—my __m, . b . .
> [ o2, 27 ™Moz, 4 202 %, 2 Moy ]

.
B s, 5o, 4u ot g ]
.
5 [220272, 27 ™oz, 20 2o % 2,01]
H
— [2502]2, 27 ™02, 101, 2,01]
1
~>[25027%, 27™ 01,101, 2,01]
8 my _—m
—[loz;%, 27 tol,101,2,01]
.

/.
3 [1o2™, 2;™o01, 2,01, 2,01] > [lo&™, 101, 2,01, 2,01]
M
—[101, 101, 2,01, 2,01]

n
—1>2-[z101,z201, 101,1011V [z, 2,]€8] X 8;

konstruieren.

Dann bilden wir deren Komposition, substituieren in ihr den Para-
meter vermoge der Projektion von A nach 8} xS} und erhalten durch
anschlieBendes Verlingern eine Homogenitatstransformation vom Typ

m, . . b .b my . b ’.
(136) [1o0272, 10234, oy -0y ®oa}y "oy 1, 271" 20211 72, gy "™+

‘. ) ‘. b my - Mq-b ° . -a -b -b
10, Mooy Mg] 3 2y Moy ] > [2,01, 2501, ) “ 0} Mool 0y,

‘. ‘., N /) N )
1ol, a3y ®-6] Boagy B-0f 3,101]V[2,, 2s, 01, 03, 03, 0] cA.

Letztens entsteht durch Permutation der Koordinaten eine Homo-
genitatstransformation vom Typ

(137) [2,01, 2,01, % ™6 MoglP1-63"% 101,

0¥ .6 B0gY ".07" 101] > [2,01,2,01,101, 101,

u.-a v.a w-b v.b u.a v.a w.b v.b
oy M0y Moay N0y L, 0y B0y Booy 30y 2]

V [21, 22, 01, 03, 03, 03] A.

Die Komposition von (133), (134), (136) und (137) ergibt eine Homo-
genititstransformation vom Typ

b b b b
[2:01, 2,01, a7l0 0)), 0320 0,2, 330 033, 0340 a,4]

bl- U-bl

— [2,01,2,01,101,101, 6y ®-q; 0a) "1: 03 1,

u.a v.a 2 .b v .b
o3 3-ay ooy 30y ] V[zy, 2, 01,0y, 0y, 04]€A.
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A ’ (95) (98)

Wegen U;L'Ugfaml.mzy o3 - 0} ‘Gma-mU (1, my-my) =1, a+b, =1,

98 ’ ’ ’

a,—b, = r, und analog dazu (rs,my-m,) =1,a,+bs=1,a3—b; =1,

sowie my my My my = 1-1-(my-Mmy)-(My-m,) folgt aus ihr gemif Hilfs-
satz 1

82X 82X Lin (71) X oo X Ly (7g) =~ 82X 82X 8% X 83X Lip, .1, (11) X Ling. m, (3) -

Wenn wir auf die Faktorenpaare 3,5 und 3,6 der letztgenannten
Manrnigfaltigkeit Satz 1 anwenden, so folgt die Behauptung dieses Satzes.

Konstruktion von fi. Aus (103) folgt nach Hilfssatz 5 analog
zu (104) die Existenz einer homogenen Funktion vom Typ

(138) [10272, 21" 202™ 2] vosy [27™01] V[2,, 2,] e8] X 8;.

Fassen wir sie als Funktion der ersten und dritten Koordinate auf
und multiplizieren sie von links an die zweite Koordinate an, so erhalten
wir f7.

Konstruktion von f. Fiir ay> 0 ist g, 5, fir a; <0 ist g_z, o,
eine homogene Funktion vom Typ

(139) [21™02p8] +ov> [254 %2027 ™ %]V [2y, 22181 X 8;.
Analog dazu gibt es eine homogene Funktion vom Typ
[ ™o gg4] seo) [er ™ 2020 ] V (21, 2,] €81 X ;.

Fassen wir sie als Funktionen der zweiten Koordinate auf und multi-
plizieren die erste von links, die zweite von rechts an die dritte Koordinate
an, so erhalten wir f;.

Konstruktion von f;,fs. Es gilt
(90)',198)’

(mi'(a2+b2)7 ms'(a4+b4)) =" (m,. my) Ry 1,
(ma (@34 bs), my-(a;— ba)) OoLL0Y (Mg, My-Ts) REEE ,

(98),(98) n.V.,(111)
)) = (md'r'.:,ms) = 1,

(’mg(az— bs), ms-(ay+b,

(ml' (@— bg), My (24— by)) oR.00 (my 72, Mg '7';)

dabei sind mit ( )’ die zu ( ) analogen Beziehungen fiir die vor (131) ein-
gefithrten Zahlen bezeichnet. Daher gibt es nach Hilfssatz 5 (5. 138))
homogene Funktionen vom Typ
(140) [ 202742, 270 %02 %] vu [2501],
[4 %202y %2, 279 %02y ] -oo> [2 ™o 23] V [21, 2] €81 X 8.
Fassen wir sie als Funktionen der dritten und vierten Koordinaten
auf und multiplizieren die erste von links an die erste Koordinate an,

so erhalten wir f;. Multiplizieren wir anschlieBend die zweite Funktion
von rechts an die zweite Koordinate an, so erhalten wir f;.

n.V.,(97),(111),(132) 1:
- ’
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L]

Konstruktion von f;. Analog zu (139) gibt es homogene Funk-
tionen vom Typ

(220212 «+o> [221 %02yt ™2,
[s7™02g) oo [s7 ™ ™02 1V [2;, 2,181 X 8;.
Deren Produkt ist eine homogene Funktion vom Typ
[250212, 27 ™ 025] «+o> [251 %0252 ) V24, 25] €83 X 81.

Durch Verlingern erhalten wir daraus eine homogene Funktion
vom Typ

(141)  [25027'2 27 ™07, 2,4 20254 2]
. b : b
e [ %0207, Y o2yt 2] V [y, 2,] €81 X 8;.
Es gilt

(my-a+my b, my- (a4 b)) E (my-atmy b, m) =1,

(my-atmg-b, my-(ay—by)) = (my-atmy b, me-rp) =1,

Daher gibt es analog zu (140) homogene Funktionen vom Typ
(142) (251 %0220, 24 %204, 7] eosy [2502; ™ %],
[ %02y2l, 2 202 %) ooy [27 ™ %011V 2, 2,] €8] X 8;.
Durch Komposition von (141) und (142) erhalten wir homogene

Funktionen vom Typ

a_ m -m b m,.a m, . b —Mq-a,
[220212, 2] 102y, 2% 202, 4 72] se0) [2502; 3 4],

m, —m b . my-b — My - b, 1 1
(250212, 27 ™02y, 233 "20254 2] eee> [25 "3 401]V [2y, 22] e8] X 8.

Fassen wir sie als Funktionen der ersten, zweiten und dritten Koor-
dinate auf und multiplizieren die erste von links, die zweite von rechts
an die vierte Koordinate an, so erhalten wir f;.

Konstruktion von fg,f,,fs. Aus Hilfssatz 4 und anschlieBender
Parametersubstitution erhalten wir homogene Funktionen vom Typ

[201] «o0> [Loz; ™ %],  [201] -+ [ ™ ™01],
[2,01] +ee5 [23°01], [2501] v [1025 %]V 2y, 22] €8]} X ;.

Wir fassen sie als Funktionen der vierten Koordinate auf. Mul-
tiplizieren wir die erste Funktion von links, die zweite von rechts an
die dritte Koordinate an, so erhalten wir f; . AnschlieBend multiplizieren
wir die dritte Funktion von rechts an die zweite Koordinate an und
erhalten f;. Zuletzt multiplizieren wir die vierte Funktion von links an
die erste Koordinate an und erhalten fj .
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Konstruktion von f,. Analog zu (138) gibt es wegen (m,, m;) = 1
eine homogene Funktion vom Typ

[Lloz1'2, 27 ™01] +») [2,01]V [2y, 2,] €87 X S3.
Fassen wir sie als Funktion der ersten und zweiten Koordinate auf und
multiplizieren sie von links an die dritte Koordinate an, so erhalten wir f; .

Konstruktion von fj,,fl,. Aus Hilfssatz 4 und anschlieBender
Parametersubstitution erhalten wir homogene Funktionen vom Typ

[2,01] ++s> [Lo2["], [2,01] -+ [27™201] V[24, 2,] €8] X Ss.

Wir fassen sie als Funktionen der dritten Koordinate auf und multi-
plizieren die erste von links an die zweite Koordinate an. So erhalten
wir fy,. Multiplizieren wir anschlieBend die zweite Funktion von rechts
an die erste Koordinate an, so erhalten wir f7;.

Konstruktion von fy;. fi; entsteht durch Permutation der Koor-
dinaten, q.e.d.

SATZ 14, Ist be:
8 X8 X L (1) X .. X L (15); 5> 4,

(my, my) = (mg, my) = 1 erfiillt, so gibt es eine Teilerkette e,]...|e; derart,
dafl

8 X 8% X Liny (11) X o X Lim (75) ~ 8 X 8 X 8 X 8° X Loy (1) X ... X L, (1)
gelt.
Beweis. Aus Satz 13 folgt
8% X 8% X Lip, (1) X + oo X L (7s)
~ 8 X 8 X8 X8 X Lim,.my (1) X Ling.my (1) X Ling (75) X « .. X L, (7)

und die Behauptung ergibt sich, wenn wir auf die letztgenannte Mannig-
faltigkeit Satz 4 anwenden, q.e.d.

8. Folgerungen aus den Abschnitten 6 und 7

STX o X8E X Ly (71) X oo X Lin (15) =~ 87X oo X 8F X Limg (71) X oo X L, (12) 5

t>0,s>1 sei ein nach den Sitzen 1 bis 14, deren Kombination oder
anderweitig gewonnener Diffeomorphismus. Sind dann fiir 82 % ... x 8} %
X Liny (11) X oo X Liny (15) und 83X ... X 87 X Ly (r1) X ... X Ly’ (r5) C'-Trian-
gulationen gegeben, so sind

(143)  die zugehorigen Simplizialkomplexe nach Whitehead [21] kom-
binatorisch dquivalent.

4 — Dissertationes Mathematicae LXV
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g I 85, £ K — Lo (r!”) seien C'-Triangulationen gemif
Whitehead [21]. (Fiir Linsenrdume kénnen beispielsweise die von Franz
(6] und Milnor [12], [13] angegebenen genommen werden.) Dann sind
auch die Produkttriangulationen

(g, ITfi"): E2x...x T x K" x...x K
= 81X oo X8 X L (1) X oo X L (7))

C'-Triangulationen; dabei sei Z{72x ...xZ{2xK{)x...xK{) derjenige
Simplizialkomplex, der sich aus den Faktoren durch baryzentrische
Unterteilung der Simplexprodukte nach aufsteigender Dimension ergibt.
Aus (143) folgt daher

(144) ZiIX .. XZIXK;X .. XK, =2"%X...XZ*xXK;X...xKg.

Es gilt sogar noch stirker: sind §i: I — &, f): K — L (1)
beliebige Triangulationen, so ist fiir die Produkttriangulationen
[ﬂég") ’ Hﬁll)]:

IOy xE X KOX oo x KD > 8% ... x 82 X Lt (1)) X ... X L& (¢},

(145) E‘fx...xi’ﬁxfflx...xf(, =IP% ... XE2xK|x...xK,

erfiilllt; denn, da die Hauptvermutung fiir zwei- und dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten gilt (Papakyriakopoulos [17], Moise [14] oder Bing [1]),
folgt

i’}'h = 27!')2 Vi; I:’&" = K{) Vi,

also
(146) ZMx . . xZMx KX ... x K =2 x .. . xZMx K x ... x K

und (145) ergibt sich als Folge von (144) und (146). Analog zu (7) b) be-
zeichnen wir die durch (145) beschriebene Situation als

(147) 81X ... X8F X L (7)) X oo X L, (75)
= 81X oo X 87 X Luny (11) X « oo X L, ()
fiir alle Produkttriangulationen.

Alle bisherigen Sitze dieser Arbeit, bei welchen die Moduln m; auf
der rechten Seite eine Teilerkette bilden — dies sind die Sitze mit den
Nummern 1, 2, 4, 6, 9,10, 12,14 —, l6sen fiir jeweil seinen bestimmten
Typ von Produkten aus dreidimensionalen Linsenriumen und zweidi-
mensionalen Sphiren das Homoéomorphieproblem mit gleichzeitiger Angabe
einer Normalform. Wir beschreiben diesen Tatbestand ausfiihrlich an
dem Beispiel von Satz 6:

SATZ 15. Gegeben seien die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten vom
Typ M = Ly ()X ... X Ly (rs); $ = 2, ri, = +1 modm; fiir mindestens
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ein 1<, <8 und (my,, mi) =1 fiir mindestens ein Indexpaar i, # is.
Fiir solche Mannigfaltigkeiten sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
a) M ~ M'; b) M =M fir alle Produktiriangulationen; ¢) M ~ M’;
d) M>~M'; e) s =¢8,m(M) ~n,(M'). In jeder der durch a)...e)
gleichermafen bestimmien Klasse gibt es als Normalform genau eine Mannig-
faltigkeit

8 X Loy (1) X oo X Le (1) mit  ey]...|6s.

Beweis. a) = b) ist die Aussage von (147). b) = ¢) = d) sind triviale
Aussagen. d) = e): #,(M) ~ n;(M’) ist trivial; der Vergleich der dritten
Homotopiegruppen ergibt s = s’. e) = a): Aus Satz 6 folgt

(148) M ~ 8*X Lo (1) X ... X Ley(1), M’ ~ 8 XLg(1) % ... x L (1)
fiir
(149) eal...l€s, €3]...l€5.

Weiterhin haben wir

(150) ZoyX .. %2, my (M) LMY R Zyx .. %2,

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen folgt
aus (149) und (150): ¢; = ¢; fiir ¢ = 2, ..., s. Daher sind in (148) die
rechten Seiten identisch, woraus M ~ M’ folgt.

Normalform. Bilden wir die Klassen nach dem Kriterium a), so
ergibt Satz 6 die Existenz einer Mannigfaltigkeit 8*x L, (1) X ... X L, (1);
é5]...]¢, in einer jeden Klasse. Sie ist eindeutig bestimmt, da fir S°x
X Loy (1) X ooo X L, (1) ~ 82X Ly (1) X ... X Ly, (1) mit e,]... 16, €;]...] € der
Vergleich der dritten Homotopiegruppen oder der Dimension s = s’
zur Folge hat, und der Vergleich der Fundamentalgruppen nun wiederum
e; = e; fiir i = 2,..., s ergibt, q.e.d.

Da die Teilerkette e,]...|6; zu Z,, X...XZyp, im Falle paarweise
relativ primer m; die Form 1]...|1|m,.....m; hat, ergibt sich analog
zu dem Eindeutigkeitsbeweis der Normalform in Satz 15, daf Satz 6 die
Satze 1, 2, 3 und 4, Satz 12 die Sitze 9, 10 und 11 umfalt.

9. Lokal-triviale Faserbiindel

Nach Steenrod [20], S. 135 liflt sich L, (1) als 1-Sphirenbiindel
(151) Pm: Ly (1) = &2
iiber &? darstellen.

z sei ein Basispunkt aus L, (1), pm(z)eS® werde mit b bezeichnet
und ;' (b), ein zur Faser §' homoomorpher Teilraum von L, (1), mit A.
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Dann erhalten wir (Steenrod {20], S. 90) die exakte Homotopiesequenz S, :
721 (8% )& (7L (1), &) 72, (A, D)€ 75 (8%, B) €t L (1), @) < ...

des Biindels. Aus der Exaktheit folgt, dal bei geeigneter Auswahl der
erzeugenden Elemente fiir die zu Z isomorphen Gruppen =,(8% b) und
my (4, x)

(152) der Homomorphismus 4,: (8% b) - =,(A4, ) den Abbildungs-
grad m hat.

Sind die 1-Sphirenbiindel ppm,: Lm,(1) > 8 i =1,...,8, § > 1 ge-
geben, 80 ist IIpm : 1L, (1) — IS} ein Biindel mit S; x ... X S; als Faser.
Die Homotopiesequenz des Produktbiindels ist in natiirlicher Weise zu
der Produktsequenz II8n,, isomorph, d.h., wir erhalten ein kommutatives
Diagramm

(P, M(jm;)
I, (83, b;) < Hﬂl(Lmi(l)’ 971‘) <
(153) | |5 |
(”pmi)- Y (mm,i)-

A (IT8%, (b, ..y b)) < 2 TLmy(1), (@1, ...y 2]) <

A(im») 4, (P 0)
D Il (A;, wi)(_Hnﬂz(Si’ b;) <~

I a
(Timg). v 4 b (D).
<"___7"1(17144') [fl"la ceny a”s])(___nz(nsi, [bly veey bs])<— reey

bei welchem die senkrechten Homomorphismen die nach Hu {9], S. 143 {.
gegebenen Isomorphismen sind. So berechnet sich beispielsweise, wenn

am;: (8%, b)) - (1183, [by, ..., b,]) die Injektionen,
a™: (II8%, [by, ..., bs]) — (83, b;) die Projektionen sind, « vermoge

(154) @81y ey B] = Bmys (@) ..+ G s (a0)
und die Umkehrabbildung «~' vermoge
a”'(a) = [ax*(a), ..., ax*(a)].

Seien jetzt die Biindel IIpn: [1Ly,(1) - I8} und IMpg;: 1Ly (1)
—~II8%; i =1,...,8, s>1 gegeben sowie ein fasertreuer Homoomor-
phismus f: IILp (1) — I1Ly;(1). Dann 148t sich das Diagramm

/
1Ly, (1)——> I[1Ly;(1)
erami ‘Lmzm;
I8 ( —) 118
kommutativ durch einen Homoomorphismus g: 7187 — IIS; erginzen;
g ist dabei durch die Forderung der Kommutativitit eindeutig bestimmt
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(vergleiche Hilfssatz 1). Die Basispunkte [a{’,...,a{"]elILa"(1) seien
so gewihlt, daB f[z,,..., 2] = [#1,...,x;] gilt. Dann sind die Homo-
topiesequenzen § und S’ der Produktbiindel in natiirlicher Weise isomorph,
d.h., wir erhalten ein kommutatives Diagramm

. (HPms (UTmy)s
(1S3, [byy <.y Bg]) <—— 2y (I Ly, (1), [y, ..., &) <
(155) ¢0. f.
' ”pm )e , (”fm;)o
m (118, [by, ...y b)) < @, ([TLy; (1), [21, ..., 7)) <
(Hfm De ] 2 (”pm,‘)-
'(_“_nl(HAn [wls vory @]) < (1185, [by,y ..., bs]) <
fl14;), .
WTim)s , }( ., v (TP
e 7oy ([T A, [1y ...y @5]) < mo (1187, [by,y ..., bS]) . 9

bei welchem die senkrechten Homomorphismen Isomorphismen sind.
HiILFsSATZ 7. Ist fiir die Biindel [pml, pmz] Ly, (1) X L, (1) — 87 X 85
und  [Pyy Pmy.myl: 8 X Lmy.my(1) - 83 X8  ein fasertreuer Homdomor-
phismus  f: Ly (1) X L, (1) > SE'mel my(1)  gegeben, so folgt, dap
mindestens einer der Moduln m,, m, den Wert 1 hat.
Beweis. Aus (153) und (155) folgt das kommutative Diagramm

mys4m,)
7, (4,, WT) X 78y (A s, ) < 705 (83, by) X 7, (S5 y ba)
(156) =114, x A . a1 e
77"1(111; ,) X“l(Azy 5”2) 4‘—%2(8%, b)) X 7, (832,4 b)),

bei welchem
(157) die senkrechten Homomorphismen Isomorphismen sind.

Die erzeugenden Elemente der zu Z isomorphen Gruppen m,(83, b{"),
7 (A, 2") wihlen wir so, daB (152) gilt. Sind a{’em, (8, b{?), af’¢
ey (8%, b)) solche erzeugenden Elemente, so nehmen wir
(158)  [a{’, 0] und [0, a{’] als Basis fiir m,(8?, b{?) X 7,(85, bs").
Bei m,(AY, o) x %, (A}, 2{’) verfahren wir analog. Dann erhalten
wir fiir alle ganzzahhgen ¢y, t2
(159) @' 'gualty ay, ty-a,] = 'ﬁl[tl Jxm s (@) 12 G s amye (35)]
= [t @ g uamps (81) + by" 4 s Oy (a2),
1y 0wl "2 am e (1) 4Ty @k 2G4 Amye (a5)]
= [(t,- grad (o' gam e +ta- grad (a' gam,)s)- a;,
(t grad (a™ "2 gam )s 1 ty- grad (a™ ™2 gam,)) - a3
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dabei ist grad(a'_";' gon)e der Abbildungsgrad von

’

(am3'gami)*: 71:2(8%, b;) — “2(8?7 b;)

beziiglich der erzeugenden Elemente a;, a;. (159) besagt, daB o' 'g.a
beziiglich der in (158) gewihlten Basen durch die ganzzahlige Matrix

o — (grad(algaml)* grad (a'gam,)« )
grad (@™ "™gay), grad(a™ "ga,,),
beschrieben wird. Wegen (157) ist U unimodular.
Beschreiben wir beziiglich der Basen (158) auch die iibrigen Homo-

morphismen von (156), so erhalten wir aus der Kommutativitit des
Diagramms die Matrizengleichung

1 0 m, 0
(160) ( Jou—s (")
0 m;-m, 0 m,

in ganzzahligen Matrizen; dabei folgt die Gestalt der Diagonalmatrizen
aus (152).

Nach Hopf [7] ist nun fiir o'g: 82 %85 — 8} eine der partiellen
Abbildungen a'gam,: 87 - 87 (d.h., eine der Kompositionen von a'g
mit den Injektionen) unwesentlich; eine der Zahlen grad (a*gam,)s,
grad (a'gam,)s ist also Null. Sei dies 0.B.d.A. die zweite. Da U unimodular
ist, mufl dann fiir das erste Glied der ersten Zeile

(161) grad (a'gan )s = +1
gelten.

Die Matrizengleichung (160) ergibt, daB
(162)  grad (a'gam )« durch m, teilbar ist.

Nun folgt aus (161) und (162) m, = 1 fiir die natiirliche Zahl m,,
qg.e.d.
Aus Satz 1 und Hilfssatz 7 folgt unmittelbar

SATZ 16. m, > 2, m, > 2 seien natiirliche Zahlen mit (m,, m,) = 1.
Dann gilt zwar Lp (1) X Ly, (1) &~ 8° X L, m,(1); es existiert aber kein
fasertreuer Homdomorphismus

j: Lml(l) XL'm.z(l) - Sa XLml.mz(l)
fiir die Biindel
[Ponys Prugl: Limy (1) X Liy (1) = 8* x &,
(21, p'ml.mz]: S XLml.mz(l) - & x 8.
Satz 16 liefert daher Beispiele fiir Biindel mit gleicher Basis —

S§* x §8* —, gleicher Faser — §'x8' — und homéomorphen Totalriumen,
welche nicht fasertreu homéomorph sind.
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Hilfssatz 7 1aBt sich mit derselben Schlulweise auf s > 2 Faktoren
dahingehend verallgemeinern, da unter den natiirlichen Zahlen m,, ..., m,
hochstens eine von 1 verschieden sein kann. Dies liefert mit Satz 2 ein
Analogon zu Satz 16 fiir paarweise relativ prime m,, ..., my;; 8 > 2, von
denen mindestens zwei nicht kleiner als 2 sind.

10. Anhang

(Beziehungen zur h-Cobordismentheorie, Primfaktorzerlegung
von Mannigfaltigkeiten)

A) Sei n >4 gegeben. Da R"*x 8§ eine n-dimensionale differen-
zierbare Meannigfaltigkeit ist, gibt es eine differenzierbare Einbettung
fi: D" — R"*x & fiir die abgeschlossene Einheitskugel D™ = R". Ferner
gibt es (vermoge einer Kugelschicht) eine differenzierbare Einbettung
R'x8® - R*, also auch eine ditferenzierbare Einbettung R"°x§* — R™
Da R" zu der offenen Einheitskugel D" < R™ diffeomorph ist, gibt es
daher eine differenzierbare Einbettung f,: R" *xS8® - D". Aus (41)
erhalten wir einen Diffeomorphismus

fa: R" 33X 8 X Ly(r) - R" X8 X Ly (7")
fiir beliebige L,,(7), Ly (7).
Dann ist

/1,14 Lyp (1)
(163)  i: D" X Ly (r) =" R3¢ 83 5% L ()

7 [f3.1 Ly (7))
s R X L (1) 5 D' X Ln(r');  m> 4

eine differenzierbare Einbettung von D" XL,(r) in das Innere von
D" X Ly (r'). Dies ist eine Verallgemeinerung des Resultates von Milnor
(12], 8. 578, wo L, (r) >~ L,,(r") als zusitzliche Voraussetzung gemacht ist.

Wir machen im folgenden ebenfalls diese Einschrinkung, d.h. +r-7’
sei quadratischer Rest modm (s. (8)). In diesem Fall 148t sich der Beweis
von Satz 1 mit Hilfe der Formel (37) zur Berechnung der Abbildungsgrade
so modifizieren, daB wir bei (41) einen Diffeomorphismus f: S* x L, (r)
— 8% X L (r’') erhalten, dessen partielle Abbildungen afa,: Ly, (r) — Ly (r')
den Abbildungsgrad 4-1 haben, nach Franz [6] oder Olum [16] also
Homotopiesdquivalenzen sind. (Dabei ist die Injektion a,: L,(r) - 8° X
X L (r) durch a,(2) = [q,x] fiir einen Basispunkt qe8® erklirt und
a: 8 X Ly(r') — Ln(r') die Projektion.) Gehen wir davon aus, daB f
diese zusatzliche Eigenschaft hat, so ist in (163) die zugehorige Einbettung
1 ebenfalls eine Homotopiedquivalenz. Daraus folgt nach Milnor [12],
S. 578 und 579, daBl die differenzierbare Mannigfaltigkeit W, = D" X

L]
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X L (') — i (D" X Lm(r)); n > 4 einen h-Cobordismus zwischen ihren Rand-
komponenten 8™~ ' X Ln (') und (8" X Ln(r)) ergibt.

Fiir die Konstruktion von ¢ in (163) lassen sich f, (vermoge Satz 1)
sowie f, und f, explizit angeben. Dadurch kénnen wir eine explizite
Beschreibung des h-Cobordismus (Wn; 8"t X L ('), £ (8™ me(r))) er-
halten. Vielleicht enthilt eine solche Beschreibung Informationen fiir

die Entscheidung der noch offenen Frage, ob W, topologisch ein Produkt
ist oder nicht.

Wire beispielsweise W, ~IXx8*xL,(r) (fiir das abgeschlossene
Einheitsintervall I) richtig, so ergibe sich durch ,,Einfiillen” wvon
i(D*X L (7)): D*XLm(r) ~ D*X Ly(r') und, da wir auf beiden Seiten
eine weitere Vollkugel anmultiplizieren koénnen,

(164) D" X Lyp(r) ~D"XLp(r'), n=>4.
Fir die Rinder ergibe sich aus (164)
(165) 8" 'XLp(r) ~ 8" 'YX Ln(r'), n>4.

Analoge Resultate wiirden folgen, wenn W, fiir ein n > 4 topolo-
gisch ein trivialer A-Cobordismus wire.

Aus (164) und fir Sphiren gerader Dimension auch aus (165) ergiben
sich nach Milnor [12], S. 588

(166) Gegenbeispiele gegen die Hauptvermutung bei Mannigfaltigkeiten,
da sich die rechte und die linke Seite fiir

(167) Lp(7) = Lp(r')y,  Lpu(r) & Ln(r')

(beispielsweise m =7, r =2, r’ = 1) durch die Franz-Reidemeister-Tor-
sion [5], [18] kombinatorisch und differenzierbar unterscheiden lassen.

D* X Ly (r) und D*X Ly, (r') sind also unter den Bedingungen (167)
Beispiele fir kombinatorisch und differenzierbar verschiedene Mannig-
faltigkeiten, fiir die das Innere (Milnor [12]) und die Rénder (Satz 1)
diffeomorph sind. IThre topologische Gleichheit hitte — ebenso wie die
topologische Trivialitit von (W4; 8 X L (r'), i(S° me(r))) — die Konse-
quenzen (164), (165) und (166).

B) Wir setzen weiterhin L, (r) ~ L, (') voraus. Dann sind nach
Milnor [12] L (r) X8™ und L, (r')xS8" fir » > 2 h-cobordant. Daraus
folgt nach Kwun und Szczarba [11]

(168) L)X 8" X 8" ~ Ly(r')x8"x 8.

Solche Ergebnisse der h-Cobordismentheorie lassen sich mit den-
jenigen dieser Arbeit zu weiteren kombinieren. Wir erhalten beispiels-
weise unter den Voraussetzungen (m,,m,) =1, »>2 und 4+,
= k? mod m,:
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(169) Ly (r)) X Ly (1) X 8" X 8' & Ly (1) X Ly (75) X 8" x 8

Satz 1

~ 8°XLn, .m,(1)x8" xS

(Fir n # 3, Lm,(ry) # L (1), Lny(rs) # Lm,(1) ist (169) keine Aussage
der Sitze 1 bis 15.)

C) Einen topologischen Raum X wollen wir prim nennen, wenn aus
X ~ X, xX, stets folgt, dall (mindestens) ein Faktor einpunktig ist
(s. Borsuk [3]). Der andere Faktor ist dann folglich zu X homéomorph.
Satz 17. 8" ist fiir alle n > 0 ein primer Raum.

Beweis. 8° ist trivialerweise prim, da die Punktezahl 2 eine Primzahl
ist.
Sei also #» > 1 und
(170) Sn ~~ Xl XXg-
Dann folgt aus 7,(8") ~ n,(X,) X7 (X,) Vg > 0 (Hu [9], S. 143 f.)
0 fir0<gqg<n,
(171) mg(X ) X7 (X ) ~ .
Z fiur g = n.
Sei 0.B.d.A. =,(X,) # 0. Dann folgt aus (171) und dem Hurewicz-
-Satz der Homotopietheorie
(172) H,(X,) 0 fiir die n-te singulire Homologiegruppe.

X, und X, sind mit 8" (n>1) bogenweise zusammenhingende
Kompakten und ANR-Rdume (Hu [9], S. 30). Daher gilt, wie man iiber
approximierende Polyeder von X, zeigen kann,

(173) Hy(X,) ~0 fir alle ¢ > dim (X,);

dabei sind wiederum singulire Homologiegruppen gemeint und der Dimen-
sionsbegriff von Hurewicz-Wallman [10], den wir in diesem Beweis
weiterhin verwenden.

Aus (172) und (173) folgt

(174) dim (X,) > n.

Vermoge (170) gibt es in 8" eine zu X, homoomorphe Teilmenge X,.
Dann gilt

(175) dim (X,) (= dim (X)) < n.
Die Ungleichungen (174) und (175) haben
(176) dim (X,) (= dim (X)) = »

zur Folge.
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Nach Hurewicz-Wallman [10], S. 46, Corollar 1| enthilt daher X,
(mit X;) eine zum n-dimensionalen abgeschlossenen Wiirfel I" — I x ... x I
homoomorphe Teilmenge ¥ < X,. “nFaktoren

Da X, und I kompakt sind und I eindimensional ist, kénnen wir
auf I"x X, die Produktregel fiir Dimensionen in ihrer starken Form
anwenden, d.h., wir erhalten durch Iteration von Hurewicz-Wallman [10],
S. 34, Anmerkung 3,

(177) dim (¥ x X,) = dim (I" x X,) = n-+dim (X,)
@ dim (X,)+ dim (X,).

Zusammen mit der aus der Teilraumbeziehung X, XX, 2 Y x X,
herrithrenden Ungleichung dim (X, X X,)> dim (Y X X,) haben wir folglich

(178) dim (X, X X,) > dim (X,)+ dim (X,)

gezeigt.
Koppeln wir (178) mit der gewohnlichen Produktregel dim (X, X X,)
< dim (X,)4dim (X,), so erhalten wir

(179) n = dim (§8") = dim (X, x X,) = dim (X,) 4 dim (X,).

Aus (179) und (176) folgt, dafl X, nulldimensional ist. Da X, bogen-
weise zusammenhingend ist, kann dies nur der Fall sein, wenn X, ein-
punktig ist, q.e.d.

Im Beweis von Satz 17 haben wir nur Homotopiesphireneigen-
schaften verwendet, d.h., Satz 17 148t sich auch fiir Homotopiesphiren
aussprechen.

Aus Satz 17 folgt unmittelbar, dal

(180) dreidimensionale Linsenriume prim sind,

denn, ist eine Faktordarstellung L, (r) ~ X, XX, gegeben, so gilt fiir
die universellen Uberlagerungen §°, X; und X,: 8® ~ X, xX,. Einer

der Faktoren 5& ist nach Satz 17 einpunktig und der zugehérige Grund-
raum X; dann auch wegen der Epimorphie der Uberlagerungsabbildung
X,t —> Xi.

(180) gilt ebenso fir (2»— 1)-dimensionale Linsenrdume mit n > 3
(s. Franz [5]), da diese von 8*"~! iiberlagert werden, und noch allgemeiner
fiir beliebige Riume, die von einer Homotopiesphire iiberlagert werden.

Die Sitze 1 bis 14 enthalten, da die bei ihnen vorkommenden topolo-
gischen Faktoren als prim erwiesen wurden, Beispiele gegen die Ein-
deutigkeit der Primfaktorzerlegung bei Mannigfaltigkeiten beziiglich des
topologischen Produktes. Aus Satz 1 erhalten wir beispielsweise L,(1) X
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X Ly(1) ~ 8*x Le(1), 8*xL5(2) ~ 8 xLs(1) (s. (41)); diese Beispiele
zeigen, dafl die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung noch nicht einmal
,,bis auf Homotopie” giiltig ist.

Im Gegensatz dazu sind die iibrigen mir bekannten verschiedenen
Faktorzerlegungen einer Mannigfaltigkeit — etwa diejenigen des R*
von Bing [2] und anderen, R" X L, (r) ~ R" X Ly (') fir » > 3 und Ly, (r)
~ Ln(r') bei Milnor [12], diejenigen der h-Cobordismentheorie (s. (168)),
letztens diejenigen mit Homotopiesphiren und Homotopiezellen als
Faktoren (Hirsch [8]) — so beschaffen, daB fiir J7X; ~ ITY; bei geeig-
neter Anordnung der Faktoren X; ~ Y; Vi gilt.

Zusitze bei der Korrektur.

(I) Bei P. Hilton and J. Roitberg, Note on principal S*-bundles,
Bull. Amer. Math. Soc. 74 (1968), S. 957-959 sind ebenfalls Mannig-
faltigkeiten M™ angegeben, die homotop-verschiedene Faktorzerlegungen
gestatten, allerdings von hoherer Dimension als n = 6.

(II) Im Rahmen einer weiteren Arbeit werden wir zeigen, daB (1)
nicht uneingeschrinkt giiltig ist. Beispielsweise sind Ls(1) X Ls(2) und

Ls(1) x Ls(1) sowie Ls(1) X Ls(2) und Ls(2) X Lg(2) jeweils von verschie-
denem Homotopietyp.
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