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T. GERSTENKORN (LODZ)

BEMERKUNGEN UBER DIE ZENTRALEN UNVOLLSTANDIGEN
UND ABSOLUTEN MOMENTE DER POLYA-VERTEILUNG (})

1. Einleitung. Der Begriff der unvollstindigen Momente ist im
Jahre 1925 von Ragnar Frisch fiur die Binomialverteilung angewandt
worden. Seit jener Zeit wurde diese Charakteristik von vielen Verfassern
fiir verschiedene Zwecke, auf verschiedene zufillige Veridnderliche ange-
wandt und auf verschiedene Weise benutzt. Eine umfangreiche Ubersicht
der Entwicklung dieses Problems ist von dem Verfasser in der Monogra-
phie [4] aus dem Jahre 1971 gegeben worden. In der hier vorliegenden
Arbeit ist eine Methode dargestellt. mit der sich die rechtsseitigen unvoll-
stdndigen Zentralmomente der Pdélya-Verteilung leicht entwickeln lassen.
Dabei wird der von A. R. Kamat im Jahre 1963 gegebene Satz benutzt.

Der Paragraph 2 ruft kurz die bekannten Definitionen der verschie-
denen Momente in Erinnerung. Im Paragraph 3 wird der Satz von Kamat
zitiert. Im Paragraph 4 wird bewiesen, dall die Pdlya-Verteilung die
Voraussetzungen des Satzes von Kamat erfiillt und in den Abschnitten
4.4 und 4.5 werden die entsprechenden Rekursionsformeln fiir die Momente
dieser Verteilung entwickelt und als Beispiel die vier ersten Momente
ausgerechnet. Paragraph 5 erldutert die Spezialfille, d.h. gibt die Momente
fir jene Verteilungen an, die auf der Pdlya-Verteilung basieren. Para-
graph 6 bringt die Anwendung der Ergebnisse der Paragraphen 4 und 5
mit einer Ermittlung der Formeln fiir die absoluten Zentralmomente
und der mittleren Abweichung aller dargestellten Verteilungen.

2. Definitionen. Wir betrachten eine diskrete ganzzahlige zufillige
Verinderliche X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p, = P(X = k).
Der Ausdruck

(2.1) p(s) = D (k—efpy, r=1,2,3,...,
k=s

(1) Die Arbeit entstand wihrend eines Studienaufenthalts an der Universitit
Bonn (Institut fiir Landw. Botanik — Biometrie, Prof. Dr. F. Weiling). Der Verfasser
bedankt sich bei dem Deutschen Akademischen Austauschdienst fiir die Gewdhrung
eines Aufenthaltsstipendiums.
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wobei s eine beliebige Zahl aus dem Wertebereich von X ist, wird das
rechisseitige unvollstindige Moment der r-ten Ordnung in Bezug auf eine

beliebige Konstante ¢ genannt.
Wenn s = —oo ist, dann ergibt die Formel (2.1) ganz einfach das
vollstindige Moment u, in Bezug auf eine Konstante c:

/‘;: Z (k—¢) pr, r=1,2,3,...

k=—oc0

Wenn ¢ = E(X) = a den Erwartungswert darstellt, bekommen wir
daraus das rechisseitige unvollstindige Zeniralmoment u,(s),

(e <]
(2.2) pe(8) = 2 —afp,, r=1,2,3,...,
und im Fall s = — oo ohne weiteres das Zentralmoment u,:
(2.3) po= D (k—afp, T =2,3,..
k=—o00

Es ist unmittelbar zu sehen, dal, wenn a = 0 ist, die Formeln (2.2)
und (2.3) die Gestalt der gewohnlichen Momente a,(s) oder a, annehmen.

3. Der Satz von A. R. Kamat. Es nehme die zufillige Verdnderliche X
die Werte m, m+1,...,n an. Es sei p, = P(X = k) ihre Wahrschein-
lichkeitsfunktion, die nur von den Parametern 6 = (0,, 0,, ..., §;) abhin-
gig sein kann. Es sei weiter vorausgesetzt, dal die Konstante ¢ auch nur
von den Parametern 6 abhidngt, d.h. ¢ = ¢(60), und dal

(A) (k—e)pr = Up— Uy,
(B) Uk =Pk(A1(k—0)2+Az(k—0)+As)7

wobei A,, A,, A; nur von den eingangs zitierten Parametern abhingig
sind und (r—1)A4, # 1 firr = 2,3, ..., sowie

(O) Un+1 =0

ist.
Aus diesen Voraussetzungen ergibt sich die folgende Relation:

(B.1)  p(s) =(1—(r—1)4,)7" x
X{(s_ ¢ U+ (r—1 (Azﬂr—1(3)+Aal‘r-z(3)

+ 2 ( )(A1Ma+z (8) + Ao piia (8) + A3 p(8) )}
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Es sei bemerkt, dall diese Formel folgendermallen dargestellt werden
kann:

(32)  mls) = (1—<r—1>A1)—1{<s—c)'-‘Us+ 4, ("gl)u;-“(sw

r—2 1 = ) ’
+§(’ ) e+ Ao,

4. Rekursionsformeln fiir diec Momente der Pélya-Verteilung. Wir
werden beweisen, daB eine Polya-verteilte zufillige Verdnderliche die
oben gegebenen Bedingungen erfiillt, wenn fiir ¢ der Erwartungswert
¢ = E(X) = np angenommen wird. Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnen
wir in den Abschnitten 4.4 und 4.5 die entsprechenden Rekursionsformeln
fiir die unvollstindigen Zentralmomente entwickeln.

4.1. Der Ausdruck
a®M — g(z—h)(x—2h) ... (¢—(k—1)h)

wird ein faktorielles Polynom der Ordnung k¥ mit dem Schritt » genannt.
Bedient man sich dieser Bezeichnung, so 148t sich die Wahrscheinlich-
keitsfunktion der Polya-Verteilung in der Form

[ {k,~a] [n—~k,—a]
n\ P q
(4.1) P =PX =k = (k) =

schreiben, wobei 0 < p < 1, ¢ = 1 —p ist, und die Zahlen ¥ und a nach-
stehende Bedingungen erfilllen: k¥ = 0, 1,2, ...,n, —ka < p und
—(m—k)a < q.

Fir die Wahrscheinlichkeitsfunktion (4.1) ergibt sich die folgende
Relation:

(4.2) by = (n—(k—1))(p+(k—1)a)

k(qg+(n—k)a) Pre—

(siehe [4], S. 34, (3.34)).
Zum Beweis, daf3 die Verteilung (4.1) die Bedingung (A) des zitierten
Satzes erfiillt, formen wir die Differenz k —np folgendermafen um:
k—np = k(¢+(n—k)a) —(n—k)(p + ka)

(siehe [4], S. 34, (3.1)).
Wenn wir jetzt (4.2) anwenden, bekommen wir

(k—np)py = (n—k+1)(p+ (k—1)a) pr_r — (n— k) (P +Ka) ;.
Bedienen wir uns der Bezeichnung

(4.3) Uksr = (n—k)(p +ka)py,



582 T. Gerstenkorn

so diirfen wir
(4.4) (k—np)py = Up— Uppy
schreiben, was mit der Erfiilllung der Bedingung (A) gleichwertig ist.

4.2. Wir kommen jetzt zum Beweis, dal die Verteilung (4.1) die
Bedingung (B) erfiillt. Zu diesem Zweck stellen wir das Produkt
(n—k)(p + ka) in Gestalt der in Bezug auf die Potenzen von k —np ent-
wickelten Summe dar. Wir haben dann

(n—k)(p + ka) = npq(1 4 na) —(p —nga + npa)(k—np) —a(k —np)?

(siehe [4], S. 34, (3.2)).
Man sieht, da8 die Bedingung (B) erfiillt ist, wenn wir

(4.5) 4, = —a, A, =mna(g—p)—p, A;=npq(l+na)
und ¢ = np annehmen. Wir setzen dabel voraus, dal —(r—1)a # 1 ist.

4.3. Wir bemerken jetzt, daB sich zum Beweis der Formel (3.1)
bei Benutzung von (4.4) u,(s) folgendermafBen darstellen 148t:

n

ur(s) = Z(k—cm —of ™t = DY (k— o) N (Up— Upy)

k=s

2 —(k+1—e) " Upp]+

n

2 U [(k+1—0) = — (k— )]

Der erste Bestandteil dieser Summe ergibt
(4.6) (8—0) ' U;—(n4+1—0) " Uyyy,
was nach Beriicksichtigung von (C)

(4.7) (s—o) U,

erreicht wird.
Es sei noch bemerkt, dafl sich nichts an diesem Ergebnis &ndert,
wenn n durch n+ 1 ersetzt wird. Wir haben nidmlich p,,;, = 0, also

n n+l1
o) = Jie—arm = 3
und daraus bekommen wir statt (4.6) die folgende Relation:

(=) 'U,—(n+2—¢)""Upy,.
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Wir sehen jedoch, dal
Upniz = Putr (Al(k —0)2+4,(k—c)+ As) =0

ist; also ohne Unterschied gelangt man zu (4.7). Man sieht klar, daB8 die
Bedingung (C) durch die Bedingung U,,, = 0 ersetzt werden kann und
daBl diese Bedingung im Fall der Pdlya-Verteilung erfiillt ist.

4.4. Es sind also alle Voraussetzungen des Satzes von Kamat erfiillt
und so lassen sich nun die unvollstdndigen rechtsseitigen Momente der
Pélya-Verteilung in Gestalt der Rekursionsformel (3.2) darstellen.

Nach Beriicksichtigung von (4.2) und (4.3) haben wir

(4.8) U, = sp,(g+(n—s)a).

Andererseits, wenn wir in (3.2) den Wert r = 1 annehmen, stellen
wir fest, dal

(4.9) ui(s) = Ug
ist.
Setzen wir jetzt die erlangten Formeln (4.5), (4.8) und (4.9) wieder

in (3.2) ein, dann bekommen wir endlich die Rekursionsformel fiir die
rechtsseitigen unvollstindigen Zentralmomente der Poélya-Verteilung:

r—3

(410)  p(s) = (1+(r—1>a)-l{(é—np)"lul(s)—az (’;1)u¢+2<s>+

1=0

+; (rzl)l(na(q—p) — ) i 1(8) +npg(1 +na)m(8)]}.

Wenn s den Wert Null annimmt, dann ergibt die Formel (4.10)
sofort die vollstindigen Zentralmomente:

r—3

(411) u, = (1+(r—1)a,)‘1{——a2 (1‘;1)‘““-2_'_

1=0

+; (r - 1)[(na(q — ) —P) i1 +1pq (1 + na) m]}.

Die Formeln (4.10) und (4.11) bilden eine andere Gestalt der Formeln
(3.5) und (3.7), diein [4], S. 35-36, im Jahre 1971 mit einer anderen Methode
bewiesen wurden. Die Formel (4.11) ist auch im Jahre 1972 von Miihl-
bach [10], S. 174, angegeben worden. (Vergl. das Zusammentreffen der
angewandten Methode.)
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Aus Relationen (4.8)-(4.11) ergeben sich die folgenden Formeln
fiir die ersten vier Momente der Polya-Verteilung:

(4.12) pi(s) = 8ps(g+(n—s)a)
(siehe auch [4], S. 35, (3.6)),

pa(8) = (1+a)" (s —p(n +1) +na(g—p)) 11 (s) +npg(1 +na) uy(s)},
pa(8) = (1+2a)7Y{[2 (na(g—p)—p) —a] pa(s) +
+ [(s —mp)* +na(g—p) —p +npqg(1 +na)lu. () +
+ npg (1 +na) uy(s)},
#s(8) = (1+3a)~"{3[na(g—p)—(p +a)]us(s) +
+ [3(na(g —p) —p +npq(1 +na)) — a] u,(s) +
+[(s —np)’ +na(g—p) —p + 3npg (1 +na)]p. (s) +

+ npg (1 +na) uo(s)}
und

ps = (1+a)""npg(1l+mna),
ps = (1 +a)(1+2a)) "' npg(1+na) {2 (na(g—p)—p)+1},
#s = (1 +a)(1+2a)(1 +3a)) " npg (L +na){3[na(g—p)— (p +a)] X
x [2 (na(g—p)—p) +1] +
+ [3(na(g—p) —p +npg(1 4 na)) — a] (1 +24) + (1 + a)(1 4 24)}.
4.5. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit p, die in der Formel (4.1)
auftritt, als jene Wahrscheinlichkeit interpretieren, aus einer Urne mit N
Kugeln eine Kugel einer bestimmten Farbe (z.B. der weiflen) zu ziehen,
und wir annehmen, dall a = S/N ist, wobei § die Zahl der zugegebenen

oder entnommenen Kugeln nach dem Pdlyaschen Schema ist, dann nimmt
die Formel (4.1) folgende Gestalt an:

n\ (Np)*~S1(Ng)ln—*—
(4.13) P =P(X = k) = (k) =S ,
wobei ¢ =1 —p, n die Zahl der Ziehungen und k die Zahl der gezogenen
(z.B. der weilen) Kugeln ist. Man sieht hierbei, da8 die Zahl k& mit der

folgenden Ungleichung in Zusammenhang steht:

Ng—1
S

1—Np
S

max(O,n—l—i— )gkgmin(n, —|—1).
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In diesem Fall modifiziert sich die Formel (4.10) auf folgende Weise:

(4.14)  p,(s) = (N+<r—1)8)-l{N(s—np)f-ws)—sz (’;1) Hia(8)+
=0

+ D (rzl) [(8(g—p) — Np) pti2(5) + mpg (N +"S’”"‘s)]}’
i=0

(+.13) pa(8) = 5 (Ng-+(n—5)8)p,

ist.
Die Formel (4.11) kénnen wir nun folgendermafen darstellen:

r—3
(416)  p,=(N+(r—1)8)"" { — SZ (Tzl)um +

+§ (¢ A 1) [(nS(q—p)— Np) piy1 +npg(N + nS)m]}-

Die ersten vier Zentralmomente der Polya-Verteilung haben in diesem
Fall die folgende Gestalt:

u,(s) wie in (4.15),
pa(s) = (N +8) " H[N(s—p(n+1)) +n8(g—p)| u:(s) +
+npg (N +n8) uo(8)},
pa(s) = (N +28)7 {[2(n8(g—p) — Np) — 8] us(s) +
+ [N (s —np)’ +n8(q—p) — Np +npg(N +n8)Jus(s) +
+ npg (N +n8) po(s)}
ps(8) = (N +38)"{3[n8(q—p)— Np— 8 us(s) +
+ [3(n8(g—p) — Np +npg(N +n8)) — 8] ua(s) +
+ [N (s —np)* +n8(q —p) — Np + 3npq(N +n8)]p:(s) +
+npg (N +n8) uy(s)},
pe = (N +8)"'npg(N +nS),
ps = ((N + 8)(N +28)) " npq(N +n8){2 (n8(¢—p) — Np) + N},
s = (N +8)(N +28) (N +38)) " npg(N +n8){3 [n8 (¢ —p) — Np — 8] x
x[2(n8 (¢ —p)— Np)+ N]+
+ [3(n8(¢—p) — Np +npgq(N +n8)) — 8] (N +28) +
+ (N8 +28)}.
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5. Spezialfiille.

5.1. Die Formeln (4.10), (4.11) oder (4.14), (4.16) konnen als Grund-
lage dienen, die entsprechenden Formeln fiir die Momente der folgenden
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu erhalten: der binomialen, Poissonschen,
hypergeometrischen, negativ-binomialen, Pdlya-Eggenbergerschen, geo-
metrischen und logarithmischen Verteilung.

Wenn wir ¢ = 0 annehmen, so folgt aus (4.1) die Binomialverteilung

n
k

und aus (4.10) die Formel fiir die unvollstindigen Zentralmomente

(5.1) pr =P(X = k) =( )qun_k’ k=0,1,2,...,n,

(5.2) 4 (8) = (s —np) ™' i () +p2 (7-;1) (ngui(s) — pisa(3),

=0

wobei, nach Beriicksichtigung von (4.12),

(5.3) p1(8) = 8qp,
ist, wihrend aus (4.11) die Formel fiir die vollstindigen Zentralmomente
r—2
r—1
(5.4) Hr =p2( i )(nqm—ml)
i=0
folgt.
Stellen wir in Formel (5.1) die Limesbetrachtung
limnp = 4
n—oo

an, so folgt die Poissonsche Verteilung mit
6—). Zk

(5.5) P=PX = k)= ——,

k=0,1,2,...

Desgleichen erhélt man aus der oben angegebenen Limesbetrachtung
in (5.2) die Formel fiir die unvollstindigen Zentralmomente der Ver-
teilung (5.5),

(5.6) pr(8) = (6= A () +2 )] (”gl)m(s),
i=0

wobei, nach (5.3),

(6.7) pa(8) = sp,

folgt, wihrend wegen (5.4)
r—2

(5.8) =12 (721) s

=0

ist.
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Die Begriindung jener Betrachtung ist wie folgt. Fiir die Vertei-
lung einer Zufallsvariable X, die nur endlich viele Werte annimmt (d.h.
im besonderen Fall fiir die binomiale Verteilung) haben wir

n

we(s) = D (k—a) p,
k=s
und nichst

= D (k—a) py,
k=s

weil p, = 0 fiir ¥ >n. Wenn n—oco0 und ¢, = Q(X = k) die Grenzver-
teilung fiir die Verteilung P,(X = k) = p, und u;(s) das Moment der
Grenzverteilung sind, dann

%[

#e(8)=> D (k—a)' g, = pr(s).
k=s
Die Voraussetzung 8§ = —1 in (4.13) ergibt die hypergeometrische
Verteilung
()%
n E \n—k
(8.9) =P =k = (k)—

N 7
(2

max (0, n —Nq) < k < min(n, Np),
und aus derselben Voraussetzung in (4.14)-(4.16) folgen die Formeln:

r—3
610)  wle) = W =r+07 o=y Wno) + 3 (7 msale)+

i=0

+2( )(n(p @) — Np) i1 (8) + (N—n)npqm(sﬂ},

(6:11)  m(s) = (Na—n+s)p,,

r—3

(612) = <N—r+1>-‘{2(";1)m+2+

t=0

+Z( )[(""(p q9) — NP)Mi+1+(N—n)npqm]},

Die Formeln (5.2)-(5.4), (5.6)-(5.8), (5.10)-(5.12) sind schon seit
lingerer Zeit bekannt (siehe z.B. [4]).
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Man erhilt aus (5.1) die negative Binomialverteilung, wenn p durch
—p/q, n durch —n und ¢ durch 1/q ersetzt wird. Dann ist

(5.13) P =P(X =k) = (—1)"(_,cn)pkq",

q=1—p,k=0,1,2,...,
und die Formeln (5.2)-(5.4) ergeben:

(5.14). m(s)=(s—n§)_uls>+p2( )( )+uﬁ+1<))

8
(5.13)  mu(s) = Pic

(5.16) _2 Z(’— )( uz+m+1)

Wird nun in (5.13) p =9/(1+n), n =4/n, ¢ =1/1+n), plg =71
angenommen, so erhidlt man die sogenannte Pdlya-Eggenbergersche Ver-
teilung:

_ o T(n+%k) { 7 i
(5.17) Pr = P(.X— k) = k!I’(l/n) (1+17) (1—1-7))
A+ E—=1\[ 1 \* iy _
_( ) )(——1+n)(1+n) ., k=0,1,2,...

Die Formeln (5.14)-(5-16) ergeben dann:

r—2 . ﬂ,
ur(8) = (8—1)"‘u1(8)+n2(r ; 1) (;(1+77)m(8)+m+1(8)),

p1(8) = 8(1+n)ps,

= nZ(r— )( 1+77).”z+”1+1)

Die geometrische Verteilung ist ein Spezialfall der negativen Bino-
mialverteilung (Pélya-Eggenbergerschen Verteilung), wenn » = 1 (1 = 7)
ist. Wir haben nimlich

(5.18) P =P X =k =¢qp*, k=0,1,2,...,
oder

nk
(5.19) P =PX=k)=—-"~, k=0,1,2,...,
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und dann

r—1 r—2 —1 1
(5.20) /4,(8)=(8—%) () + %2(2 )(;m(s)wl(s)),

1=0

S
5-21 1 _— 39
(5.21)  uy(s) . P

(5.22) =7 2(’— )( M‘f‘.“h-l)

oder
ue(8) = (8 —n)"~ 1u1(s>+n2( ) (L+2) 3(8) + i (8)),

p1(8) = 8(1+49)p,,

= 112( ) (1 +n) pts + pig) -

Wir berechnen jetzt als Beispiel die vier ersten Zentralmomente aus
den Formeln (5.14)-(5.16) und (5.20)-(5.22).
Die negative Binomialverteilung:

p1(8)  wie in (5.15),

p2(8) = %%ﬂo(s)“‘(s_%(n—l))#l(s)’
#a(8) = 1 po(8) + ((s—n%) +%(q+2n>)ul<s)+2%m<s>,
() = n> uo<s>+((s—n%) %( +3n)) <s)+3%<q+nm2(s)+
+3§u3(s),
M2 =n‘£7
q2
o=t g2y —a L),
q q q
mo=nt 13 (qrmu+3 4, —n—(q2+3p (g+n) +3p(1+p)).
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Die geometrische Verteilung:

u1(8)  wie in (5.21),

ua(8) = %m(swsul(s),

p P2 p P
o8) = Za)+ ([s=2) + 2 (g+2) ) mis) +2 2 pats),
pals) = - o8 ((s q) G ))/4 (6)+2 a8

= +3%(q+1>u2+3§u3 - -Z%(q*+3p<q+1)+3p(1+p))-

3
pa(8) = %#0(3)‘}‘((3—%) +—5—2(q+3)) u1(8)+3—%(9+1)u2(8)+‘
P +3£.u3(3)7
M2 =zz‘a q
p p P
Uz = ? +2?M2 = ?(1‘}‘.’[’)7
p
q

9.2. Wir stellen jetzt eine Methode dar, mit deren Hilfe man die
gewohnlichen Momente fiir die logarithmische Verteilung aus den Zen-
tralmomenten der negativen Binomialverteilung bekommen kann. Wir
bemerken nimlich, da wegen

D'P(X =k =1—g",
k=1

wobei die Wahrscheinlichkeit P(X = k) durch (5.13) gegeben ist, der
Ausdruck

(5.23) P(Y =1) =

(—1) (—n

1—q" l ).’plqn’ 1=1,2,3,...,

die Wahrscheinlichkeit der sogenannten abgeschnittenen (gestutzten)
negativen Binomialverteilung darstellt. Die Zentralmomente dieser Ver-
teilung folgen aus der Formel (5.14), indem man (5.14) durch 1 —¢" divi-
diert. Es ist bekannt, da8 dann, wenn n gegen Null strebt, die Verteilung
(5.23) die logarithmische Verteilung

pl
PX =l) =45, 1=1,2,3,..,

ergibt, wobei

(5.24) A=——"—, g¢g=1-p,



Momente der Polya-Verteilung 591

ist (siehe [6], S. 260, oder [8], S. 131- 132) So folgt fir die abgeschnittene
negative Binomialverteilung

_ P\ pa(s) P o r—1 (n
#r(9) _(s_n?) 1—¢" +Q(1—Q”);( ‘ )(q ”‘(SHM“(S))

und dann die Formel fiir die unvollstindigen gewoéhnlichen Momente
a,(s) der logarithmischen Verteilung

(5.25) a () = 8" ay(s) + = 2(7_ )az+1
S §t e

weil wegen der Bedingung n—0 es gilt

0o

#e(8) Py P
1—¢" —Z(k_nq).l—q" o

k=s

und aus der Definition «,(8)= Ap®/q ist. (Siehe auch Gerstenkorn [4],
S. 22-24 und 8. 33, wo die anderen Methoden fiir die unvollstindigen
Momente, und Kendall und Stuart [8], S. 133, wo die Formeln fiir die
vier ersten vollstdndigen Momente angegeben sind.)

Setzt man s = 1 voraus, so erhdlt man die Formel fiir die vollstin-
digen gewohnlichen Momente a, der logarithmischen Verteilung

_Pr N r—1
o=t )

wobei A in (5.24) bereits definiert wurde.
Zur Anschauung werden hier die ersten vier unvollstdndigen Momente
aus der Formel (5.25) berechnet (das erste Moment direkt aus der Defi-

nition):
‘00 00 8—1
7 D 1
ais) = Sip = 4 p’=A(—— 7|

P P 1 ?°
S S
(q q 7o) q’
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as(s) (A82 "7l ay(8) +2a,(s )“ (32+ +2—(S—'——£)),
q q q

a,(8) = % (As*p*~ -+ ay (8) + Bay(8) + 3oy (8)

_ A£_|33+£ +3£(s+£)+3£(82+£ +2£_(8+£)) ,
q q q q q q q q

Die anderen Formeln fiir die unvollstdndigen und vollstindigen ge-
wohnlichen Momente der logarithmischen Verteilung waren schon eher
bekannt (siehe [4], S. 33, (2.45), (2.47)).

6. Anwendungen. Die erlangten Ergebnisse werden nun zur Ermitt-
lung der absoluten Zentralmomente der Podlya-Verteilung (und der
Verteilungen, die man aus dieser erhalten kann) angewendet. Im Spezial-
fall erhdlt man auch die Formeln fiir die mittlere Abweichung der ent-
sprechenden Verteilungen.

Es bezeichne f, das absolute Zentralmoment der zufélligen Veriin-
derlichen X mit dem Erwartungswert E(X) = a, d.h. es gilt §, = E(|X —al).

Es sei bemerkt, dal im Fall der diskreten Verdnderlichen mit der
Wahrscheinlichkeitsfunktion p,= P(X = k) fiur B, (ungerades r) folgt

-1

61) Br= D lk—alpy=— D (k—ayp,+

k=—o0 k=—o00 k

DM

(k—a) py

I
~

=2 Y (k—a) pp—p, = 2, (1) — por,

pav)

wobel I = [a]+1 ist und [a] den Gesamttell der Zahl a bezeichnet.
Im Spezialfall, wenn » = 1 ist, erhdlt man die Formel fiir die mittlere
Abweichung f,:

(6.2) Br = 2m(l).

Wenn man jetzt die Formeln (4.10), (4.11) und ¢ = np in Zusammen-
hang mit (6.1) sieht, dann erhéilt man die Formel fiir die absoluten Zen-
tralmomente der Poélya-Verteilung:

(63) B, = (1+(r—D)a) 20— npy (1)
r—3
—a y (7‘ : 1) (2ﬂi+2(l) - ;ui+2) +

)
=0

+2 (7' p 1) ((na(g—p)— D) (28541 (V) — pis) + nPE (1 + na)(2p5(1) — m-))}~

=0



Momente der Pélya-Verteilung 593

Wenn wir in (6.3)
2051 (0) — oy = My (K =0,1,2)

setzen, dann gilt nach Beriicksichtigung von (6.2) die Formel

r—3

(6.4) B, = (1+("'—1)“')_1{(l—np)r_llg1_“2 (T;I) Mo+

=0

+Z( )(’na q—Dp) P)mi+1+nPQ(1+%“)mi)}a

wobei
(6.5) pr = 2l(g+(n—T)a)p,.
ist.
Fiir die Gestalt (4.13) der Pdlya-Verteilung gilt die folgende Abéin-
derung der Formeln (6.4) und (6.5):

r—3
©6)  f = (¥ +r—1)8) [a—npy 78, —8 ("7 )msat

=0

+ Z ( ) ((n8(g —p) — Np)mq,+npg(N + nS)mi)},
wobel
2
(6.7) B = —l\:l(qNJr(n—l)S)pz

ist.

Die Formeln (6.4) und (6.5) konnen nun als Ausgangsformeln fir
viele andere dienen. Ndmlich, wenn a = 0 ist, so erhidlt man die Formel
fiir die absoluten Zentralmomente der Binomialverteilung (5.1),

r—2

B, = (l—mnp)~'Bi+p 2 (r—il) (ngm; —mq,),

wobei
(6.8) B =2lgp, I =[np]+1,
ist. Die Formel (6.8) ist schon seit dem Jahr 1957 bekannt und wurde
in [6] angegeben.
Wenn in (6.7)
limnap = A

n—>00

vorausgesetzt wird, dann erhélt man die Formel fiir die absoluten Zentral-

6 — Zastosow. Matem. 14.4
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momente der Poissonschen Verteilung (5.5),

. = (l—zy-lﬂlwrj(’f) m,
=0

wobei
(6.9) B =2lp, 1=[A]+1,
ist. :
Wenn man nun in (6.6) den Wert § = —1 annimmt, so erhilt man

die Formel fiir die absoluten zentralen Momente der hypergeometrischen
Verteilung (5.9),

by = == 1y a3t

=0

+ S (r; 1) (npq(N—n)mi— (n(g—p) +-Np)mi+1)}7
i=o
wobei

2
(6.10) B = —UNg—n+Vp;, 1=[np]+1,

ist.
Die obenerwéhnte Methode liefert uns die Formeln fiir die negative
Binomialverteilung (5.13),

r—2
. p\"! Y4 r—1 n
b = -07) ‘“q,.zo( ) (st )
wobei

2
(6.11) 1 = Elp,, l= [’n %] +1,

ist. In analoger Weise erhilt man fiir die Pélya-Eggenberger-Vertei-
lung (5.17),

By =(@—2)""Bi+1 i (1‘-;1) ('m'i+1+ %(1 +77)mi)’
i=0

wobei 8, = 2(1+7)lp;, | =[A]+1, ist und dann, fir die geometrische
Verteilung (5.18),

22 S s )

i=0
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wobei

2 »
(6.12) b= Zip, L= [;] 1,

ist. Fir den Fall (5.19) ist
r—2
r—1
B = A=y futn (777 e+ +mym)
i=0

mit g, = 2(1+9)lp, 1= [n]+1.

Die Bedeutung der hier gegebenen Formeln und der Methode sie
zu ermitteln, ist leicht zu ermessen, wenn man einen Vergleich dieser
Methode mit der Methode der Berechnung, die direkt aus der Definitions-
formel erfolgt, beispielsweise der mittleren Abweichung der Binomial-
verteilung, anstellt, selbst wenn die Werte der Parameter sorgfiltig ange-
passt sind. Man findet diese Berechnung in [5], S. 244 (siehe auch die
Bemerkungen in [12], S. 92 und 94).

Die Formeln fiir die mittlere Abweichung der obenerwihnten Ver-
teilungen sind schon seit einiger Zeit bekannt. Am friihesten ist die Formel
(6.8) fiir die mittlere Abweichung der binomialen Verteilung bekannt
geworden. Sie wurde von Uspensky [13] ohne Beriicksichtigung der
Formel (6.2), dann von Frame [2], Kozniewska [9], Johnson [6] und
Kamat [7] gegeben. Kozniewska [9] hat die Formel (6.5) fiir die mittlere
Abweichung der Polya-Verteilung gefunden (Spezialfille: die Formeln
(6.8) und (6.10) fiir die binomiale und hypergeometrische Verteilung).
Die mittlere Abweichung (6.9) fiir die Poissonsche Verteilung wurde
von Crow [1] und Kamat [7] betrachtet. Die Formel (6.10) fiir die mittlere
Abweichung der hypergeometrischen Verteilung ist auBler der Arbeit
von KoZniewska [9] auch in Ramasubban [11] und Kamat [7] zu finden.
In den Arbeiten der letzten Verfasser sind auch die Formeln (6.11) fiir
die negativ-binomiale Verteilung und (6.12) fiir die geometrische Vertei-
lung publiziert worden.

Wir mochten noch bemerken, dafl ein Zusammenhang zwischen der
mittleren Abweichung der Pélya-Verteilung und der Varianz uf der
binomialen Verteilung und der Varianz uf der Pélya-Verteilung festzu-
stellen ist. Wenn wir ndmlich in die Formel (6.5) die Wahrscheinlichkeit
(4.2) und 1 —1 = [np] einsetzen, bekommen wir

(6.13) B =2(n—[npl)(p +[npla)p;_;.
Wenn jetzt [np] = np ist, dann folgt daraus

(6.14) B = 2u; (1+na)p;,_,

oder

(6.15) - B =2u5 (L+a)p,_,;.
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Im Gegenfall, d.h. wenn [np] # np ist, konnen die Formeln (6.14)
und (6.15) als Approximationsformeln dienen. Aus den Formeln (6.13)-
(6.15) sind auch analogische Formeln fiir die binomiale, Poissonsche,
hypergeometrische, negativ-binomiale und geometrische Verteilung zu
entwickeln. Sie sind von Kamat [7] mit einem besonderen Verfahren
erlangt worden.

Noch frither hat Frame [2] auf die Beziehung 2ufp, , in der Bino-
mialverteilung und Crow [1] auf die Beziehung 22p,_, in der Poissonschen
Verteilung hingewiesen.
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T. GERSTENKORN (L6DZ)

UWAGI 0 MOMENTACH CENTRALNYCH NIEKOMPLETNYCH
I ABSOLUTNYCH ROZKLADU POLYI

STRESZCZENIE

W pracy podane sa wzory rekurencyjne na momenty centralne niekompletne
i kompletne rozkladu Polyi, uzyskane na podstawie twierdzenia A. R. Kamata. Dla
przykladu obliczono za ich pomocs cztery pierwsze momenty. Z tych zasadniczych
wzoréw otrzymuje si¢ — jako przypadki szczegblne — wzory na omawiane momenty
dla rozkladu dwumianowego, Poissona, hipergeometrycznego, ujemnego dwumiano-
wego, P61y1 Eggenbergera geometrycznego oraz wzory rekurencyjne na niekom-
pletne i kompletne momenty zwykte rozkladu logarytmicznego. '

Momenty niekompletne wykorzystuje si¢ do wyprowadzenia prostych wzordw
na momenty centralne absolutne dowolnego rzedu (w szczegélnosci odchylenia prze-
cigtnego) omawianych rozkladdow.



