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Sur la stabilité asymptotique
de la solution d’un systéme non linéaire d’équations
aux dérivées partielles du type parabolique®

par I. LoJozyx-KRrOLIKIEWICZ (Krakow)

§ 1. Introduction.

1. Dans la présente note nous considérons un systéme non linéaire
d’équations différentielles aux dérivées partielles du second ordre de Ia
forme suivante:

out ; :
] 1 2 m i i 1i 1
(1) _—ﬂ(t Tyy Bog veey Tny WUy Uiy veey Uy Ugyy vy Ugny Uzimyy oory Uzqzs)

ou t=1,2,..,m, que nous allons noter lous une forme plus simple
.introduisant le.s notations & = @y, ..y Ty U= U’y ..., U™ uc, = ull y ssey ui,,

i 1
&b Ugm, = Umz,y +eoy Uzpza,

‘ out .
1) a—t_f(t T,u ux,,u,,,z,) (t1=1,2,..,m).

Nous admettons un systéme de conditions aux limites sur la surface
latérale d’'un domaine parabolique de la forme suivante:

‘ dust ]
(2)  dlt,2) g =gty 2,48 ob ¢ty my ) =0 (1=1,2,..,m).

Nous établirons certaines conditions suffisantés pour que la solution
du systéme (1), définie dans un domaine qui sera décrit dans la suite
et gatisfaisant aux conditions (2) sur la frontiére parabolique, goit arbi-
trairement petite pour des valeurs suffisamment grandes de la variable &.

Un probléme analogue a été résolu par M. Krzyzanski dans le cas
d’une équation linéaire parabolique et de la condition aux limites linéaire,
dans la demi-bande: {0 < 2z < 1; t < 0} (voir [5] et [6]). En appliquant
la méme méthode j’ai démontré des ‘théorémes analoques dans le cas

* Dans le cedre d’une conférence tenue & l'Université de Bari le 14. 4. 1964,
M. le Prof. M. Krzyzanski a exposé quelques-uns des théordmes du travail présent.
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244 I. Lojozyk-Krélikiewicz

de plusieurs variables «,, @, ..., Tn (voir [8]). Dans la note [9] on a dé-
montré des théorémes analogues pour une équation presque linéaire,
en se basant sur un lemme constituant un cas particulier du théoréme
sur les indgalités différentielles (voir J. Szarski [15]). Des problémes
analogues ont été résolus par les auteurs suivantes: A. Friedman [1],
[2), [3], [4], H. Murakami [11], H. Milicer-Gruzewska [10], R. Nara-

sihman [12], P. Zeragia [16].

§ 2. Hypothéses et définitions.

2. I. Nous désignons par D un ensemble ouvert dans 1’espace-temps
des variables %, @,, %,, ..., ®n, jouissant des propriétés suivantes:

1° pour chaque ?,> 0 la partie de D contenue dans la couche
{0 <t<1i; veR" est bornée et lintersection de la fermeture D avec
le plan ¢ =1, est non vide. Nous introduisons les notations suivantes:
Drn —1la partie de D dans laquelle on a ¢t > T; Sr—la projection sur
le plan ¢t = 0 de lintersection de D avec le plan ¢= T; Sp—la pro-
jection sur le plan t= 0 de l'ensemble D (Sp, qui peut étre identique
au plan ¢ =0 entier, est un ensemble borné ou non);

2° pour chaque %,>> 0 et pour chaque x,€S; on peut faire cor-
respondre & toute suite ¢, telle que i, > 0 et ¢,—%,, une suite de points
@, de facon que z,¢48,;, et xz,—>x,.

-II.-Nous désignons par X2 la partie de la frontiére 0D dans laquelle
on a linégalité 0 < ¢ et par 2r la partie dans laquelle T < i Par Sg,
nous désignons la projection de l’ensemble Zp sur le plan ¢= 0. Btant
donnée une fonction a(t, z), définie sur X, nous désignons par £° le sous-
ensemble de X (qui peut étre vide ou bien idemntique &4 2X') dans lequel
on a a>0.

ITL. La fonction f‘(t) T,2,4,7) (voir (1)), ol ¢= (i, ...; ¢a)
2= (2% ..., #™), ¥ = (711, P12, ..., Tun), définie pour (¢,x) e D et 2, g, r arbi-
traires, -est dite -elliptique par rapport & une suite de fonctions wi(t, z)
(j=1,..., m) de classe O* dans .D, lorsque pour toute suite de nombres
Tiky T (J, k=1,..,m) o0 7= 7%y, T = 71y, telle que la forme qua-

n
dratiquef kZ (*#—7Fs)AsA est non positive, on a I'inégalité
Shm1

(3) ity wyu, uzyy ) <, @, w, 08, 7)  pour (1, ) eD

Oﬁ r - Fll, 9‘12’ o-c’:;'“ﬂ-
IV. Nous dirons

1° que la fonction w(t,») est réguliere dans D quand elle est con-
tinue dans D, de clagse (* dans D, et y posséde des dérivées partielles
du second ordre par rapport aux variables continues z,, &y, ..., Zn;
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2° que la solution w!(t,®) (j =1, ..., m), du systéme (1) est une
solution parabolique dans D, si pour chaque i =1, ..., m, f'(¢, ®, 2, g, 7)
est elliptique par rapport & la suite w/(¢, #) dans D (voir [1B]).

V. Nous dirons que la suite de fonctions f¥t, #, 2,¢,7) (i=1, 2,
.., m) satisfait &4 la condition W, lorsque l'indice 4, étant fixé arbitrai-
rement, les relations 2/ <2, § #1,, 2% = 2% impliquent 1’inégalité:

fio(tr Ty2,q,7) <fi°(ty D,2,q,7)

dans D, pour g et r arbifraires.

VI. Nous dirons enfin qu’une solution «!(t, #) du systéme (1) dans D,
avec les conditions (2) sur X, est asymptotiquement stable dans D, si
% chaque ¢ > 0 on peut faire correspondre un nombre 7'(e) > 0, tel que
lut(t, )] < e pour t > T et pour 2ze8p (¢ =1, ..., m).

§ 3. Un lemme auxiliaire.

3. HyroTHESE A. Il existe un nombre T > 0 et des foncitions oi(2, 2)
-ontinues et mon mnégatives pour t >0, 2/ >0 (j=1,...,m), satisfaisant
@ la condition W, pour t >0, telles que

) fit, e 20, )—ft e, 84,1 <d(t—T,2—3) (i=1,..,m),

pour A >2 (j=1,..,m), (,x) e Dp, q et r arbitraires, et que 2t= 0
(¢ =1, ..., m), soit Punique intégrale du- systéme d'équations ordinaires

%zt_= ai(t, 24, ...,2™) (1=1, ..,m)
issue de Vorigine (*).
HyrorHESE B. Soient ¢i(t, », 2) des fonctions définies pour (t, o) ¢ Zr,
z — arbitraire, strictement croissantes par rapport & z, et soient ai(t xz) des
fonetions défzmes pour (t, ®) € Zr telles que a Yt, z) > 0 sur Zh. A chaque
point de o correspond une demi-droite U', issue de ce point, orthogonale
& Vaze t et pénétrant & Vintérieur de Dr.

LeMwE. Soit ui(t, x) une solution réguliére et parabolique du systéme (1)
dans D. Nous admetions la condition W, pour fi(t, x, 2, q,7) et nous sup-
posons qu'il ewiste un nombre T > 0, tel que P'hypothése A soit satisfaite
dans Dr. Nous supposons que les fonctions wi(t, x) admeitent une dérivée

() Les hypotheses admises ci-dessus sont nécesgaires pour pouvoir appliquer le
théordme sur les inégalités différentielles, et elles sont identiques aux hypothéses du
théoréme 1 du travail [15]. Le probléme consistant & étudier l'allure asymptotique
de la solution u(t, z) sous I’hypothése A a été posé par M. le Prof. J. Szarski.

18%
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swivant la demi-droite It, en tout point de % et vérifient les conditions
aup limites .

£
a't, @) =5 sur X7
(6) ol(t, 2, wt) = T a , "
0 sur  Xp— 27,

Nous supposons encore qu'il existe deux systémes de fonctions Vi(t, m)
et vi(t, z), réguliéres dans D, qui satisfont aux conditions suivanies:

1° Vi(t, x) = 0, vi(t, 2) <O dans Dp (1 =1, ..., m);
2° Vi(t, 4) < & et vi(t,s) >—e pour > T(s) et weSp (1 =1, .., m);
3° Dans le domaine Dr ont liew les inégalités

a .

(6) at /f (t m V Vz,, szmk) (’i, =] 1’ very m) ;
oot g |

(7) %gf (t’ M, 'D, 'v;,, ‘v;.dxk) (@ _— 1, cery m) ,

en outre, supposons que f(t, , 2, q, 1) soient elliptiques par rapport & v"(?, )
49 Pour m e Sy nous avons

(8) YT, 3) < wY(T, @) < VT, 2) (i=1,..,m);

59 Les fonctwns Vit, ) et v (t o) admettent une dérivée suivani la
de'm droite 1° en tout point de 2‘51 et vérifient les inégalités:

. a*(t, w) dVi sur %
(9) q"(ts &, V‘(ty w)) Z ’
0 sur Zm—).'.‘;f
. dv? ¢
10) R < a¥(t, o) — T sur X,
0 sur ZT— 2;5 .

Dans ces conditions on a ht-.IoIol ui(t, ) = 0 wuniformément par rap-

port & »eSp.

Démonstration. Nous appliquons le théoréme de J. Szarski deux
fois: d’abord aux systémes u'(t,z) et V¥, x); il en résulte que

(11) w(t, o) <V, @), (t,@)eDp (i=1,..,m).

Ensuite nous appliquons ce théordme aux fonctions vi(t, ) et wul(t, @)
et nous obtenons l'inégalité

L

(12) vi(t, v) <wult,2) dans Dr (i=1,..,m).
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Tl résulte des hypothéses 2° et des inégalités (11) et (12) que |ut(t, @) < &
dans Dr.

" Remarque 1. Le théoréme ci-dessus, est & certains égards, plus
faible que le théoréme 1 du travail [9]. Nous y avons supposé qu’il existe
ane seule fonction V (¢, #) satisfaisant aux conditions analogues & (8)
et (11); ici, nous introduisons deux systémes de fonctions. Quand le sy-
gtéme (1) est seulement une juxtaposition, nous ne profitons que d’une
seule fonction, en supposant que la fonction f(¢; @, , g, r) soit décrois-
sante par rapport 4 la variable % et qu’on a f(t, z, u, sq, sr) < sf(t, @, u, q, )
et aussi p(f, o, su) > s@(t, ®, u) pour chaque s # 0.

4, Nous passons & la construction effective des systémes V*(¢, x)
et oY, x), en admettant certaines hypothéses supplémentaires sur les
tonctions f'(t, z, ¢, g, 7) et ¢'(t, ©, 2). Il résulte du lemme que ces hypo-
théses vont constituer des conditions suffisantes pour la stabilité asymp-
totique des solutions du systéme (1).

HyroraisE C. Soient f¥t, z,0,0,0) des fonctions continues dams D.
On suppose que ]tl_.n; fit,2,0,0,00=0 (i=1, ..., m), uniformément
Zlans g D.

Posons f)‘(t) = sup \f%,,0,0,0)| (i=1, ..., m). Si pour chaque

zeSp, 2! .
T>0on a f v, 0,0,0) 540 dans Dr, les fonctions p'(t) satisfont aux
conditions suivantes:

1° pY(t) >0 pour ¢ > 0;

2° lim pi(t) = 0;

t—o00
3° p(t) est une fonction continue et décroissante dans (0, oo).
Posons :
pt) pour >0,
po-{® :
pY0) pour i<i<O

(?=1,...,m) ou § >0 est une constante arbitrairement petite.
Posons p(t) = max[p¥(t)] pour ¢ >—4. La fonction p(¢) est continue

dans 0 <t < oo et sa;tisfait aux mémes conditions 1° 2° 3°.

Si f,2,0,0,0) =0 dans Dr, pour un T > 0, nous choisissons
pour p(t) une fonction arbitraire satisfaisant aux conditions 1° 2°, 3°
dans 0 <t < oo.

Posons

]
(13) J(t)= [ p(v)exp[a(z—1)]dr
-9

oll 4> 0 est un nombre arbitraire que nous allons choisir convenablement
dans la suite (voir [9]). La fonction J(?) satisfait aux conditions
suivantes:
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4° J(t) >0 pour ¢t >0;.
5° J (t) est une fonction bornée, continue et admettant une dérivée
continue pour ? > 0;

6° Pour chaque ?, >0 et pour A> 0 et 6 > 0 arbitraires il existe
N (&) >0, tel que J(&) > N(f,) dans lintervalle 0 <? <1, puisque

o -
70> [ pleexplat—0]de > p(0) 31— exp(—1d)]exp(—ity) = N (k)
-2

7° lim J(?) =0,
{~»00
car pour chaque & > 0 il existe deux nombres 7', 7', tels que 7' > T > 0 et

T i
J(t)= [ p()explA(r—t)]de+ [ p(x)expliz—1)]dr <e
T

-
pour t>T>T.

Dans la suite nous considérons seulement le cas d’un domaine §p
borné. Désignons par E le diamétre de l’ensemble 8p. .

Nous allons construire deux fonctions des variables @y, @,, ..., 2, en
supposant, sans restreindre la généralité des considérations, que ’origine
du systéme appartient au domaine Sp. Posons

(14) wY(w)=K—exp(R—=) ou K =p+1, pour 8 =exp(2R),
et
(16) w¥z) = K—exp(R+ )

(le choix de la variable @; n’est pas essentiel).
Les fonctions w'(x) et w¥() vérifient dans Sp les inégalités

(16) I<E-f<witm) <K (i=1,2),
(17) 1<un(@) <p et —f<ug(e) <1,
(18) —B<Wzm(d) <—1  (i=1,2).

‘Dans la suite nous nous servirons des fonctions »(i, ») = w(m)J (f)
et v*(t, ) = w¥a)J (t) pour construire deux systdmes de fonctions:

Vit,z)=V(t,2) et ', a)=—V({,n (i=1,..,m).

§ 4. Le probléme aux limites homogéne.
5. HyrorHBsE D. Les fonctions fi(t,w,z, q,r) sont elliptiques par

rapport a tout systéme de fonctions u' régulidres et bornées dams D.
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HyrorHRSE E. Il existe des fonctions ui(t) >0 (0 <t << oo) telles
qu'on ail:

(a) Filty 2y 2, 4, 0)—ft, 2,2, §, 0) < —p't—T) Y (@—iy)
el
ou bien
M) fit, 2,24, 00—t 2,7 q,0) > 40—T) D (g—)
| &

pour q > @, # arbitraire, et (t,3) eDg, i =1, ..., m.
HyroTHESE F. Soient ¢i(t, %, 2) les fonctions définies dans U'hypo-
thése B. Supposons qu’il existe un nombre L > 0, lel que

(19) ¢i(t, 3, 2)— (1, @, ) > L(e—3)  (i=1,..,m)

lorsque 2 > 2 pour (t, z) e Zp et une constante M telle que

(20) lat(t, z)| < M sur Zp (i=1,..,m).
HypPoTHESE G. On a lidentité
(21) pi(t,2,0) =0 pour (t,x)ely.

THEOREME 1. Admettons les définitions I, IT (o Sp est borné) et sup-
posons que la suite f'(t, ¢,2,q,7) (=1, ..., m) satisfasse & la condition
W, et qu'il existe T > 0, tel que dans le domaine Dy les hypothéses C, B, D
sotent vérifiées. L'hypothése A du p. 245 restant valable, nous supposons
que les fonotions oi(t, 2) satisfont dans D & Vinégalité

.
(22) ol(t,2) <ol(t) D& (i=1,..;m)

i=1
o o¥(t) > 0 dans 0 <1< co. Admetlons les hypothéses B, F, G et sup-
posons en outre qu'on ait Vinégalité

(23) K>ma,x(1§—ﬁ +ﬂ,1+ﬂ)

o les nombres M, L sont définis dans Phypothéses F et B = exp2R (ct. (14)).
Supposons en outre que les fonctions ui(t) et oi(t) satisfassent a la relation
suivante:

(24) utt)—mEol(t) >y >0 pour t=0,

K étant la méme constante que dans Vinégalité (23).

Cela posé, la solution ui(t,x) du systéme (1) avec les conditions aua
limites (5), parabolique et réguliére dans D, est aussi asymplotiquement
stable dans D. "
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‘Démonstration. La démonstration se composera de deux parties.
Nous admettons d’abord I’hypothése E(a) et nous posons V (i, ) = »*(t, o).
On voit immédiatement que V (¢, 2z) > 0 dans D et }lm V(t, ) = 0 uni-

formément dans Sp. Nous allons démontrer que le systéme de fonctions

Vi, ) = V(t,) (i=1,..,m), remplit les inégalités (6) dans Dr. En
posant ft(ts z,V,V,.,V,q,7) =f‘(t7 z,V,q,r) on a
3V aJ 1 1 1
5 = Wi(@) 75 = plt)— dwk@)J (1) > —hw'(2)] (1) + 1, 2,0, 0,0)
= —iw'(2)d (0)+"¢, %, 0, 0, 0)—f'(t, 2, 7,0, 0)+5¢t, 2, V, 0, 0)—
"ff(t) xy Vy Ve, 0)+ft, 2, V, Vg, 0)-
— 12, V, Veps Vo) £ (8, 2, Vy Vi Vgm)
> J (Q)[—AE—mEa (t—T)+ p'(t—T)1+Ft, @, V, Vayy Vagma)
pour 2=1, ..., m.

11 résulte des inégalités (23) que pour un nombre }. assez petit 'ex-
pression entre crochets peut &tre rendue positive et on en déduit que

%;f‘(t,m',V,V,d,Vm,,) pour ¢=1,..,m, dans Dxp.

Nous appliquong le méme ra,isonliement au systéme o4, ) = v(t, x)
=—Y(t, £). On a alors L

av :
7 < B0+ (W)w'(e) <A (Hw'(@)+ %t 2, 0,0,0)
<J (OIAE +mEa'(t—T)~ u'(t—T)14-5(t, @, 0, vy Vayes) -
On a choisi la constante i > 0 de fagon que lexpression entre les cro-
chets soit négative, et alors on a l'inégalité
8 S
%gf’(t, Z,0, Vg, V) pour 4=1,..,m, dang Dr.

Pagsons maintenant & 1’étude de la condition aux limites. D’aprés
les hypothéses F et G sur Z‘T—Z‘T on a

pit, 2, V) =2 pi(t, z, 0) =0
ot
el t, z, v) <opi(t,z,0)=0.

D’autre part sur T3 sont vérifiées les inégalités

o'tt, ) W < a(t, @)V ot LV—LV

dlt
J(t)[a 'w:.'l_-Lwll+ ¢i(t, @, V)—o'(t, 2, 0).
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Pour le nombre K satisfaisant & (23) on a e!f—L(K—p) < 0 (v. (16)
et (17)). Alors

‘a*(t,w)%:.{go%t,"w, V) poﬁr 1=1,..,m, sur Z‘&f

De méme, pour le méme nombre K on a aussi

al(t, m)%;—J(t)[a*ﬁ—L(K— Bil+¢'(2, z, v)—¢i(t, 2, 0) = ¢!, =, ),

pour it =1, ..., m, sur 3,

Nous venons de démontrer que sous ’hypothése E(a) il existe deux
gysteémes de fonctions régulidres dans D satisfaisant aux inégalités (6)
et (7) dans Dy et aussi (9) et (10) sur Zp. L’inégalité initiale (8) est va-
lable dans Sz pour K assez grand. Nous voyons que toutes les hypothéses
du lemme sont vérifiées et qu’en outre ErgV(t,m): l:;n;v(t,w)= o

uniformément dans Sp. Il en résulte la conclusion du théoréme 1.
Remarquons que, T étant suffisamment grand, 1’inégalité initiale (8)
est valable pour un K défini par (23), c’est-a-dire que la dépendance
du nombre K de la condition initiale n’est pas essentielle.
La démonstration de la seconde partie du théoréme 1, sous I'hypo-
thése E(b), est tout A fait analogue. Nous posons V'(¢,z)= V(t, )
= w¥2)J (1) et oi(t, 3) =—1¥(¢, 2).

§ 5. Le probléme aux limites non homogéne.

6. Plus ou moins pareillement on démontre les théorémes qui vont
suivre.

HyroTHESE G,. Pour chaque ¢ > 0, il exviste T(e) > 0, tel que
lph(t, @, 0)| <e, lorsque =T, xe8x,

Soit %¥(t, ) une solution du systéme (1), avec les conditions aux
limites (5), parabolique et réguliére dans D.

THEOREME 2.. Toutes les hypothéses du théoréme 1 restant valables
a Dexception de V'hypothése G, supposons qu'il ewiste deux constantes d et x,
telles que o¥(t) < dexp(—at), pour t > 0, et admettons Uhypothése Q.

Cela posé, la solution ui(t, x) est asymplotiquement stable dans D.

Démonstration. En profitant de I’hypothése E(a) nous allons
démontrer que les fonctions V (i, #) = »}t, )+ £ et v(l, z) = —»*(t, x)—e
satisfont aux hypothéses du lemme (dans le cas de I'hypothése E(b)
nous posons V (i, z) = +*(t, x)+ e, v(t, ) = —»*t, x)—¢).
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 'En effectuant des calculs analogues & ceux de la démonstration
du théoréme 1, on obtient:

W > —ula)d ()~ o (t—T)m[w'@)J () + €]+ w'(t—T)whJ (1) +
+5 )2, Vs Vs Vorm)
t(f—
>J (1) [-nm— o*(t—1T) me g (3 ( t)T ) me—+ p'(t—T) w:,,] +

+f‘(t1 z,V, V:cn Vam)' (i=1,...,m).

Comme J(t) >> sexp(—4t) ol & = p(0). 1/A[1—exp(—4d)] (v. 6° du
ol(t—1T)
J (1)
étant admisé, nous pouvons choisir des nombres 4 et & assez petits pour
que. ’expression entre crochets soit non négative. En vertu de 1’hypo-

thése G, il existe un 7(¢), tel que

P. 248), le rapport est borné pour A< x La condition (24)

lp(t, #, 0)) < Le - pour {t>Ty,2el8x,}.
En vertu de I'hypothése F, on a
Pt 2, V) > ¢'t,2,0)+L(*+e) =0 sur Zp~Zp (i=1,..,m),
et

a¥(t, @) % L o'V, +L(»4-e)—L(»+eg)

< J (#)[a'wr—Lw']+ ¢ (t, 3, V)—¢'(t, ©, 0)—Le < ¢'(t, @, V)

gur Zifl (¢=1,..,m). On en déduit que u(f, x) est asymptotiquement
stable dans D.

7. Lorsque ¢'(t) =0 (=1, ..., m), on remplace 'inégalité (24) par
la suivante: p¥(?) >y > 0. Alors, Phypothése G, étant admise, les fone-
tions V = w'(z)J (t)+¢, v = —w'(a(J (t)—¢ satisfont & toutes les hypo-
théses du lemme. .

Dans le cas d'une seule équation nous pouvons démontrer le théo-
réme qui va saivre.

HyroTHESE E,. Soit

"
f@, ®,2,q,0)—f(t,w,2,q,0) < pu(t—1T) 2(%“&1’)
Juml
ou bien

f(t, =, 2,q,0)—f(1, , 2, q,0) =—u(t—1T) Z(QJ— a7,

F==1

lorsque ¢ > q et (t, z) e Dp, z étant arbitraire.
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HYPOTHRSE A,. Il existc un nombre T > 0 et une fonction o(t) com-
tinue et mon négative pour t >0, telle que

f@,2,2,0,0)—f(t,2,2,0,0) <—c(t—T)(e—2) powr 2z2=32, (t,w)eDT.

THEOREME 3. Nous admettons les définitions I et II (Sp btant un
ensemble borné), et supposons qu'il ewiste un mombre T > 0 tel que dans
le domaine Drp les hypothéses Ay, C, D, E, soient vérifides, et aussi les
hypothéses B, F, Gy sur Zr. Soit o(1) = ¢, y(t) < o pour t = 05 ¢, p, étant
des oconstantes positives.

Oela posé, la solution du systéme (1) parabolique et régulidre dans D,
satisfaisant & la condition aux limiles (B), est asymplotiquement stable
dans D.

Démonstration. Posons V({,2) = +»'+¢ ot v(t, o) = —1'—e. On a

aV
2 J () [—AK— pof+em(E—B)+mael+f(t, 0, V, Vay, Vo) .

Nous pouvons choisir le nombre K de fagon qu’on ait: em(K— f)— u,p
=y, >0, et aussi K > max(%g + B8, 1+ﬂ) (v. (23)) et ensuite nous

choisissons convenablement le nombre A. Les autres détails du ecalcul
go voient immédiatement.

8. HyrpoTHBRSE C,. Il existe des constantes d >0 et » > 0 telles que
pour t>T on ait )

f(t,2,0,0,0) <dexp(—xt) dams Dy (i=1,..,m).

TEEOREME 4. Les hypothéses du théoréme 1, a Vexception de O et G,
restant valables, admettons les hypothéses C, et G, et supposons que

(26) olf) <c ol O<nu<e, uty>=N>(m+te)Ko.

Cela posé, la solution du systéme (1) parabolique et réguliére dans D,
satisfaisant & la condition aux limites (B), est asymptotiquement stable
dans D.

Démonstration. En profitant de I’hypotheése C,, nous posons
p(l) = dexp(—=xt) et par conséquent

t
JYt) = [ dexp(—xr)exp[i(r— t)]\df

-4d

dexp (—At) {exp[(A— x)t]— exp[(A— x)(—09)]}

.
=
Pour simplifier les calculs, introduisons un paramétre a > 0, tel que
0 <1/a < x, et posons A=x—1/a et § =a = 1/x— A Alors on a

JYt) == adexp (—At) {e— exp[(A— x)1]} > adexp(—At).
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Dans le cas' de I’hypothése E(a), posons V(i z) = w{z)J(t)+ exp (—x?)
et o(t, ¢) = —V(t, ). Il s’ensuit

i Aead K exp(—At) = H (1)

55> u(ad—l)exp(—_xt)— ead K exp(—At) = .
D'autre part, en vertu des hypotheses B, C,, A et Efa), en profitant
de (25) on obtient

£, 2,V, Vayy Vo) S—N D Vgt D) V+dexp(—xt)

=1 fe=l
< JY ) (— N+ emK) + emexp (—xt) + dexp (—At)
< ad(—N+ emK +1/a)exp (—At)+ emexp (—xt).
Alors pour

{1 em-+x 1 }
L@ MAXN g ' N—cK(m+e)

¢'est-d-dire que la fonction V (i, x) satisfait & l'inégalité (6) et v(t, )
4 Dinégalité (7). '

Si e>0 est arbitraire, on a V(t, ) < wix)JY(t)+¢& et o(t,2)
> —ul{z)JY(t)—e sur Zp pour t> T'(e). I1 en résulte que ces fonctions
satisfont aussi & 1'inégalité aux limites (9) et (10).

La démonstration gsous I’hypothése E(b) est analogue.
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