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Uber Differentialkomitanten der linearen Ubertragungen

von M. Lorens (Katowice)

Einleitung. Tn vorliegender Note suchen wir die Differentialkomitan-
ten von linearen Ubertragungen (vgl. [1], S. 148, bzw. [3], S. 138). Dieses
Problem wurde von J. A. Schouten in [3](S.105 und 8. 138) fiir symmetrische
Ubertragung gelost. Die Losung ist im folgenden Reduktionssatz enthalten:

REDUKTIONSSATZ. Ist ein Affinor X eine Differentialkomitante (s—1)-
ter Ordnung einer symmetrischen Ubertragung, so ist X eine algebraische
Komitante des Kriimmungstensors und seiner kovarianien Ableitungen bis
zur (8 —2)-ten Ordnung einschlieflich (vgl. [3], S. 138).

Hier mochten wir dieses Ergebnis fir s = 2 auf die nichtsymme-
trischen Ubertragungen verallgemeinern. Unsere Betrachtungen werden
mit Hilfe der Funktionalgleichungen ohne irgendwelche Regularititsvor-
aussetzungen durchgefiihrt.

Ein dhnliches Problem wurde von A. Méor behandelt. In der Arbeit
[2] hat er einige Ergebnisse iiber die Differentialkomitanten erster Ordnung
von den Ubertragungsparametern erhalten, welche Tensoren der Valenz
(1, 3) sind. In seinen Betrachtungen setzt er aber voraus, dafl die auf-
tretenden Funktionen der Klasse €, sind und gewisse zusidtzliche Bedin-
gungen erfiillen.

1. Es sei L™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer linearen
Ubertragung. Wir haben also auf dieser Mannigfaltigkeit ein geometrisches
Objekt A,‘fk mit der nachstehenden Transformationsformel:

(1.1) o = BiBLAJAY+ALBY, iy, kyry8,t =1,...,m.

A3, bzw. A%, sind die Komponenten dieses Objektes in Koordinaten-
system (@) bzw. (2%); A} = ax'[ox*, A}, = 024|027 d2* bedeuten die
ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen von &' hinsichtlich #° und
B}, B, bedeuten die ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen von z*

hinsichtlich & (vgl. [1], 8. 173). Mit S}, bezeichnen wir den Torsionstensor
von A,

(1.2) S;:k = i‘(/lfk-" A?q') = Afjk]’
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und mit I'};, den symmetrischen Teil von A4,

(1.3) e = B dht Ay) = Ay

Die partielle Ableitung der GroBe U hinsichtlich o' werde ich mit
U, = dU/o2" und die mit Hilfe von I';, gebildete kovariante Ableitung
von S mit 8}, bezeichnen. Wir haben

(1.4) Sien = Sjea+LaSh— TySu— 'ty Ss.
Der Kriimmungstensor von I hat die Form

(1-5) R}kl =2r [k z1+2 [krlsll]

Es sei Fj''m, eine beliebige Tensordichte vom Gewicht (-a)
und der Valenz (p, g). Sie hat also die nachstehende Transformationsfor-
mel:

(1.6) F},l,l e =e|J|°AL .. A?B .. Big Fvte,

7l.1 7".1 1'1 Tq
J = Det|Al||, & =1 oder ¢ =sgnd.

Wir beweisen den folgenden Satz:

SAtz 1. Ist F’l Ip g €ine beliebige Differentialkomitante erster Ordnung
von A, so hingt F’l l’?nq nur von S, Sy, Bjy ab. Db, Fi'n  mup
die Form

(1'7) F:rlzl ang (A)Iu ]Ic l) — fml g ( 7k7'g;:'kll7R;kl)
haben.

Wir beweisen den Satz 1 zuerst nur im Falle, wenn F ein Skalar ist.
Dieser Beweis kann aber ohne weiteres auf beliebige Tensordichte verall-
gemeinert werden (Bemerkung 1).

Beweis. Jede skalare Differentialkomitante ¢ erster Ordnung von
A4 muBl die Gleichung

—_—

(1.8) ¢ (Ah A,) = ¢(Ah, 4)
erfilllen, wo
(1.9) Ajy; = By BLAL A+ By BY AL AL+
+ BSBLBI A, A+ BIBLALBP AL, +
+ Bp A7, B+ A} Bj, /

und B}, die partiellen Ableitungen dritter Ordnung von &' hinsichtlich
z* bedeuten.
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Nehmen wir
}c = ;cy 117: = kv

(1.10) ) . ,
A.ik’-:ij, O’T/SAk

an, so erhilt man die Relationen
(1.11) B, =&, Bj = —Tj.

Das Einsetzen (1.10) ist wegen der vollen Symmetrie Iy, = I,
zulaBig.
Wenn wir (1.10) und (1.11) in (1.1) und (1.9) einsetzen, so konnen

Al A, folgendermaBen dargestellt werden:
(1.12) A = Sj,y
(1.13) Ay = — T lyy— 'l Tyt Sh+ Bha-

Weiter. setzen wir in (1.13) fir die sechs miteinander identischen
Ableitungen Bj,; denselben Ausdruck I'jyI"g, + I'tyyI';,— I',,; €in, was wegen
der vollen Symmetrie
(1.14) B}q = By = By, = Bjy, = By = By

= Iy lh+ Tyl — Iy,
zuléfig ist. Dann nimmt (1.13) fiir alle Permutationen j, k, ! die folgende

Gestalt (was durch einfache Rechnungen nachzupriifen ist) an:

~ .

i _Q
A]'k.l - Sikll’

i i i

A ; = B+ Skajy

11 i ;
.k = Rg‘lk‘— S;'uk,

(1.15)

-~

i i i

Ay = K+ Shyrey

11 _ i i
i = Bgj— Siaygy

i

Aki.l = Mkl

Aus (1.15) und (1.8) erhalten wir

(1.16) ‘P(A;Ek) /1;:1;,!) = q)(S;':k) S;:klb R;Ekl+ S;:kuy R, — S;':kll)'
Daraus folgt, daB ¢ nur von 8}, 8, Bj,; abhingen kann:
(1.17) @ ( Ay D) = F(Shy Sty Bira) -

Bemerkung 1. Jetzt zeigen wir, daB dieses Ergebnis fiir die Skalar-
komitanten auf beliebige Tensordichte verallgemeinert werden kann. Die
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Tensordichte Fi},i'_'_fenq mit dem Gewicht (—a) und der Valenz (p, gq),
welche eine Differentialkomitante erster Ordnung von A ist, muB die
Gleichung

(1.18)  Flt:'n (Ao M) = el " A% .. ABBIL ... Bl Fri- (A, Al )
erfiillen.

(1.18) kann ganz analog wie die Gleichung (1.8) behandelt werden.
Nach dem Einsetzen (1.10), (1.11) und (1.14) in (1.18) erhalten wir

- o ey (qi QG . : . .
Bt B (A A ) = FX 20 (SGky Sy Bia + Siaias Bina— Sin)
und
hedy (AL Al
(1'19) F'lrlzl..gnq(/l;k)/l;k,l) - ml m( 1k) )kll’ ﬂcl)

Auf diese Weise ist der Satz 1 vollstindig bewiesen.

2. Folgerungen. Jetzt wollen wir (1.19) durch den Kriimmungstensor
K}k, von A,k und die mit Alk gebildete kovariante Ableitung des Torsions-
tensors darstellen. Wir haben

Ky = 20550+ 245 Al
Shea = Sl AL S5 — A58k — A3, 85,

Zuerst mochten wir einige Beziehungen fiir die Gréfen Ky R,
8z und 8}, ableiten. Wir haben namlich

(2.1) Ky = Biu+ Siu— Sjue+ Wi,
(2.2) Sher = SjntZha,

WO

(2.3) Wik = 8heSu+ 8% Sa
(2.4) Zjy = Win+ 808y

Mit Hilfe von (2.1) und (2.2) kann man die Gleichung (1.19) in anderer
Gestalt schreiben

(2.5) Fl‘ 'z (A;m Ay = ml m( i Sixa— Zivey Ko — 28+ 285 85— Wi).

Da W}, und Zm den Formeln (2.3) und (2.4) nach algebraische
Komitanten von 8}, sind, kann die Funktion F4- ’mq durch S}, Sjei,
Km ausgedruckt werden:

(2.6) F%'l'.'.l.’inq(/l;k’ 1) = G, o Sitr Siets Kia) -

Aus (2.6) und aus dem Satz 1 folgern wir den folgenden Satz:

Sarz 2. Ist die Tensordichte . 'z, , ¢ine beliebige Differentialkomitante

erster Ordnung von A, so hdngt sw nur von Shey Sy K ab.
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Fiir symmetrische Ubertragungen kann ein entsprechender Satz er-
halten werden:

Sarz 3. Ist die Tensordichte Fﬁ,{l’g,, eine beliebige Differentialkomi-
tante erster Ordnung von der symmetrischen Ubertragung, so hdngt sie nur
von Ry, ab.

Beweis. Ist A} symmetrisch, d. h. A} = I'j,, so haben wir -S},
= 8y = 0. Dann nimmt die Gleichung (1.19) die Gestalt

1.0 i oA 1.l i
Fnlal...'#nq(/ljm/ljk,l) = f'nltl...z;nq(oﬁ 0, R;,), oder

(2.7)

.1 iogE N _ pheed i
Fo Byt Ajieyt) = % (Ria)

an und der Satz 3 ist somit bewiesen.

Aus unseren Betrachtungen folgt fast unmittelbar der nachstehende
Satz:

SAarz 4. Ist die Tensordichte eine algebraische Komitanle von A, so
hingt sie nur von S, ab.

Bewels. Die Tensordichte # vom Gewicht (—a) und der Valenz

(p, q), welche eine Komitante von A ist, mull die Transformations-
gleichung

(2.8)  Fu'z, (Aj) =elJ"An ... ApByL .. By Fil-p (A7)
erfilllen. Nach Einsetzen (1.10) und (1.11) erhalten wir
Foitm (A) = fibm (85
Eine einfache Folgerung des Satzes 4 ist noch das folgende

KOROLLAR. Aus einer symmetrischen Ubertragung kann Leine Ten-
sordichte Fﬁr‘i,'.'.l.’”mq gebildet werden.
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