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Sur une famille biparamétrique de schémas des
différences finies pour un systéme d’équations
paraboliques aux dérivées mixtes
et avec des conditions aux limites du type de Neumann

par MARIAN MALEC (Cracovie)

Résumé. Dans la note on prouve que les schémas implicites des différences fi-
nies pour un systdme d’équations partielles ‘du second ordre non linéaires du type
parabolique avec des conditions aux limites du type de Neumann sont convergents
et an propose une estimation de ’erreur de la méthode des différences finies.

Les schémas implicites mentionnés dépendent de deux paramétres.

1. Les processus non stationnaires d’échange de masse et de chaleur
dans un systéme de corps anisotropes sont décrits en physique par des
systémes d’équations partielles non linéaires du type parabolique

. du ou, 0*u
(1-1) .6—.'0: =fl(w7u76_a:76—wzl (l=17---’p)’ B
ol & = (2y, Tyy ..., a:,,)eR”", U= (Uyy oouy Uy)y Uy ="Uy (D)€ R, —‘#
ou) 0%, 0%u, . )
= o]’ oar = 32,03, =1,..,p,i=1,...,m, j=1,...,n)

Dans le systéme (1.1) les seconds membres dépendent du mode de
réalisation du processus physique. '

Dans le présent travail on prouve que les schémas implicites des
différencds finies pour le systéme (1.1) avec des conditions aux limites
du type de Neumann sont cenvergents et on propose une estimafion
de l’erreur de la méthode des différences finies (théoréme 1).

Les schémas implicites mentionnés dépendant de deux parameétres
s’obtiennent en remplag¢ant dans le systéme (1.1) les dérivées par rapport
4 2, par des différences ascendantes, les dérivées du premier ordre par
rapport - & x,,...,®, — par des combinaisons linéaires des différences
centrales 3 deux niveaux temporels voisins des coefficients o et 1 —p,
ot les dérivées du second ordre — par des combinaisons linéaires des
différences finies pour les secondes dérivées 3 deux niveaux temporels
voisins des coefficients w et 1 — w (voir (2.4)).
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34 M. Maleo

2. Considérons dans l’espace euclidien 3 (1+ n)-dimensions R'*"
un ensemble de points nodaux ayant les coordonnées

(2.1) o™ =mok, afMi=mh (=1

on my =0,1,..., Ny, m;y = —-1,0,1,..., N4+1 (t =1,...,n), 0< k =
= 1/Ny, 0 < h = o/N, N, et N sont des nombres naturels.

Désignons le point nodal (a0, 2P, ...,2™s) par o™, ot M =
= (Mg, My, ..., m,) 6t s0it

yerny M),

.oy i},
(2.2) Z —-{.M 0< ogNo_ —‘1<m‘<N"i=1’ -.,”},
) Zz={M: OS, <No—1 0 .N+1’i=1’ .--,n}.

Introduisons aussi les notations suivantes:
(M) = (Mgy Myy ooy My_yy My+1,Myyyy ...y my,)
(:=0,1,...,n, MeZ,),
vy My_yy My—1, My gy .00y M)

(i =1,...,m, MeZ,).

On suppose qu’s chaque multi-indice MeZ correspond un systéme
de nombres réels

(2.4)

et on admet que

(2.3)

— (M) = (mo, My, .

M M M
=(v1y 0y Tp)

__( D(M) M),

Mi

vy = %[e(v:‘“’" o7 1) 4 (1 — o) (0} M — 0 )],

0lnoll =(”ﬂﬂ., 'vtg"),

,Dl—mMij = # [ w(ﬁf‘“‘”” +”{(oum) +,v,—i(0(M)) +v{"°‘””—2v}"¥’7 .
(2.4) — i(—Han)

_ vl-‘(j(o(M)))) + (1 _ (0) (,v:(Ml + v{("’ +'vl—!'(M) + vl—'j(m _
_ 20{51 _ ‘vf('m"’) _ v,““‘””)] ,

,v+Mu -

= o [ ( — oiOM _ yf0an) _ vy D) _ KM 4 0y 00M
4 IO o t(—HODN) 4 (1 _ ) (— M) _ B _ i _ gt |
1 20M 4 D) 4y i(—)y

P=1,...,p,8=1,...,m,fj=1,...,8, Me Z,nZy),
ol ¢ et w sont des nombres de P’intervalle [0, 1].
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3. Dans tout le travail nous supposerons satisfaites les hypotheses
suivantes:

1)les fonctions scalaires f,(z, u,q,w) (I =1,...,P),2 = (Tg, Ty, ..

vy @y)y U = (Uyy ey Up)y @ = (QuyecesGn)y W = (Wygy ory Wiyy eeny Wypy oee
.., W,,) sont de classe C' dans 'ensemble

(3.1) D = [0, t]x [0, o]* x RP+"+7*
et satisfont dans cet ensemble aux conditions

af, of af o,
e len vored- S

ou
izt

u
t=1,..,p,u=1,...,p,1=1,..,0,] =1,...,n)
ou L > 0, I' et g sont des nombres,
2) pour des indices fixés I, 4, j (1<I<p,1<i<n,1<j<n) la
fonction 0f;/0w,; est toujours non négative ou toujours non positive,
3) les fonctions u,(x) (I =1, ..., p) sont de classe O* dans 1’ensemble

a l af ]
e Ow,

(3.2)

(3.3) E =[0,7]x[0,c]"
et satisfont au systéme d’équations différentielles partielles
a'u, a'uq 33?&, _
(3.4) EE— l(‘”s'“" Fy am"‘) (l=1,...,p)
a'u,, 0’“:, 0’%1 a’u, .
Ol U = (Uy,y ...y Up), Fy ={6w,-}' o aw‘aw’} (t= ")7."’.7’:19

.., ) ainsi qu’aux conditions aux limites

U (2) = gu(@) pour z, =0,

0wy (x)
= gu(®) pour z; =0,
Gw‘
(3.8)
Gu(a) (z) our r; = o
aw‘ V’h p 3

(l=1,..,p,i=1,...,m),
ol les fonctions ¢, et v; (I =1,...,p,%i =1,...,n) sont de classe C* sur
les hyperplans z; = 0 et #; = o respectivement,
4) les pas k et k sont tels que

o 1 (1—w)g

—S—arso,
(3.6)

i) 1
mu wjgai Z<0 (1=1,...,p,(s,u,qw)eD).
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4. Dans la suite nous admettrons que les nombres v¥ (I =1, ..., p,
M ¢ Z) satisfont au systéme d’équations aux différences finies

o = g (a™) pour m, = 0,
oM = o™ —2hgy (@) pour m; =0,
,v:(M) _ ,vl-i(M)_l_zhvu(mM) pour m; = _N,
w0 — oI L on [yu(8™) + py(2™)]  pour m; = N et
m; = N (i #j),
oy M) — I 2% [y (&™) — pu(2™)] pour m; = 0 et
(4.1) m; = N (¢ #34),
07 (IO} — 020 o [y (™) + oy (™)) pour m; = 0 et
m; = 0 (¢ #j),
oI = D) L oh [y (@™) — gy (8™)] pour m; = N et .
m; =0 (i #j),

MO M M MI MI1J
v =fl(‘c y V5 Uy Ve )

t=1,..,p,i=1,...,n,j=1,...,n, MeZ,nZ,),
ouvM = (vM, ..., v}) et

M1J M1 M1 Mn1 M
Vo = (Vo s+-3% 310 y:1 0 )
. . )
01 pour ¢ =j ou s <o,
. ow,y .
(4.2) bial =
’ lo — Bf
otM%  pour i #£j et —— >0
awij

=1,..,pt=1,...,m,j =1,...,m)
et les fonctions ¢;; et y,; sont les mémes que dans (3.5).

5. Désignons par »™ = {u} (1 =1, ..., p) la valeur de la solution
du probléme différentiel (3.4), (3.5) au point nodal =™ engendré par le
multi-indice MeZ,NnZ, et admettons que

w0 = w0 —_2hg, (™)  pour my =0,
™ = 0 L 2hyy (¢™)  pour m; = N,
wIM) = g I o [ (5™) + py (2™)]
pour m; = N et m; = N (i #j),
(8.1) U = () o[ (2™) — py(2™)]
| pour m; =0 et m; = N (i #j),
w4 — 00 _2h [y (#™) + @y (a™)]
pour m; =0 et m; =0 (i #j),
u{T0) = g O0) 121 [yye(2™) — oy (2™)]
pour m; = N et my =0 (i #j)
I=1,..,p,i=1,...,n,§ =1, ...,n, Me Z,nZy),
ou les fonctions g, et y,; sont les mémes que celles qui figurent dans (3.5).



Systéme d’équalions p'araboliques

LEMME 1. Si les hypothéses de 3 sont satisfailes, uj! vérifient les égalités

(5°2) u{m =fl(mM! “M:'uﬂ”, ulngl")'f"?ﬁ(l; hyk)y (Il =1,...,p, Me Z,NZ,)

(voir (2.4), (4.2)) et

(6.3) &po(l; by k) = max |pM(l; b, k)| >0 lorsque (h, k)—(0, 0).
MZ,nZ,

(5.4)

w(®) =

Démonstration. Soit

w(x) pour xe E,
Ur(Do®ry +vey Biyy =iy Digry oeey ,) +22,95(¢ (2))
pour ,¢ [0, 7];2,¢[0,0),5 =1, ...,7n,j #1;
pe[—a,0) (£=1,...,m),

U(Loy Byy oy By_yy 20— Ty Tipay oooy n) —2(0 —wi)'l’n(i(m)l

pour Z,e [0, 7];2ye[0,0),j =1,...,m,] Fi;
2ie(0,20] (i =1,...,n),

Wy(Boy Bry vy By_19 20— Dyy Biy1y ooy Bjo1y 20— 85y Bjpay oo

ey @p) —2(0— wf)?’zc(if(w)) —2(0c—ua)) 'I’u(’:.'f(a’))
pour Z.e [0, t]; 2,¢[0,0],8 =1,...,n,8 F#1
et 8 #j;®;¢(0,20] et 2;¢ (0, 20]
t=1,...,m, j=1,...,m,1% %],
W (Bgy Fyy -y Ty ';miz Bipry oeey Byo19 20 — By By, ..
oy @) +20,04(8 (2)) —2 (0 — 27) wy (47 ()
pour z,¢ [0, 7]; 0, {0,0],8 =1,...,n,8 #1¢
ot 8 #j; ;e[ —a,0) et zy¢ (0, 20] )
(t=1,...,n, j=1,...,n,t F#]),
Uy(Boy Bry oovy Biyy — L5y Dig1y ooey Bj_1y —Byy Typ1y ooy By)
| +2wi¢u({?’ (a’)) +2wj¢’lj({7’(w))
pour z,e [0, 7]; 7,¢ [0,0),8 =1,...,m,8 F#1¢
et 8 #j; 2 [—0,0) et 2;¢[—0,0)
(t=1,..,n,j=1,...,n,%1 #})),
Up(Loy Byy ooy Bi1y 20 —Tgy Byyyy ooy Tjoyy — DBjy Byipy oee
cvvs Bn) —2(0 — 2;) pie(#] (2)) +- 23,948 ()
pour z,¢ [0, t]; 2,¢[0,0],8s =1,...,m,8 #14

et 8 #j; ®;¢(0,20] et ;e[ —0,0)
(t=1,..ym, § =1,...,m,i #j),
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oll=1,...,peti(z) = (B0 @1y -0y Tio1y 0, Bigay -0y 2a), $(8) = (B0, 24, ...
oy Ty_1y 0y w¢+u cory Byp).

La fonetion w,(a:) (1<I<p) est do cla.sse 0‘z dans son domaine
d’existence. Par conséquent, les différences wi™®, wl*, et wi X", w; MY
(voir (2.4)) sont des valeurs approchées des dérivées dw,/dz,, dw,/0x; et
0w, [0x; 0, resPectivement Mais puisque wy(z™) = u,(#™) pour arbi-
traire MeZ, on a w}’ = = ] ", w,, = udt, w MY = u,‘”", wit M = ;- MY
pour MeZ,NnZ,. Ainsi w}®, ul et u; MY, u MY sont des approximations
des dérivées dw;/dw,, Ou;/0d, et 8* u,/&m,-ﬁw, respectivement on chaque
point ™ tel que Me¢Z,nZ, car du,/oz, = dw;/0x; (i =0,1,...,n) et
* w0z, 02, = O*wy/0r,02; (4 =1,...,m,§j =1,...,m) sur l'ensemble B
(voir (5.4)). D’ou, vu la continuité des fonctions f;(z, », ¢, w) (! =1, ...,p)
sur ’ensemble D, on obtient la formule (5.2) et la condition (5.3), ce qu'il
fallait démontrer.

6. LEMmME 2. Soit
(61) rM=uM—oM, o= maxr¥, 2= minr¥, R = maxr¥
. m m - m
I=1,...,0, M = (my, My, ..., Mmy) = (Mg, M) e Z)

ot les nombres u et v} sont déterminés par 4 et b respectivement. Plus loin
nous supposons que les conditions de 3 sont satisfaites.
Dans toutes ces hypothéses,

(6.2) s§i=a=E8 (=1,..,p)
et
P P
(6.3) 87" <L ) R te,,(lihk), > —L D Biv—cp(l;h, k)
Hel p=1
. 1
pour 1=1,...,p e my=0,1,...,No—1 ou s}"°°=—k- (87071 — gPto),

0 = (o =),

Démonstration. Les égalités (6.2) résultent directement de (6.1)
et de définition u et viM.

Nous prouverons la premieére inégalité de (6.3).

Notons que de (4.1) et (5.1) on obtient

,.'—i(M) = r}(m pour m; = 0,
riM) — 43D pour m; = N,
M) — prU=IM)  pour my; = N et m; = N (i #j),
(6.4) p D) _ pH-330) pour m; =0 et m; = N (¢ #j),
p IOl pour m; = 0 et m; =0 (i # j),
r}(_ﬂu)) - rl—i(j(M)) pour m; = N ot my = 0 (7' #j)

t=1,...,p,i=1,...,n,j =1,...,n, Me Z,NnZ,).
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Nous pouvons maintenant introduire les notations
(6.5) 8! mg+1 —_ ro(A(l)) 8m° — ,’.B(l)

ou A(l)eZ,nZ, et B(l)e Z,nZ, (Il =1,..., p).
1 découle de la définition s7*e° et de (6.5) que

(6.6) 8{"00 — % (r?(A(h) r‘“l’) + = (rd(h le(l’)‘
A partir de (6.6), ainsi que de (4.1), (5.2) on obtient
(6.7) 8m.,o — uA(ho ,vA(bo (,,Aa) na(z,)
— ’734:;1) (l; h, k) + fl(wA(b’ uA(l)’ ,uA(l)I’ uﬁ:l)u) _

_ f( mA(l) ,DA(I)’ ”A(l)l A(bI.I) 4+ = (rA(l) r{.i(l)).

En appliquant le théoréme de la moyenne, nous avons

(6.8) ™ =n(l; b, k)+Z af' — )i 4

p=1

9 )
+ _2_h _(% —)e (r;(o(A(b)) _ rl—i(o(A(l)))) +(1—0p) (,r:(A(l)) _ rl—i(A(l)))] +
4 N

i=1

. _|_F % ) (riOAD) _gp0(dd) 4 ps0ad))y
i

i=1

n

1 i) . )
+ 2 f: (=) [o(= ,,g(oua») _,,;(oua») — pyilotam) _ ,.l-;(b(.«n)) +
2k = a'w,-j
i#j

+2r°‘“") 1y (a(l L3 (o 4))) _H,-t( —sd; ij)j(o(A(lr)))) +
+(1_ w)( i(Aa)) r{u(l))_r i(A(l))_r—j(Aa)) +2rA(l) +

o . 1
+ r;(s(l;s,j)j(.d(b)) + rl—i(—n(l:t.j)j(d(l))))] + _k_ (r;‘“’ _ rtB(l))

-

ol les dérivées sont prises en des points convenables (—) et

o
+1 pour =0,
. Owy
(6.9) 8(l;4,9) = o _
—1 pour !

ﬂwa
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En groupant convenablement les expressions du second membre de
I’égalité (6.8) on a

P
(610) 7t = nf (1 b, B+ Dty

et ou,
1 o[ of 1 f, :
+.— _(__ ) )] (rt(o(A(l))) O(A( )))+
hi-l L_h a‘w“ = 2 aq,
F#i
1 Ol 0 S| af, 19,
+Zﬁ,_1‘_";?(awﬁ(" ,_21‘ 9 )"29_'(_)]
- J#4

X (r,—i(o(Aa))) . r?(A(l))) +

n

% (— )\ [(rA(sd:tps(00ad)) _ iy .

i,je=1 aw“’
i#]
+( r-—{( —a;4,1(0(4d))) _ Ay ] 4
n
1 ofy of, fz
+h¢;1‘[ aw,,(—)_2\ ]

X (,ri(A(b) _ ,rB(l)) +

+—i—i’[1;w(6‘2{:‘(4—2""%(—)‘)—4 —oga|x .

te=1

x(,r—i(A(b) rB(l))+

o & af, , Had:4, 1 409) __ o B0

o)

+ (Tl—i(—a(l;i.hj(A(l))) _ TlB(b) +2 (.r{“" _ TIB(I))] +
2 9 1y
+(—(1_—w) 2 L (.._)__70.).(,.115‘(1)_,.24(1)).

Notons que des conditions (3.2) et (3.6) résultent les inégalités

n

© (9% _oh 1 fz ® 1
FE
9 UK 1 8
611) 5 {ur (= My Ol -ge g 0> Fa-erse,

J=1
Jni
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l—w [ 0f - f; ofy
. (aw“(-)—;‘]a E o)+ ga-og (o)

i7i
l—ow 1
> ——(1-oT'>
7 g 2(1 e)I'>0,
1—w(af, ') o,
—(—)— () ——'(1 )= ()
n o\ By p aw,, % aq,
.’l#i
l-w 1
> A 9—5(1—9)1"20,
n
2 of, 1
09 Y (<O :

tandis que (6.5) (voir aussi (6.4)) entraine
r;’(o(A(l))) _ r?(A(l)) <0, rl—i(o(A(l))) _ T?(Acl)) <0,

N

#i{othii, HI(OAD))) _p0(4h)

(6 -12) r’:(A(l)) _ rlB(l)
,.;(au;-‘,mu(b)) _ "lmb

0, rl—i(—n(l;i.:i)f("(-id)))) —f4d) < 0,

0, ’.l—i(Atb) _ rfm) < 0’
0, ,rl—i( —aii, Hi(4d)) __ ,rlB(l) <0,

O _ B0 < @
Compte tenu des inégalités (6.11) et (6.12) nous obtenons dans (6.10)

NN

(6.13) &P < AN (15 by k) + 2 f‘ —)ra0 L e (l; b k)+LZR’”°

u=1
(voir (5.3), (6.1) et (3.2)).
La démonstration de la premiére des inégalités (6.3) est ainsi terminée.
La démonstration de la seconde inégalité (6.3) est tout & fait analogue.
Le lemme 2 est done entiérement prouvé.

7. LeMmmE 3. 8¢ les nombres R (Il =1,...,p,my =0,1,..., Ny)
sont définis par la formule (6.1) et les hypothéses du lemme 2 sont satisfaites,
alors

(1.1) - R™® Eo(hy k) +pLR™ (my =0,1,..., Ny—1)
el R°I= 0, ou

(1.2) R™ — max RM™, RM® — > (Rmotl_ Rmoy
I<i<p k

Epoll; k) = maxe,,(l; b, k)
1<i<p
(voir (5.3)).
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Démonstration. La condition R? = 0 est satisfaite en vertu du

lemme 2.

Afin de montrer (7.1) notons que R™ = max (max(s™, —z™))
1<I<p
pour my =0,1,..., Ny. Donc, en vertu du lemme 2 on a

(7.3) R™ = { max[max (s}, —2/)]}° < max [max(s}"°®, —z2}"")]
1<i<p : 1<i<p

< max [max(e,,,(z; h,k)+L f:R;:'o, tealli by k) + L ﬁ’Rga)]
pmal

I<i<p s=1
< eqn(h” k)+pLR™

ce qui termine la démonstration du lemme 3.

8. LEMME 4. §i les nombres R™(my, = 0,1,...) vérifient les inégali-
68 auw différences finies .
{8.1) . R™ < KR™+4¢ (my=0,1,...)
et la condition R® = 0 o2 0 < K = const, 0 < k = const et 0 < & ne dépend
pas de mgy, alors

(8.2) R™ <%(ex""'° ~1) (mg=0,1,...)

Le lemme 4 est facile & démontrer par recurrence.
9. THEOREME 1. Si les hypothéses du lemme 2 sont satigfaites,

1) Verreur de la méthode des différences finies (4.1) peut étre estimée
comme il suit: ‘

01 i< e=®B o 3y g1, pm=0,1, ..., Ny
L

ol &,,(h, k) est défini par la formule (7.2),
2) la méthode des différences fimies (4.1) est convergente, c'est-a-dire

{9.2) lim »¥=0 (=1,...,p).
(h,J)}+(0,0)
Démonstration. Comme(9.2)résultede(9.1),il suffit de montrer (9.1).

Des lemmes 3 et 4 on obtient

so;(h, k)
(9.3) R™ < — 1

(ePTFmo 1) (my = 0,1,...,N,).

Mais il résulte des définitions (7.2) et (6.1) que |[#M| < R™, donc
(9.4) M) < Lf_l’k) (P 1)  (mg =0,1,...,N,)
<e qui achéve la prouve du tﬁéoréme 1.

Regu par la Rédaction le 28. 1. 1974



