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Sur le pilotage dans un champ de forces répulsives

par Z. MixorLAJsks (Krakéw)

Résumé. La méthode topologique de T. Wazewski (cf. [1]1) permet & demon-
trer que dans le cas de I'équation (1) &(t) = f(¢, = (2), £(2), m(t—P), £(t—h)) +u, on
(2)of(t, =, 4, & 7) > 0 et (3) pour chaque B > 0 il existe N(A) > 0 tel que |f(¢,x,
0, &) > M, il existe pour chaque pilotage % = w(f,z,y, &%) borné, la famille
2(t,a) de solutions de I'équation (1) borné dans tout intervalle 4d(a) de l'cxistence.
Dans le théordme en question les hypotheses (2), (3) ne pevent pas 8tre remplacées
par (2).

Dans la note [1] nous avons démontré que dans un champ de forces
répulsives décrites par le systéme d’équations différentielles

(0.1) X =Pt X, X), X=(@,...0)
satisfaisant & la condition
(0.2) X-F(t, X, ¥) >0,

il existe une famille de solutions bornées X (¢, ), @ = (6y,..., a,) dépen-
dant de n paramdtres essentiels (ay, ..., a,). Les solutions de la famille
s’approchent de l’origine des coordonnées.

Dans la présente nmote nous nous occupos d’une équation & para-
metre retardé

(0.3) B(t) = f(t, 2(t), (1), w(t —h), 2(t—Dh)) +u

avec le pilotage w = u(t, #(t), £(1), (t—h), #(t— h)). Nous nous occupos
de la question suivante: quelle hypothése faut-il faire sur le champ
f(t, »,y, &, n) de forces répulsives (c'est-a-dire telles que #-f(¢, #, ¥, &, )
> 0) pour qu’il existe, pour chaque pilotage (¢, #,y, & 1) borné, une
famille z(2, a) de solutions de (0.3) bornées dans tout I'intervalle 4, = [0, 1)
dans lequel elles sont définies? L’exemple suivant montr que la condi-
tion (0.2) n’est pas suffisant.

ExeMPLE. Posons f(, #,%) = 0. Dans le cas envisagé I'hypothése
(0.2) est satisfaite, mais pour u = const = ¢ % 0 chaque solution de
(0.3) a la forme () = }et2+yt+ 8, et par conséquent il n’existe pas
de solution Dornée,
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1. Admettons les hypothéses suivantes:
Hypormises H.
‘hy. f(4, 2, ¥, &, ) est confinue.
hy. IT sont satisfaites les conditions d’unioité des solutions de Iéquation
#(1) = f(t, ®(1), #(1), m(t—h), &(t~h))
avee la condition initiale
(1.1) w(t) = @), &) =@l pour —h<LEi<O,
ol @(t) et p(t) sont continues.
h,. Pour chaque constante I = 0 il ewise une constante N (M) > 0 telle que

(1.2) If(¢y @, 0, &y )l > DM pour || = N (M), &< |2].
h,. Pour chaque (3, 2,9, &, 1) on a
(1.3) . wf(t,m, oy, &, 9) 2 0.

hy. Le pilotage w = u(t, ©, vy, &, 1) est borné
(1.4) lu| <L  pour ohaque (L, z,y, &, 1), $=0.

hy. Le pilotage w est tel qu'il y a Punicité des solutions de 1équation
(0.3) avee la condition (1.1).

TukorEME 1. Sous les hypothéses H il emiste une constante K >0
et une famille de solutions x(¢, a) de Véquation (0.3) dépendant d’un para-
méire @, a, < & < a, telle que powr chaque solution w(t, a) de la famille on a

(1.4) [z(ty 0)l < K
dans tout Vintervalle A(a) = [0,1,) dans lequel z(1, a) est définie.

Dans la démonstration du théoréme 1 nous appliquerons la méthode
topologique de T. Wazewski [3]. Le théoréme sur la méthode topologique
contenu dans la note [3] n’est pas formulé pour les équations & paramétre

retardé, mais la méthode de la démonstration peut aussi étre utitisée
dans notre cas. Il suffit de la formuler dans le lemme suivant:

2. Levmve TW. Envisageons la famille de courbes w(t, a) satisfaisant
aux hypothéses suivanies:

HypoTeEsEs R.

r,. Pour chaque aelay, ay], w(t, a) est continue dans . Dintervalle
[0,3,) = 4, (o% 1, peut étre infini).

Iy. Désignom par Z Vensemble suivant:
(2.1) ={t =0, (® ¥) T, aclay, as], (#,9) =w(0, a)}.

Supposons qu’'a chagque point weZ oorresponde evaciement un nombre
a = a(w)elay, ay] et que alw) soit conlinue sur Z.

ry. Envisageons la domaine w tel que pour (t,%,y)ew on a t>>0, e

(2.2) Zca
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vy, La frontiere de o = I peut étre considéré comme Vunion de deus
ensembles

I = ﬁuE,,
ol
(2.3) Byo={t =0, (t&,9)en} ¢ F =4§UE
ol S est tel que
(2.4) Z S est le rétracie de S,
(2.5) ZnS nlest pas le rétracte de Z.

r5. Pour chagque aela,, a,] tel que w(t, ) AF # O (pour 1> 0) désignons
par C(a) le point w(t,, a), ol 7, est un nombre non négatif tel que 7,> 0,
Tae[O) tu)

(2.6) w(t,y, a)el,
(2.7) w(l, a)ew pour 0 K<I< 7 .

Supposons que pour chague aelay, «,] tel que C(a) exisie on ait
(2.8) C(a)eS.

re. C(a) est continue en chagque point o tel que C(a) ewiste.

LeMME TW. Les hypothéses R étant supposées il exisle awn moins un
age[ar, ay] tel que w(t, ag) = o pour te[0, %)

Démonstration. Supposons qu’il n'existe pas de a, tel que w(?, a,)
< w pour te[0,7,). Alors powr chaque ae[a,, a,] il existe C(a). Envi-
sageons la transformation

v = T(w) = Cla(w)).

La transformation 7T'(w) est continue sur tout 1’ensemble Z et en
vertu de I’hypothése (2.8) on a T{w) = w pour weZnS. D’aprés I’hypo-
thése (2.4) il existe une fonction W(w) continue sur S telle que

W(S) e Zn8
el
W(w) =w pour weZnSs.

La transformation composée W (T (w)) est continue sur Z, W (T (w)) = w
pour weZn8 et W(T(w)) = ZnS pour chaque weZ, c’est-a-dire la trans-
formation T (T(w)) effectue la retraction de Z dans ZnS§, ce qui est
impossible en vertu de (2.3). Le Lemme TW est ainsi démontré.

3. Démonstration du théoréme 1. L'équation (0.3) est équi-
valente au systéme des équations suivantes
@' (t) = y(),

(3.1)
Y1) = fit, o), y(1), @(t=1), y(t—h) +u
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‘¢t les conditions (1.1) sont équivalentes aux conditions
(3.2) z(@) =), y@) =¢ (@) powr —2LIiL0.

Supposons que u soit le pilotage v = wu(t, x(1), y(¢), w(t—1), y (¢ —-.h))
satisfaisant & hy et hy. De I’hypotheése h, il vient qu’il existe une con-
stante ¥ = ¥ (L) >0 telle que
(3.3) \f(t, 2,0, &,9)| > L  pour |&|=>N(L) |§| < |zl

Définissons les ensembles w, Z, 8; B intervenant dans le lemme TW
de la maniére suivante:

w = {(t, o, )|IWI<N(L):ta>'O}’A

Z=Z,={t o,y |y=a+a 2| <N(L), ? =0} - pour |a] <X,
S ={(t!w1y) | Iml =-N(L): gy>0t=> 0})
E = {(taw’y)Haﬂ = N(L), 'y <0, 1> 0}.

On vérifie facilement que les ensembles w,Z; S, F ainsi définis
satisfont aux hypothéses (2.2), (2 3), (2.4) et (2.5). Il reste & définir Ia
famille w, (¢, a) de telle facon qu’on ait (2.1), (2.6) et r,. Désignons par
we(t, a) la solution de (3.1) satisfaisant & la. condition suivante

(3.4) Ty(t, a) =af+a—a pour —h<LiLO0,
(3.5) Yo(tya) =a pour —h<i<0.
Pour w, (¢, ) = {8, z,(¢, «), y,(¢, a)} est satisfaite la condition
W,{0, a) = (u—a,a)eZ, pour a—N(L)<a<<a+N(L)
c’est-a-dire a; = a —N (L), ay = a+N(L). A chaque (%, 7)eZ, correspond
exactement un «(%, y)e[ay, ag], a(Z, ) =§ pour chaque (%, F)eZ,.
a{®,y) ainsi défini est continu sur Z,. Nous démontrons que pour un

aelay, ap] on a (2.8). Supposons que pour un ayela,, ay] on ait 0(q,) < E.
Alors il exista un 7, > 0 tel que

(3.6) w(t, ag)ew  pour 0Lt < ¥y,

(3.7) Clag) = w(ty, ao)el.
Envisageons deux cas: 1° y (4, a) = 0 et 20 y(f,, o) = 0.
Dans le cas 1° on a

d
%mz(t; Uolimty = 20(toy @)Y (To, G) < O

et par consequent
22(F, ap) > @*(ly, ap) = N2(L) pour Hh—e<i< i,

ce qui est incompatible avec (3.6) et avec la définition de w.
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Dans le cas 20 on g

d
7 T dodiayy = 0.

Dans le cas envisagé on a

d
Tz?(m(h o) Y (¢ “0))l=lo = ¥3(ty, ) + (%o, ao)".’ll(to; ao)

= % (lyy a,) 'f(to: @ (tg, a;])i Y(tos o)y T(tg—1y ap), Y (o —h, ao))+
+2(toy ao) = (%, C‘o)f(toa %(tyy @)y O, 2(to—F, ap), y (T — 1, a'o))—
— | (2o, ag)|*|uel.

En vertu de (1.3) on a

1
é(m(t, a0) ¥y (¢, ao))z=¢n = |@ (g, a0)||f(to, @ (1o, ag), 0, &, ’i)I—N(L) |u|

= N(L){lf(tm @(ty, ag), 0, &, 97)[ — lul}
ol & =a(ly—h, ap), 1 = Y(lp—h, a,),

d’ot, en vertu de (3.3), (3.6) et (1.4), on a
d
= (2a(t, @) Yalty @o))imiy > N (L) (Z—L) = 0
et, par suite, il existe un 6 >0 tel que . -

d
7 (wi(t: a’o)) = 2@4(y a) Ya(fy ) K O pour f,— <<,
d’olt
@38y ag) > Wy (ty, @o) = N3(L) pour {— 86 <1<
ce qui est incompatible avec (3.6) et avec la définition de w. Nous avons
ainsi démontré que pour chaque ae[a,, a,] tel que C(a) existe on a (2.8)

et par suite, pour chaque «yefay, a,] tel que C(e) existe, C(a) = w(ty, aq),
on a

ad
E(wi(ty ao))l-lo = 2x,(tg, ag) Yolley ¢g) >0

done
(3.8) zo(ty @) < @ (e, ao) = N*(L) pour 0 < i< iy,
(3.9) wa (b, ag) > a3(tey @p) = N*(L) pour t,<i<%H+39,

Comme Dlintégrale z,(t, a), 9,(¢, ¢) dépend d’une maniére continue
de la condition initiale et de (3.8), (3.9) C(a) est continue. On peut donc
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appliquer le lemme TW et par conséquent pour chaque « il existe un
agelay, a] tel que Dlintegrale a,(f, a;), ¥,(¢, a;) parcourt dans o pour
tout te[0,1, ). La démonstration du théoréme 1 est ainsi terminée.

Remarque 1. Dans la démonstration du théoréme 1 il n’est pas
essentielle quel est la forme de #,(f, a) dans Dintervalle —h <t < 0. On
peut faire un raisonnement analogue dans le cas ol

2.(t, a) =w(t,a,a) pour —h<LIKO,

Yoty @) = (¢, ay @) pour —h<K<E<O
(cf. (3.4), (3:5)) pour a,(a) < ¢ < ay(a) ou la fonetion o satisfait & Ia con-
dition suivant:

a. p(t, a, o) est continue par rapport & « et de classe C' par rapport
atpour —hA<L1IK0. .

b. Pour ¢ = 0 elle satisfait & la condition (2.1) et r, avec I’ensemble
Z =1Z,. En particulier on peut supposer

be. 9(0,a,a) =a—a, 9(0,a,8) =c pour a—N =g <a<a,
= a+N(L).

Désignons la famille des fonctions u(f, a, a) satisfaisant aux condi-
tions a et b, par 2. On a le théoréme suivant:

4. TutorBME 1'. Sous les hypothéses H il existe pour chaque fonction
(i, a, &) de la famille Q et por chaque a, |a| < N (L) aw moins un nombre
a(a) tel que la solution de Véquation (0.1) :o(t; 1p(-, a(a), a;)) satisfait a la
condition initiale
(4.1) m(t, p( ala), a)) =yt a(a), a) pour —h <10,

(4.2) m’(t, (+, a(a), a)) = (¢ ala), a) powr —h<E<O

rest hornée dans tout intervalle [0, 1.,) dans lequel elle est définie. Cest-
-a-dire il ewiste une constante K >0 telle que

(4.3) le(t, (-, a(a), | SE  pour te[0, t,), la| < N(L).

La constante K est indépendente de a et .

La démonstration du théoréme 1’ est tout & fait analogue & celle
du théordme 1.

5. Hyporuise H,. Il ewiste des fonctions ®(x) et I'(y), continues
pour tous les o et y, telles que

(5.1) I'yy>1 pouwr y =0,
!

(5.2) 1, J -I—;(-Z—) = co (pour chaque 1,),
0

(5.3) D(x) =0,

=
(5.4) f @, 9, &)l < Pl2))- T(lyl).
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TisorEME 2, Sous les hypothéses H et H, les intégrales ;v(t, y(y ala), a))
sont définies dans tout Dintervalle [ —h, oo) et elles satisfont & (4.3) pour
0 < i< oo,

Démonstration. Pour établir que ;v(t,y)(-,a(a),a)) est définie
dans tout intervalle [—h, oo) il suffit de démontrer que dans chaque
intervalle fini [—h, T)

y(t, "/’('; a(a), a‘)) = wl(ta p(y a(a), ﬂ:))
est borné. Remarquons cue

W'(t, w5 ala), o)) < If (2, 2, 9, & )]+ o)

ol & = oty ), ¥y =y, ), & =x(t~h,y), n =2 (t—I, y) et, par suite,
de ’hypothese (1.4) et (5.4) on tire

' < ®(l=))- I'(ly)) +L
d’ott, en vertu de (5.3) ef (5.1),
ly'1 < (D (lo])+IL) I'(lyl).
Les intégrales de la famille w(t, v(+, a(a), a)) sont bornées
o(t, (-, u(a), o) < N(L) pour ¢=0
et, par suite, il existe une constante m > 0 telle que
ly'l < (m+L)I'([y]) pour 012
De la théorie des inégalités différentielles (ef. [2]) il résulte que
(3.5) |g/(t, p(+, a(a), a:))| <o) pour >0,
ou v(f) est la soltuion de l’éqution
v'(1) = (m+L)[(v),
v(0) = |y(0, v(*, a(a), a))| = la(a)] > 0.

De ’hypothése (5.1) et (5.2) il vient que »(¢) est défini dans tout
Pintervalle [0, oo) et par suite m(t, »(-, a(a), a)), y(t, p(r a(a), a)) sont
définies pour 0 < ¢ << co. Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

6. Remarque 2. Dans le cas ol 'on envisage exclusivement des
pilotages » satisfaisantes a l’inégalité

(6.1) lul < If(¢, 2,9, &)l powr |y| =B, » #0

les hypothéses H,; ne sont plus nécessaires. On a:
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THEOREME 3. Sus les hypothéses H et (6.1) il existe une famille o(t, a)
de solutions de Véquation (3.1) dépendante d’un paramétre essentiel a, telle
que

l2(t, a)] < N (L) pour 0 <1< oo,
<

ly(t, a)| < B pour 0 <1< oo, la| < N(L).
Démonstration. Envisageons ’ensemble
© = {29 | lo| < N(L), Iyl < B, 1> 0}.
La frontitre F de & se compose des ensembles suivants
8 = {(t,2,9) |o = N(I), 0<y<B, 1> 0},
8y = {(t,2,9) o = —N(L), ~B<y<0, t>0},
§ = {(t,2,9) | 0< o< N(), y = B, t> 0},
S = {t, @, 9) | =N(L)<2<0, y = —B, t>0},
I?' = éluézuéa uSguE.
Ou vérifie facilement que tous les points de ’ensemble 8 = §1u§2u

ué’sus", sont des points de sortie stricte de o pour les solutions de (3.1).
Envisageons 'ensemble Z

7 ={(0,2,9) |y =o+ta, |z <N(I), lyl <B).

On vérifie facilement que l’ensemble Zn8 satisfait 3 Phypothéses
(2.4) et (2.5). Envisageons la famille z,(t, ) des solutions de (3.1) telle que

T, (t,a) =at+a—a

Yo(bya) = a
pour aelas(a), as(a)] ol a;(a) sont telles que le point (a;,—a, a;)eZ. La
famille des courbes w,(t, a) = (t, 2,(t, a), Y5 (¢, ) satisfait & (2.1) et r,.

On vérifie facilemet que les conditions rs et r¢ sont aussi satisfaites et
que, par suite, en vertu du lemme TW, le théoréme 3 est vérifié.

pour —h<i<0,
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