ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
IX, 4 (1968)

Z, SZWAJA (Poznan)

0 ZASTOSOWANIU PEWNYCH WEASNOSCI MACIERZY NAD GF(2)
DO OPISU AUTOMATOW LINIOWYCH

1. Wstep.

Przez automat liniowy, czyli liniowy uklad przelaczajacy, bedziemy
rozumieé uklad zlozony z

a) komorek pamieciowych, w ktorych moga byé zapisane wartosei 0
lub 1 (rys. 1)

é_z-a+b+c

Rys. 1. Schemat komérki pamigciowej Rys. 2. Sumator mod2 o 3 wejéciach

[V‘ip

—{@}%+ a=1 lub 0

b) sumatoré6w mod2, tj. elementéw realizujacych operacje sumo-
wania mod2 (rys. 2):

0+0 =0
0+1=140=1

1, dla = nieparzystego,

14+1414... = {0’ dla  n parzystego,

c¢) polgczen miedzy tymi elementami; strzaltka oznacza kierunek
przechodzenia sygnatéw.

Kazda komérka pamieciowa ma 1 zacisk wejSciowy i 1 zacisk wyjs-
ciowy. Przez stan komdrki rozumiemy sygnal, jaki jest w niej zapisany;
stan ten moze wigec byé réwny 0 albo 1. Sygnal okreflajacy stan komoérki
pojawia si¢ na jej zacisku wyjSciowym (na jej wyjsciu).

Sumator mod 2 ma 2 lub wiecej zaciskow wejsciowych (wejsé) i 1 zacisk
wyjéciowy (wyjécie). Do zaciskéw wejsciowych sumatora doprowadza sie
sygnaly z wyj§é komoérek pamieciowych lub wyj§é innych sumatoréw.

Przez stan automatu rozumie sie okre§long kombinacje zer i jedynek
zapisanych w komérkach, a wige kombinacje sygnatéw pojawiajacych
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sieg na zaciskach wyjSciowych komorek. Jesli automat zawiera » komorek,
to liczba jego mozliwych stanéw jest réwna 2".

Zmiana stanu automatu nastepuje w wyniku przykladania tzw.
impulséw taktujgcych; wtedy w komdrkach zostaja zapisane sygnaly,
ktére wystepowaly na ich wejéciach tuz przed przylozeniem impulséw
taktujacych.

Prace automatu liniowego mozna opisaé¢ za pomocg 2 ukladéw row-
nan liniowych [9] okre§lajacych sygnaly wyjSciowe automatu w takcie ¢
w zaleznoSci od sygnaléw wejsciowyeh i od stanu automatu w takeie ¢
oraz stan automatu w takcie ¢+1 w zaleznosei od wartoSci sygnalow
wejsciowych 1 od stanu automatu w takcie 7; przez takty rozumie sie
tu przedzialy czasu przedstawione orientacyjnie na rys. 3

momenty wystepowania
impulsow takfujacych

VRN
I I I I

i-1 i i+1 i +2 - numery taktow

Rys. 3. Schematyczne przedstawienie taktow

Jedli sygnaly wejéciowe sg réwne zeru i je§li interesuje nas tylko
stan automatu, to wtedy mamy do czynienia z tzw. pracg autonomiczng,
ktérg mozna opisaé za pomocy jednego ukladu réwnan liniowych [4]

'vi,l_l = ’vi T’

gdzie v; — wektor o r skladowych z GF(2)(') charakteryzujacy stan r
komoérek w takcie ¢, czyli wektor stanu automatu w takeie ¢, v, , —
wektor stanu automatu w takcie ¢+1, T — macierz stopnia r o elemen-
tach z GF(2)

tll t12 LN ) tlr
T — t21 t22 LY t2f

() GF(2) — cialo Galois zloZone z 2 elementéw: 0 i 1, czyli inaczej zbidr zlo-
%ony z zera i jedynki z operacja dodawania i mnoZenia mod 2:

140 =041 =1

1+1 =040 =0
1-1=1
1:0=0:1=0:0=0
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tmn = 1 oznacza, ze wyjScie m-tej komoérki polagczone jest z wejsciem:
n-tej komorki, czyli, ze stan m-tej komoérki ma wplyw na stan =-tej
komorki, ¢, = 0 oznacza brak polgczenia wyjscia m-tej komorki z wejs-
ciem n-tej komorki.

W dalszym ciggu interesowaé nas bedzie tylko praca autonomiczna
automatu liniowego; zadaniem niniejszych rozwazan jest podanie sposobu
na wyznaczanie liczby taktéw, po ktorej automat wraca do stanu poczgt-
kowego. Zostanie to oméwione w oparciu o znajomo$é wielomianu stop-
nia r nad GF(2), z ktérym macierz T jest stowarzyszona. Zagadnienie
to, ktére mozna rozpatrywaé w oderwaniu od automatéw, mozna postawié
nastepujaco:

a. Dla macierzy kwadratowej T stopnia r nad GF(2) nalezy znalezé
diugoéé okresu =, tj. taka najmniejszg liczbe n, ze zachodzi

™ =1.

b. Niech v oznacza ciagg nad GF(2) o dlugosci r zlozony ze wspoél-
czynnikéw wielomianu v(x) stopnia nie wiekszego niz r—1; znajac zwig-
zek v(x) z wielomianem stopnia 7, z ktérym stowarzyszona jest macierz 7,
nalezy znaleZé najmniejsza liczbe I << n takg, Ze

T = v.

c. Nalezy znalezé liczbe ciagéw, dla ktorych ta zalezno§é zachodzi.

W trakcie poczatkowych rozwazan pokazuje si¢, ze macierz 7T
stopnia m stowarzyszong z wielomianem pierwotnym stopnia m mozna
rozwazaé jako element pierwotny w GF(2™). Jezeli 2™—1 jest liczba
pierwsza, to wtedy kazda z poteg takiej macierzy T (z wyjatkiem 77°)
generuje grupe multiplikatywna GF(2™).

Waszystkie te wladciwosci macierzy maja prostg interpretacje fizy-
czng — stanowig one modele matematyczne odpowiednich automatow
liniowych.

Podstawg rozwazan jest fakt, ze kazda macierz ma swéj wielomian
charakterystyczny i minimalny oraz ze do kazdego wielomianu nad
GF(2) '

f@) = ap+ a2+ ...+ @p_ 12"+ ana™

mozna okre§lié macierz stowarzyszong [3]

010 ...0
001..0

ao al az K am_]_

Macierz ta zawiera w ostatnim wierszu elementy ay, a,, ..., an_,, jedynki
nad gléwna przekatng, a poza tym same zera.
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2. Automaty opisywane przez macierze pierwotne i ich potegi.

2.1. Wlasciwosci wielomianéw pierwotnych i stowarzyszonych z nimi
macierzy. Dla potrzeb opisu automatéw liniowych celowy jest podzial
wielomian6w na rozkladalne i nierozkladalne nad GF(2). Wéréd tych
ostatnich wyrdznia sie jeszcze tzw. wielomiany pierwotne, charakteryzu-
jace sie tym, ze rzad pierwiastkéow takiego wielomianu jest réwny 2™ —1,
gdzie m jest stopniem wielomianu nad GF(2). Inaczej méwige, pierwiastek
wielomianu pierwotnego nad GF(2) stopnia m jest generatorem grupy
multyplikatywnej GF (2™) [2]. PoniewaZz macierz stowarzyszona z wielo-
mianem stopnia m jest jego pierwiastkiem, wiec jesli wielomian jest pier-
wotny, to stowarzyszong z nim macierz 7 mozna traktowaé jako pewien
sposéb przedstawienia elementu pierwotnego w GF(2™). Oznacza to, ze
potegi macierzy T beds niezerowymi elementami GF(2™) i ze n = 2™ —1
jest najmniejszg liczby catkowity taks, ze T" = I. Tak wiec dowolny cigg
zero-jedynkowy o dlugoéci m pomnozony przez T" = T*"~' daje ten sam
ciag i nie ma potegi mniejszej niz n = 2™ —1, do ktérej podniesiona ma-
cierz T spelnialaby ten sam warunek. Znaczy to, ze dowolny ciag o dlu-
go§ci m pomnozony przez potege macierzy 7 mniejszg niz n = 2™ —1
daje zawsze inny cigg. Ciagi te mozemy réwniez traktowaé jako elementy
GF(2™). Zaleznosci miedzy poszczegélnymi elementami GF(2™) sg okre-
§lone przez dany wielomian; zilustrowano to ponizej na kilku przykladach.

Jesli macierz T jest pierwiastkiem wielomianu pierwotnego stopnia m,
to jego pierwiastkami sg réwniez T2, (T?)?, ..., (T%)™'. Jedli idzie o inne
potegi macierzy T (z wyjatkiem 7° = I), to w zaleznofci od tego, czy
2™—1 jest liczba pierwsza czy nie, moga one wszystkie albo tylko czeéé
z nich generowaé¢ grupe multiplikatywng GF(2™). W pierwszym przy-
pradku kazda z poteg macierzy T ma okres o dlugo§ei n = 2™—1 tj. 2™—1
jest najmniejszg liczba n taka, ze T = T*"~! = I. W drugim przypadku
dotyczy to tylko niektérych poteg 7.

Przyklad 1. Macierz stowarzyszona z wielomianem pierwotnym
f(®) = 1+x+a® jest réwna

T =

oo
O
=)

W mysél tego, co wyzej powiedziano, niezerowymi elementami GF (23) s3:
To=1,T, T T T T°i T® (T" = I). Zbi6r ten, tworzacy grupe multy-
plikatywng GF(2%), moze byé rowniez generowany przez T?[(T?%)° =
=1, (I =1, (I =T (T*)* =1 (I =T" =1, (I*) =T" =
= T3, (T?)° = T'2 = T°] albo przez T".
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Wielomian charakterystyczny macierzy T, T?i T* jest réwny x*+x 1.
Pozostale elementy GF(23) oprécz elementéw neutralnych, tj. opréez 01i 1,
mogg réwniez generowaé wszystkie niezerowe elementy GF(23). Genera-
torami GF(2?) moga wiec byé takze T3, T° i T°. Nalezy jednak mieé na
uwadze, ze wielomianem charakterystycznym tych macierzy jest 3 +a24-1,
a wiec stuszna jest np. zalezno§é (1°)*4-(T°)*+1 = 0.

Przyklad 2. Macierzg stowarzyszong z wielomianem f(x) = 14z +*
jest

N

I
o oo
H OO M
SO MO

o OO

Mozemy ja traktowaé jako element pierwotny QF(2*), a wiec wszystkie
niezerowe elementy GF (2*) mozna wyrazié w postaci poteg T lub w postaci
liniowych kombinacji maecierzy I, T, T? i T3:

T =1 T =I1+T?

=T T =T+7Ts

T: = T* T® = I+ T+ T2

T3 — T3 T = T4T24-T83

T™ =I14T T2 =J14+T4T24-T8
T =T+T2 T3 = J4T241T8

T° = T*+1T3 T =I1+18
T =14+T4+T1T* TV =1

Poszezegblne potegi macierzy mozna znalezé z tablicy 1.

TABLICA 1. Potegi macierzy T stowarzyszonej z wielomianem «*-x -1

0100
0010

0001(F -
1100 -
0110 -
0011,

1101 6 J
1010 -—
0101 8
1110[,,

0111 o)
1111 -
1011 e
100 1|

0100 P _ g
0010 |

0001 J
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Tak np. T jest réwna

T" =

O
H O MO
O HO K

O

Macierz T jest pierwiastkiem wielomianu g(x) = 1+z+a*. Pier-
wiastkami s3 réwniez macierze: T?, T* i T®. Innymi slowy, macierze T,
T?, T* i T® majg ten sam wielomian charakterystyczny z*4z-41, sa wiec
podobne.

Wielomianem charakterystycznym i minimalnym macierzy 7° i tym
samym macierzy (T°) = T¢, (T*)* = T i (T°)® = T°, jest a*+a*+a’+
4+ +1. Okres macierzy T° jest réwny 5, bo (T°)° = I; oznacza to, ze nie
mozemy wyrazié wszystkich niezerowych elementéw GF(2*) w postaci
poteg macierzy T°. Dowolny ciag zero-jedynkowy o dlugoéci 4 pomno-
zony przez potegi T° daje lacznie tylko 5 réznych ciggéw. Muszg wiec
istnie¢ 3 rozlaczne zbiory takich ciagéw, ktére w sumie daja 15 niezero-
wyeh ciaggow.

Wielomianem charakterystyeznym i minimalnym macierzy 7° oraz
(T7)2 — TM, (T“)Z _ T _ B (T13)2 N L jest a1+ a® 1. Nato-
miast wielomianem minimalnym macierzy

T’ =T+T =

== O
S H O =
H O
S HHO

jest a2+x-41; zachodzi wiec (T°)*+T°+1 = 0. Wielomian ten znajdu-
jemy ze wzoru [5]

Dy ()

o) = @)

gdzie D,(x) jest wielomnianem charakterystycznym danej macierzy,
a D,_;(x) jest najwigkszym wspélnym dzielnikiem minoréw stopnia »—1
macierzy Iz+T°, tj. macierzy charakterystycznej dla macierzy T°. W na-
szym przypadku D,(x) = 2*+2*+1, D,_,(x) = #*+x+1.

Obliczanie m(x) jest w zasadzie bardzo proste, ale przy macierzach
wyzszego stopnia wymaga duzej liczby operacji. Dlatego wygodniej jest
korzystaé z tabel Marsha [9], ktére podaja dla poszczegdlnych elementow
GF(2™) wielomiany minimalne. Dla ilustracji, w oparciu o wspomniane
tabele, podano wykaz wielomianéw minimalnych dla elementéw GF (2°).
Zalozono, ze generatorem grupy multyplikatywnej tego ciala jest ma-
cierz T stowarzyszona z wielomianem 2°+tx-+1. Podano réwniez okresy
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macierzy T, tj. najnizsze ich potegi e takie, ze (T%)® = I. Znajduje sie
je ze wzoru [9]

2™ -1
e = .
NWD(2™—1, 1)
TABLICA 2. Wykaz wielomiané6w minimalnych dla elementéw GF (2°)

Potegi T Wielomian minimalny e

m (x)
1(2, 4, 8, 16, 32) x4 +1 63
3(6, 12, 24, 33, 48) xS+t a2 4w+ 1 21
5(10, 17, 20, 34, 40) AN RN | 63
7(14, 28, 35, 49, 56) 28 4+23 41 9
9(18, 36) o3 241 7
11(22, 25, 37, 44, 50) 8+ a5 a3 422 41 63
13(19, 26, 38, 41, 52) AN L VR | 63
21(42) x2+x+41 3
23(29, 43, 46, 53, 58) a4 a5 4ot a2 +1 63
27(45, 54) R | 7
31(47, 55, 59, 61, 62) 28 +2° 1 63

Okresy macierzy T° w GF(2%) sa nastepujace:

1 okres e

1 15 bo TV =1
3 5 bo (T3 =1
5 3 bo (T%)® =1
7 15 bo (TS =1

Tak wiec dowolny ciag 4-pozycyjny pomnozony przez (T°)° daje ten sam
c1ag: 1000-(T°)° = 1000  1100-(T°%)° = 1100

1000 (T%)' = 0110  1100-(T°)! = 0101
1000-(T°)* = 1110  1100-(T°)* = 1001
)

1000-(T°)* = 1000  1100-(T*)* = 1100
itd.
Nalezy zwrécié uwage na to, ze macierz
0100
0010
Ts=1oo0o01
1010

stowarzyszona z wielomianem charakterystycznym macierzy 7T° nie jest
podobna do macierzy 7°, gdyz wielomian minimalny macierzy T jest
réwny jej wielomianowi charakterystycznemu, tj. réwny #*-+22-41, a nie
z?+2x-+1 jak w przypadku macierzy T°.
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Okres macierzy T jest réwny 6, bo (2*+22+1)[(2*+1). Dowolny
cigg o dhlugosci 4 pomnozony przez T; daje taki sam cigg. Poniewaz
wszystkich niezerowych ciaggéw nad GF (2) o dlugosci 4 jest 15, musi wiec
istnie¢ jaki§ cigg, ktéry pomnozony przez T: daje taki sam ciag; jest
nim cigg podzielny przez x*+4xz-41(2).

Macierz T° jest natomiast podobna do macierzy quasi-diagonalne;j

01

11
ktérej wielomianem charakterystycznym jest z*--22--I, a minimalnym
x*+x4I. Tak wiec dowolny 4-pozycyjny ciagg pomnozony przez T, daje
taki sam cigg:
1000(T)*=1000 0101-(Tp,)°=0101
1000(T))>=0100 0101(Ty)*=1111
1000:(T))*=1100 0101-(T)2=1010
1000(Ty)*=1000 0101-(Tp))*=0101

Il

2.2, Interpretacja fizyczna. Interpretacja fizyczna tych wlasciwoéei
macierzy w ich zastosowaniu do automatéw liniowych jest prosta:

a) automat liniowy opisywany przez wielomian pierwotny lub sto-
warzyszong z nim macierz stopnia m ma 2™—1 niezerowych standéw
niezaleznie od stanu poczatkowego;

b) jesli automat jest opisywany przez macierz, ktoéra jest pewng
potega ¢ macierzy T stowarzyszonej z wielomianem pierwotnym, to 2™ —1
niezerowych stanéw dzieli sig na k cykli kazdy o dlugosci e, ktéra jest
rzedem pierwiastka wielomianu minimalnego macierzy T'. Dotyczy to
zaréwno przypadku, kiedy wielomian charakterystyczny macierzy T* jest
je] wielomianem minimalnym, jak i przypadku, kiedy wielomian cha-
rakterystyczny jest wielokrotno$cia wielomianu minimalnego.

Macierz stowarzyszona z wielomianem charakterystycznym danej
macierzy nie jest w ogélnym przypadku do niej podobna i tym samym
automaty opisywane przez te macierze zachowuja si¢ inaczej.

Przyklady. Podano schematy i wykaz niezerowych stanéw auto-
matéw opisywanych przez:

(3) Kazdy ciag zero-jedynkowy v = (ay, @y, ..., @m_—1) mMoina nazwaé wielo-
mianem nad GF(2) (np. [5], str. 168-175) i zapisaé go w postaci v(x) = ay+a,2+
+.>..+am__1a:m—1. Wyrazenie ,ciag v jest podzielny przez wielomian h(z)” méwi,
ze zachodzi v(x) = ¢(x)h(z). Tak np. jedli h(z) = 22+x+1 i v = 1001, to »(z) =
=14+ = (x4+1)(x2+2+1).



1. Macierz
2. Macierz
3. Macierz
macierzy T3.
4. Macierz
5. Macierz
6. Macierz
macierzy T°.
Wielomiany charakterystyczne i minimalne tych macierzy oraz diu-
gofci ich okres6w zebrane sg w tablicy 3.
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T stowarzyszong z wielomianem pierwotnym z*+4-x-+1.

Ts.

T, stowarzyszong z wielomianem charakterystyecznym

T®.

quasi-diagonalng T, podobng do macierzy 7T°.

T, stowarzyszong z wielomianem charakterystycznym

TABLICA 3. Wykaz wlaéciwosci macierzy z przykladow 1-6

Wielomian L4
Przyklad | Macierz Di:gosc Schemat
charakterystyczny minimalny okresu
1 T xt+z+1 xt+z+1 15 rys. 4
2 T3 2t tad a2 4tr41 AN | 5 rys. 5
3 Ty st t+at+ar+1 | 2t +adtatta+1 5 rys. 6
4 75 z* a2 41 z?+z 41 3 rys. 7
T Tq zt+a?+1 22tz 41 3 rys. 8
6 Ts ot 4a? 41 at4a? 41 6 rys. 9
1. Macierz T stowarzyszona z wielomianem pierwotnyfn A, |

0100
T =

- Qo
- o
S O =
S =O

O= e == O === DO 00
Sk ek e O =S O==mDO~=000

OO = a2 O O=—=0D00O0—-0O

Rys. 4. Schemat i stany niezerowe automatu opisywanego przez macierz T



400 Z. Szwaja

2. Macierz T3
T3 =

oo HO
S HMKHO
| = ==
o o =

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1 0 0

1 1 0 1

1 1 1 0

1 0 1 1

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 1 1

1 0 0 1

. . 0 0 1 0
Rys. 5. Schemat i stany niezerowe auto- 0 1 1 0

matu opisywanego przez macierz T° ... ... ... ...,

3. Macierz 7T, stowarzyszona z wielomianem charakterystycznym
macierzy 1

Rys. 6. Schemat i stany niezerowe automatu opisywanego przez macierz T’y
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4. Macierz T° [0 110
0011
5 — O | > J
=li101| P % 'EH"%’EJ >
1010 ’
1 0 0 0
0 1 1 0
1 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 1
o 5 1 .0. .
1 1 0 1
; ) . Ce .1. .
1 0 1 0
1 0 1 1
Rys. 7. Schemat i stany niezerowe ;') '1| 0 0
automatu opisywanego przez ma- 1 0 8 }

c,ierz T5 ......................

5. Macierz quasi-diagonalna 7', podobna do macierzy (I°)

01:
-0
11_ 11

| Lt e

0 01

11
1 0 (0] 0
0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 (0]
0 0 0 1
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 1 1
1 1 1 0
0 1 0 1
1 1 1 1
1 0 1 0

Rys. 8. Schemat i stany niezerowe automatu opisywanego przez macierz
quasi-diagonalny Tg
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6. Macierz stowarzyszona z wielomianem charakterystycznym 7°

0100

0010
Ts=looo1]

1010

1 0 o o
0 1 0o 0
0 O 1 0
0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 0 o
0 1 1 0
0 O 1 1
1 0 1 1
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0
0o 1 1 1

............

Rys. 9. Schemat i stany niezerowe automatu opisywanego przez macierz T

3. Automaty opisywane przez wielomiany typu f(z) = [¢(x)]".

3.1. Przypadek f(z) = (#+1)". Okres macierzy 7T stopnia m, ktorej
wielomian charakterystyczny i minimalny wynosi (#+1)™, jest réwny 2%,
gdzie & jest takie, ze

21 < m < 2F.

Dla m = 1-64 dlugofci okreséw podane s3 w tablicy 4.

TABLICA 4. Dlugosci okreséw macierzy stowarzyszonej z f(x) = (1 +x)™

m 1 2 3...4 5...8 9...16 ‘ l7...32|33...64
Dlugoié
okresu 20 2 22 23 24 25 26

Znalezienie dlugosci okresu macierzy stowarzyszonej z wielomianem
f(x) nad GF(2) sprowadza sie do okre§lenia najmniejszej liczby caltkowitej n
takiej, ze f(«)|(«"+1). W tym konkretnym przypadku f(x) = (z+1)"
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musi byé dzielnikiem (z+41)" = 4™ +1; zeby ta ostatnia zalezno$é zacho-
dzila, » musi byé¢ potega liczby 2 (p. np. [3], str. 405), a to prowadzi do
wzoru jak wyzej.

Istniejg ciagi v o dlugoSci m takie, ze

0-T* =v, k <k.

Obowigzujaca tu prawidlowo§é mozna ujaé nastepujaco: jesli ciag v
wyrazony w postaci wielomianu jest podzielny przez (x41)" (por. odsy-
lacz na str. 398), to wtedy k, okrefla si¢ ze wzoru

2f1-1 < (m—1) < 211,

Przyklad. Niech f(2) = (#+1)’ =a’+a*+2+1, m =5, wobec
czego okres macierzy stowarzyszonej z f(x) jest réwny 8 = 23, bo

22 < B << 23,

Jezeli ciagg v wyrazony w postaci wielomianu jest podzielny przez x4-1,
a niepodzielny przez (x +1),, 1 > 1, to wtedy

v T =,
bo
221 < 5—1 = 22.
Podobnie je§li ciag v jest podzielny przez (1), to
vt =90, 2'<Bb—4=20=1,

W oparciu o fakt, ze dla macierzy stopnia m z 2™—1 niezerowych
ciggow istnieje
2™-1 ciaggéw podzielnych tylko przez (x-+1)° =
2™-2 ciggéw podzielnych tylko przez (x-+1)!
2™-*% ciggéw podzielnych tylko przez (z-+1)2

mozna okre§li¢ dlugosei cykli i ich liczbe dla poszezegdélnych wartosci m.
Zebrano to w tablicy 5.
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TABLICA 5. Liczba okresé6w dla przypadku f(z) = (14z)™

Dtugosé
okresu 1 2 4 8 16
mt -
1 1
2 1 1
3 1 1 1
4 1 1 3
5 1 1 3 2 =2-1
6 1 1 3 6 =23
7 1 1 3 14 =2-7
8 1 1 3 30 =2-15
9 1 1 3 30 16 =16-1
10 1 1 3 30 48 = 16-3
11 1 1 3 30 112 =167
16 1 1 3 30 4080 = 16-255

Tak np. dla macierzy stopnia 9, stowarzyszonej z wielomianem
(#+1)° = 2 +2*+a+1, z 2°—1 = 511 niezerowych ciaggéw jest 2° ciagéw
podzielnych tylko przez (x+1)° = 1. Poniewaz

23< (9—0) < 2* =16,

wiec ciggi te tworza cykle o dlugoéci 16. Dalej, poniewaz 2° = 256 =
= 16-16, zatem liczba cykli jest ré6wna 16. Z pozostatych 255 ciagdéw jest

2" = 128 ciggéw podzielnych przez (z-+1),

26 — 64 ciggéw podzielnych przez (x-+1)2,
2° = 32 ciggéw podzielnych przez (z-1)3,
2* = 16 ciaggéw podzielnych przez (z-+1)*.

Poniewaz '
22 (9—-1) =8, 22<(9-2)<8,

22<(9-3)< 8 22<(9—4)< 8,

wiec (por. str. 402) wszystkie te ciagi w liczbie 128 +64 432416 = 240
tworza cykle o dlugodci 8. Ich liczba wynosi 2¢ = 30.

8
Z pozostatych 2'—1 = 15 ciagéw jest 2% = 8 ciggéw podzielnych
przez (x-+1)°, 22 = 4 ciagi podzielne przez (r+1)°. Poniewaz

2<(9—5) =4, 2<(9—6)< 4,
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wiec te 12 ciggéw tworzg cykle o dlugosci 4; ich liczba jest réwna % =

7 pozostalych 3 ciagéw sg 2 ciagi podzielne przez (x-+1)" i 1 ciag
podzielny przez (z+1)°; daje to 1 eykl o dlugosci 2, bo
20 (9—T7) =21 =2
(sgtoeciggi1 11111110i011111111),oraz1 cykl o dlu-
gosci 1, bo
27l (9—-8)=2°=1

(jest to ciagg 1 0 0 0 0 0 0 0 1).

3.2. Przypadek f(x) = [¢(#)]"; ¢(x) = wielomian pierwotny stopnia
> 2. Dlugo§é okreséw macierzy stowarzyszonych z f(x) = [p(2)]",
gdzie ¢(x) jest wielomianem pierwotnym stopmia j = 2, 3, ..., jest réwna
(2'~-1)2";
gdzie k spelnia warunek jak dla j = 1:
2 l<m g 28
Dla wartosci j = 1-6 i m = 1-64 wartosci dlugodci okreséw macierzy
podano w tablicy 6.

TABLICA 6. Dlugoéci okreséw macierzy stowarzyszonych z wielomianami
f(z) = [p=)]™; p(x) = wielomian pierwotny stopnia j

T\\m\ 1 2 34 | 58 | 9-16 | 17-32 | 33-64
1 1
2 3
3 7
4 15 .90 .91 .92 .93 .94 .95 .96
5 31
6 63

Tak wiec np. dlugo$cia okresu macierzy stowarzyszonej z wielomia-
nami (#24+x-4+1)11 jest (22—1)-24 = 48, a macierzy stowarzyszonej
z (#®4a°+1) jest (2°—1)-2° = 63-8 = 504.

Rozpatrzymy szczegélowo przypadek ¢(x) = 24 4 1. Wielomia-
nem typu 2#"+1 o najmniejszej wartoSei » podzielnym przez x*+xz+1
jest x®+41, czyli

(% +ax+1)] (22 +1).
Wobec tego zachodzi réowniez

(z24-2+1)2|(x®+1)? = 2841
oraz

(e +a+1)7| (& +1)°,
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ale poniewaz (x°+1)® # 2’41, wiee rzad macierzy stowarzyszonej
z (2*+2+1)3 bedzie réwny 12, bo (#341)3|(23+1)* = 22 1.

Rozumujaec w podobny sposéb, znajdujemy wzér na dlugo§é okresu
jak wyzej.

Warto§é potegi | w wyrazeniu

0T =,
gdzie v jest ciagiem nad GF(2) o dlugosci j-m podzielnym przez [¢(x)T’,
a T jest macierzg stowarzyszong z [p(z)]", jest réwna
1= (2"—1)2°,
gdzie e = ld(m—b), jeSli m—b jest potega liczby 2, e = E[1+ld(m—b)],
jeSli m—b nie jest potega 2. Innymi slowy e spelmia warunek
21 < (m—b) < 2°.

Tak wiec np. jesli T jest macierzag stowarzyszong z wielomianem
(#*+2+1)°, to bedzie dla
9, =001101100000 — v,T* = v,,
9, =001010001010 — v, =,,

a dla

bo v, jest podzielny tylko przez (x*+x-+41)%, a wiec jest
22 < (6—1) = 5 < 23

i1 tym samym dlugosé cyklu jest rowna 3-23 = 24, a v, jest podzielny przez
(#*+2z+1)% i dlugos$é cyklu jest 3-22 = 12, bo

21 < (6—2) = 4 = 22,

Liczba cykli o dlugoéci 3, 6, 12, 24 dla poteg m = 1-8 wielomianu
2*+x-+1 podana jest w tablicy 7.

TABLICA 7. Liczba okreséw o dlugosci 3, 6, 12, 24 dla przypadku
f(@) = @+ +1)"

Dlugosé _
w 3 6 12 24
my -

1 1

2 1 2

3 1 2 4

4 1 2 20

5 1 2 20 32
6 1 2 20 160
7 1 2 20 672
8 1 2 20 2720
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Spos6éb znajdowania tych liczb pokazemy w oparciu o macierz sto-
warzyszong z (x*4x-1)3. Obliczymy ile 6-elementowych ciagéw nad
GF(2) jest podzielnych przez (2*+x-1)?% ile przez (z2+ax-+1) 1 ile przez
(#24+2+1)° = 1. Poniewaz (#2-42-+1)? = a*+a°+1, wiec zaréwno ciag
14+a*+a* czylil 01 010, jaki ciag (142°+a*)r, czyli 01 01 0 1,
oraz ich liniowa kombinacja, czyli 1 1 1 1 1 1, s3 podzielne przez (2%
+x+1)% Lgezna liczba takich ciagéw jest réwna 3. Mozna powiedzied,
ze stanowia one podprzestrzei wektorowa, ktérej wektorami bazy sa
ciggi

101010 — (1+4+24*4+4*), 010101 — (z+a°+a°).

Podobnie wektorami bazy podprzestrzeni wektoré6w podzielnych przez

x?24+2+1 s3 nastepujace ciggi:

111000 (1+x+a2), 011100 (l+zta?)z,
001110 (I+z+a%a22, 000111 (1+ata?)as.

Ciggi te wraz z ich liniowymi kombinacjami tworza podprzestrzen zlo-
zong z 15 niezerowych wektoréw. Tak wiee istnieje 15 niezerowych wekto-
réw (ciagéw) podzielnych przez x*+x+1. Rzecz jasna, ze 3 wektory
podzielne przez (z2+x-+1)%? sa podzielne réwniez przez 22+xz-+1. Tak
wiec wektor6w podzielnych tylko przez xz2+x -1 (a nie przez (x*+x+1)2)
jest 12. Poniewaz dlugo§é¢ cyklu jest réwna 6, wiec liczba cykli jest rowna 2.

Liczba ciggéw podzielnych przez 1 jest 2°—1 = 63. Odliczajac od
tego ciggi podzielne przez x2{r-+1, otrzymamy 63—15 = 48 ciggéw
podzielnych przez 1. Wobec dlugosci cyklu réwnej 12 (bo 7% = I) otrzy-
muje sie ich liczbe 4.

W podobny sposéb znajdujemy liczby okreséw dla macierzy stowa-
rzyszonych z potegami wielomianéw pierwotnych stopnia trzeciego,
czwartego, piatego, ...

3.3. Przypadek f(z) = [¢(#)]"; p(#) = wielomian nierozkladalny, nie-
pierwotny. Jefli idzie o potegi wielomianéw nierozkladalnych, niepier-
wotnych stopnia j, to — zwazywszy, ze liczba 21 jest zlozona (por.
wzOr na e, str. 397) — dlugosci okres6w sg dzielnikami dlugosei cykli odpo-
wiadajacych wielomianom pierwotnym tego samego stopnia. Tak np.
dla przypadku macierzy stowarzyszonej z kwadratem wielomianu pier-
wotnego sz6stego stopnia, j = 6, m = 2; f(z) = (°+2+1)%, mamy 1 okres
o dhugodei 63 i (2%—-1)—63

63-21
tablica 6 na str. 405). Natomiast w przypadku macierzy stowarzy-
szonej z (2®+a*+1)%, tj. z kwadratem wielomianu dzielacego «°4-1,
bedzie 7-1 = 7 cykli o dlugosei £ =9 i 7-32 = 224 cykle o dlugosei

126 !
= _ 18,

= 32 okresy o dlugosci 63-2 = 126 (por.
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4. Automaty opisywane przez wielomiany typu f(z) = ¢,(z) ¢, (2)...

Dhugoéci okres6w macierzy stowarzyszonych z potegami wielomia-
n6éw nierozkladalnych f(z) = [p(x)]" mozemy wyrazié jeszcze inaczej,
a mianowicie je§li [qa(:v)]b jest dzielnikiem ciagu v(x), to w wyrazeniu

v=10T°
e jest okresem macierzy stowarzyszonej z wielomianem & (x)

__f@
[p (@) °

Taki spos6b wyrazania dlugoéeci cyklu jest przydatny w przypadku
wielomianéw rozkladalnyeh typu f(z) = ¢,(z) @.(2). Zilustrujemy to na
przykladzie wielomianu 2°*4-2°+2*4+1 = (22 +2+1)(x+1)3%. Okres macie-
rzy stowarzyszonej z tym wielomianem jest réwny iloczynowi okreséw
macierzy stowarzyszonych z wielomianami (z2+2+1) i (#+1)3, tj. rOwny
3-4 = 12. Tak wiec kazdy ciag o dlugoéci 6 pomnozony przez T daje
ten sam ciag. Ale istniejg ciagi, ktére wystarczy pomnozyé przez T°, T¢,
T T? lub T, zeby otrzymaé taki sam cigg. Ujeto to w tablicy 8.

?(x)

TABLICA 8. Dlugoéci okresu dla przypadku f(z) = 2®+423+=z+1

Dlugosé okresu
Ciag v jest podzielny przez r6wna okrel?owi x_na.cie.rzy bwna
stowarzyszonej z wielomianem
5 1 ;3 | 02
1 ii_i_;_l-x_-l-l = 2% tad 2241 12
5103 1 42
x+1
x5 +23 +a% +1
1 2 Rl Eod R MR 1)8 4
+z+2 Py} (z+1)
5 3 211 )
14af = (1+a)? L’;gj— =a?+1 3
(z+13
o5 +a® +a? +1
14a% = (142+22)(14x) —————— = 2?41 2
x441
14 +ad+a8 = (143422 (1 +a?) pr@tai+l 1
o sttt +1
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Warto wreszeie zauwazyé, ze macierze quasi-diagonalne

10 ¢ 1:00 010
010 0i1: i 0 001 0
0 : Bl Soull O :
10 b 0 i1 y | 111
01 il Pl B [ T
0 H H H
~ BT e I T B L T

majg wszystkie te same wielomiany charakterystyczne, réwne «°-+a°-+
+2%+1, ale tylko ostatnia z tych macierzy ma ten sam wielomian mini-
malny, co omawiana wyzej macierz stowarzyszona z a°+a°’+2*4+1. Tym
samym tylko te 2 macierze sg podobne, a wige majg te same dlugoSeci
okreséw i te same ich liczby.

5. Uwagi o zastosowaniu automatéw liniowych.

Automat liniowy opisywany przez macierz stowarzyszong z wielo-
mianem pierwotnym stopnia m mozna traktowaé jako generator nieze-
rowych elementéw GF(2™). Widaé to z tablicy zwiazanej z rys. 4, gdzie
wyszczegollnione sg wszystkie (t] 15) niezerowe elementy GF (24) Jesli
dany element oznaczyé przez o', to w nastepnym takeie otrzymamy o'*’;
jest to wiec uklad liczacy ,w gérQ”. W prosty sposéb mozna zrealizowaé
rowniez uklad liczacy ,,w dol”. 2 uklady: jeden liczacy ,,w gére” a drugi
,W dol”, pozwalaja wykonywaé operacje mnozenia i dzielenia elementéw
GF(2™) ([9], [11]).

Wyjscie dowolnej komoérki automatu (p. np. ostatnia kolumna tablicy
zwigzanej z rys. 4) mozemy traktowaé jako generator sygnaléw pseudo-
przypadkowych; w ciggu jednego okresu obserwator nie jest w stanie
przewidzieé, czy w nastepnym takecie pojawi sie 0, czy 1.

Bardzo istotne zastosowanie znajduja automaty liniowe w teorii
i technice kodéw cyklicznych umozliwiajacych korygowanie bledéw w ode-
branym ciggu ([6], [9], [10]). Lokalizowanie i korygowanie blednych
pozycji zwigzane jest tam z licznymi operacjami algebraicznymi; realizuje
si¢ je, praktycznie rzecz biorac, prawie wylgcznie za pomocg automatéow
liniowyeh ([1], [7], [11]).
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3. IBA S (ITo3nans)

MPVIMEHEHVE HEKOTOPBIX CBOVICTB MATPUII HAX GF(2) AJIA OIMUCAHUA
JMHEHBIX MNMEPEKJIIOYAIONIX CXEM

PE3IOME

B pabore uccaemyoTcAa CBOCTBA JMHEAHHX NEpeRIIOYANINUX CXeM C HYJIeBHM
BxofioM. PaccmarpuBaerca ciaepyiomasa mpobGiema: AJiA MAHHOTO HEHYIEBOT'O COCTOA-
HHUA CXeMH ONpEefelUTh YUCIO TAKTOB, IOCIEe KOTOPHX CXEeMa BO3BPAINAETCHd B BHXO-
AHOE COCTOAHMe, eciam Bcero 2™ —1 HeHYJIEBHX COCTOAHMN (M — YNCIO BaTOMAHA-
omux fAdeek). CXeMy MOKHO ONHCAaTh yYpaBHeHHMeM viy1 = v;T, T'Ae ¥i U Vi1
ABIAITCA HOCIENOBATENbHOCTAMU MIHHH m Hapg GF (2), XapaKTepuUSyOMEMA COCTO-
AHAA CXeMH B MOMeHTax i ¥ i+1, a T kBagparHo# Marpuueit cremern m Hax GF (2).
IIpoGnemMa cBomuTCA K aarefpamyeckoit sajmade OHpeNeieHUA HANMEHBIIEro 7 IJIA
Koroporo v-T"™ = v. Pemenne 3To# 3ajaym BaBHCAT OT IONMHOMA, C KOTOPHIM CBA-
sana Marpuna I’ n OT COOTHOIIEHHA MEKY 3THM MOJMHOMOM M MOCIEN0BATEILHOCTRIO V.
B uyactom caydae, AnA nepsBooGpasHoro mnoiamHoMa Haj GF(2), cooTBercTByIOMmMYyIO
CXeMy MOHO PACCMATPMBATEL Kak 00pasylINyio HeHYIeBHX aaeMenToB GF (2™).
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Z. SZWAJA (Poxnan)

APPLICATION OF CERTAIN PROPERTIES OF MATRICES OVER GF(2) TO THE
DESCRIPTION OF LINEAR SWITCHING NETWORKS

SUMMARY

This paper deals with the autonomous behaviour of linear switching networks.
The problem of interest is as follows: given a nonzero state of the network, after
how many clock periods does it return to the same state? The circuit can be described
by the equation: v; . = v;T, where v; and v;.. 1 are states of the network, i. e. sequences
of length m over GF(2), at times ¢ and ¢+ 1, respectively, and T is an m X m matrix
over GF(2). In view of this equation the problem can be stated as follows: what is
the smallest integer n such that »-T™ = v% The solution depends in general on the
polynomial for which T' is a companion matrix and on the relation of the sequence v
to this polynomial. If in particular this polynomial is primitive over QF(2) then the
appropriate network can be treated as a generator of all nonzero elements of GF (2™).



