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ZASTOSOWANIE METODY NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
DO CALKOWANIA FUNKCJI EMPIRYCZNYCH

1. Wstep. W praktyce trzeba niekiedy oblicza¢ calki oznaczone
funkeji empirycznych o wartoéciach pomierzonych w ustalonych punk-
tach xy, ,,...,,. Stosowanie przy tym tradycyjnych wzoréw calko-
wania, jak kwadratury Newtona —Cotesa, Gaussa lub Czebyszewa, zwykle
nie jest mozliwe ze wzgledu na specjalny rozklad wezléw tych kwadra-
tur. Jesli nawet rozstawienie punktow x,, x,,..., 2, pozwala na zasto-
sowanie ktorej§ ze wspomnianych kwadratur, to da ona malo wartos-
ciowe wyniki, silnie zalezne np. od rzedu wybranej kwadratury. Przy-
czyna tego sg przypadkowe bledy pomiaréw. Z tych powodéw funkcje
empiryczne warto calkowaé¢ innymi metodami niz funkcje okre§lone
wzorami analitycznymi lub tablicami dokladnych wartosci. Wykazuje
w tej pracy, ze metoda calkowania funkeji empirycznych, najmniej czula
na bledy pomiarowe, polega na catkowaniu funkeji aproksymujacej dang
funkeje empiryczna, a otrzymane] metoda najmniejszych kwadratéw.
W praktyce zreszta te metode stosuje si¢ inaczej (poréwnaj uwage na
koncu § 3).

2. Opis metody calkowania. Niech funkeje f,(z),fi(x), ..., fm(®)
(m calkowite nieujemne) beda liniowo niezalezne i calkowalne w prze-
dziale skonczonym lub nieskonczonym <{a, b>. W tym przedziale dane
sg réozne punkty x,, 2y, ..., x, (n calkowite nieujemne). Josli n > m, to
istnieja takie wspélczynniki A, Ze réwnosé przyhlizona

b n
1) @) & Y Arf (o
a k=0

jest dokladna dla dowolnej kombinacii liniowej f funkeji fo, fiy ...y fm-
Rownogé (1) jest taka wtedy i tylko wtedy, gdy
b

(2) D Afi(m) = [Js@)dn (i =0,1,...,m).
k=0

a
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Je§li n > m, to ré6wnania (2) nie okres§laja jednoznacznie wspdlezyn-
niké6w A, i mozna nalozyé¢ na nie dodatkowy warunek. Sformulujemy go
zakladajac, ze mierzone wartofci funkeji f w punkecie 7, sg wartosciami
zmiennej losowe] o rozkladzie normalnym z wartoscia oczekiwang f(xy)
i odchyleniem standardowym o (niezaleznym od k). Wtedy prawa stro-
na (1) jest wartoscia zmiennej losowej rowniez o rozkladzie normalnym,
z warto$cig oczekiwang réwna dokladnej wartosci tej sumy i z odchyle-
niem standardowym réwnym

n
(3) o X a3)"”
([1], str. 137). Wspdlezynniki 4,, spelniajace warunki (2), mozna uznadé
za optymalne wtedy, gdy bledy pomiaréw wartosci funkeji f najmniej
wplywaja na obliczang warto$é calki, tj. wtedy, gdy odchylenie stan-
dardowe (3) jest najmniejsze(!). Wobec tego wspodlezynniki A4, znajdzie-

n
my minimizujae funkeje > A; przy dodatkowych warunkach
k=0

(4) D Aifim) =T (i =0,1,...,m),
k=0
gdzie
b
(5) I, = [fi(w)dw.

a

Rozwiazujac to zadanie metodg czynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a
przyrownujemy do zera pochodne czgstkowe funkeji

F(dg, Ayy ooy Ag) = 3 A5 —2 3 4( Y Aufym) 1)
k=0 i=0 k=0
Daje to réwnosei
(6) Ay = D hifilm)  (k=0,1,...,n).
7=0

Roéwnania dla wyznaczenia czynnikéw 1; otrzymamy podstawiajac wzo-
ry (6) do (4):

(!) To naturalne zadanie prowadzi do kwadratur Czebyszewa (por. [2], str. 69),
jeshi dla osiggniecia wysokiej dokladnosci wzoru (1) dobiera si¢ nie tylko wspélezyn-
niki Ag, ale i wezly .
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czyli

(7) Zg‘si,.z,- =1, (1=0,1,...,m),
gdzie "

(8) 8ij = ;Z:fi(wk)fj(mk) (2,7 = 0,1, ..., m).

Tak wiec, aby znalez¢ wspolezynniki 4; optymalnego wzoru (1) nalezy 1°
obliczyé macierz wspoélezynnikéw s;; z wzorow (8) 1 wyrazy wolne I;
z wzoréw (3), 2° znalezé rozwiazania 2, 4, ..., 4, ukladu (7), 3° obli-
czy¢ A; z wzorow (6).

3. Metoda najmniejszych kwadratéw. Oblicziny teraz calke funkeji f
W inny sposéb. Znajdujemy wspolezynniki a,, a,, ..., a, kombinacji l-
niowej

(9) Zafff

najlepiej aproksymujacej funkeje f w sensie metody najmniejszych kwa-
dratow, tj. takiej, dla ktorej suma

m

(10) Zn( > a;fi (@) —f (@)

k=0 j=0
jest najmniejsza. Wiadomo, Ze wspolczynniki a; spelniajg uklad réwnan

m

(11) Zsija,- = 1; (L = 0, 1, ceey m),
7=0 .
gdzie

t = D fil@)f(a).
k=0

Po rozwigzaniu ukladu (11), catke funkeji f mozna przyblizyé catkyg kom-
binacji (9):
b

(12) f:v)dw 2%

Yatwo sprawdzié¢, ze prawa strona tego wzoru jest rowna prawej stronie
wzoru (1) ze wspoétezynnikami A; zdefiniowanymi w § 2. Istotnie, ozna-
czajac symbolem 7; elementy macierzy odwrotne] do macierzy |s;l|
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stwierdzamy, ze

m m m
A = Zmli, Ay = ij(wk)ZTjili,
1=0 7=0 =0
n n m m
Wl \ |
(13) ZAA-f(xk) = Z.f(wk)z fi(ar) Z riils,
=0 =0 =0 =0
m m m m m n
R B - A
(14) Nl = 31 Yrgste = 31 N ¥ ol ().
i=o0 =0 izo =0 iz0  k=o0

Prawe strony (13) i (14) sa identyczne, gdyz r; = 7i;.

Zauwazmy, ze mimo tozsamosci obu metod catkowania wzory z § 2
s lepsze od wzoru (12). Daja one wspolezynniki 4, uniwersalne dla
calej klasy funkeji f. Natomiast stosujac metode najmniejszych kwadra-
tow musimy od poczatku obliczen ustali¢c funkcje calkowans.

4. Przypadek wielomianowy. Zal6zmy teraz, ze przedzial {a, b) jest
skonczony i ze wzor (1) ma by¢é dokladny dla dowolnego wielomianu
stopnia < m, tj. ze funkcje f; sa wielomianami. Jesli oy = & (a do tego
przypadku mozna sprowadzi¢ inne, takie ze x,—x, = r,—x;, = ... =
= &, —&y_1), t0 wygodnie jest przyjac

)

1
. . Y AV L
fi@) = Pule) = D) (—1) (h)( . )n(h)’
h—0
gdzie ™ i n™ g3 wielomianami czynnikowymi:
o™ = z(z—1)... [e—(h—1)].
Wielomian P;, stopnia ¢ ina nastepujaca wlasno$é ortogonalnosci:
0 !
Pin(3) Pjn (1) =1 (j+n41)"*Y
0 (2j+1)n¥

N

(¢ =7)

x

([3], str. 204). Upraszcza ona rozwigzanie ukladu (7) i pozwala napisaé
gotowe wzory na wspolczynniki A4;:

5 (2j+1)nt) '
4= Y TGS IR (=01, ),
i=0

gdzie

b
I = [P (a)da.
a
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Ponizej podajemy otrzymane stad wartosci A; dla kilku poczatko-
wych wartodci parametru s przy naturalnym dodatkowym zalozeniu,
ze a = 0, b = n. Poniewaz wtedy I; = 0 dla nieparzystych j, wiec ogra-
niczamy si¢ do wzoréw dla nieparzystych m:

n

=1 A = ——
(m ) k nt1 )
n OpL
=3 Ay = ———
("n ) k (n+3)(3) ( —l_ + n—l)
gdzie py = k(n—k),
3 n 210p;
(m = b) A = »(—m)—(s)—( 450024120+ - ( 1)(3) [n* —3n®+
+8n2—20n+430— (3n2—8n —|—18)pk]) ,
(m=7) A= ( _: )(7) (1.6—{—]967144—323417,2—{—5040—%
n
42py, 8 7 6 ~,5 4 - 3
+ 6 [2(9n°—82n"+600%" —3447n" +14682n" —31766n° -

(n—1)
+ 598500 —84546n +84840) —11 (12n°—101n° +675n* —23060° +

4792002 —12600n +16800) p;. + 286 (n* —8n* +50n* —78n +120) pi.]).

Dla przykladu podajemy jeszcze w ponizszej tabeli wartosci licz-
bowe A4; dla n = 10.

. licznik Ay
m =1 m=3 | m=2>5 m="17
0 10 10 795 3240 1233165
1 9 10 1020 7650 4630440
2 8 10 1195 8700 3543655
3 7 10 1320 8175 3149520
4 6 10 1395 7350 3745860
5 10 1420 6990 4151440
mijn"“’“ik 11 1287 | 7722 | 3675672
k
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CC HAIMKOBCKH (Bponaas)

INNPMMEHEHHUE METOJA HAMMEHBIIUX KBAJIPATOB K NUHTEIT'PUPOBAHUIO
SMIMUPUYECKUX ®YHKLIVN

PE3IOME

PaccmarpuBanTca QopMysas MHTerpupoBaHua Bnjaa (1), TouHHE AJIA MPOU3BOIb-
HOl JuHelHO# KOMOMHAUMM f MaHHBIX JUHeWHHO He3aBUCUMHX QyHKuui fo, fi, ..., fm.
ITpeanomaras, yto f ABIAeTcA aMmupuyeckot GyHKUuel, MpoBepaeTcd, KOrjga OomubKu
n3MepeHuda e¢ 3HavYeHMII 1MeOT HaMMeHbINee BIAMAHHE HA TPHOIMMKEHHOE 3HaYeHUe
HHTerpaJja, BHUYMCIeHHOro ¢ nomombio (1). /lokasmiBaercd, 4To HaMayullleit B 3TOM
CMHICIIC ABJAAeTCA (GopMmyna, KOTOpoll mpaBaA dYacTh ABIAETCA HHTErpajoM KoMmOu-
Hauun (9), MUHMMU3KMpYOWel cyMMy KBajparoB (10). B koHue paloTH JaHH BHpa-
aenuA AaA rodddunuentoB Ax dopmya (1), TOUHRX JJIA MHOTOYJIEHOB CTENEHM He
Bumwe m(m = 1,3, 5, 7) npu {a, b> = {0, n), xr = k, a TakKe 4YUCIeHHHe 3HAYEHHUA
atux Ax paa n = 10.

S. PASZKOWSKI (Wroctaw)

THE APPLICATION OF THE METHOD OF LEAST SQUARES
TO THE INTEGRATION OF EMPIRICAL FUNCTIONS

SUMMARY

Integration formulae of type (1) which are accurate for any linear combina-
tion f of given linearly independent functions fy, f;, ..., fm are considered. Assuming
that f is an empirical function one examines in which circumstances the measure-
ment errors of function f have the least influence on the approximate value of the
integral calculated from (1). It is proved that best in this sense is a formula the right-
-hand side of which is an integral of the combination (9) giving a minimum sum of
squares (10). At the end of the paper the expressions for the coefficients Ax of for-
mulae (1) accurate for polynomials of degree < m (m = 1, 3, 5, 7) for <a, b> = <0, n),
xr = k, and also the numerical values of such Ay for n = 10 are given.



