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Verallgemeinerungen eines Satzes von Leighton iiber die
Oszillation selbstadjungierter Differentialgleichungen

von E. MULLER-PFEIFFER (Erfurt)

Nach einem Satz von Leighton [7] ist die Differentialgleichung
—[rx)yT+g9(x)y =0, r(x)>0,a<x< o,

oszillatorisch, wenn die Voraussetzungen
o o und a[q(x)dx- ©

erfullt sind. Fiir den Spezialfall r(x) = 1 wurde dieser Satz vorher von
Wintner [16] bewiesen. Oszillationskriterien fur gewohnliche Differential-
gleichungen der Ordnung vier bzw. 2n stammen u.a. von Leighton und
Nehari [8], Glazman [2], Hinton [3], Hunt unt Namboodiri [4] und
Levis [9], [10], [11]. Eine Zusammenstellung von solchen Oszillationskri-
terien findet sich z. B. in dem Buch [15] von Swanson.

Wir befassen uns im folgenden zundchst mit der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung

(1) Ay = Y (=D (a(x)y®)* =0, a,(x)>0,0<x < o,
k=0
a,(x)e C*[0, o0) und reell, k = 0,...,n,
und danach mit der elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung

& 0 0
(2) Au = —j;l K(aﬂ‘(x) a: )-HI(X)U =0, X = (xl’"-’xn)ER"»
k= 7 X

a,(x)e C'(R"), aj(x) = ay(x) und reell, j,k =1,...,n,
g(x)e C(R") und reell.

Die Gleichung (1) heisst oszillatorisch, wenn fiir jedes a > 0 ein b > a
und eine nichttriviale Losung y(x) von (1) existieren, so dass

y®@ =y®b)=0, k=0,..,n—1,
gilt.
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Der folgende Satz befasst sich mit der Differentialgleichung (1) unter
der Einschrinkung, dass alle mittleren Koeffizienten g, (x), k = 1,...,n—1,
identisch verschwinden.

Satz 1. Die Differentialgleichung
Ay = (=17 (a,(x)y")® +a,(x)y =0, 0<x < oo,

ist oszillatorisch, wenn die Voraussetzungen
a a
[a;'(x)dx = 0 und [ x*""Vay(x)dx = —o0
0 0

erfillt sind.

Beweis. Ry > 0 wird beliebig gewdhlt. Wir zeigen, dass es eine Stelle
S, R, < § < o, und entsprechend cine (reelle) Funktion w,(x)e W7 (R,, S)
gibt, so dass die quadratische Form

A} S
3)  A[w,wl = | a,(x)w"Pdx+ { ao(x)wl*dx, weW;(R,,S),
Ky Ky

fir w = w, einen negativen Wert annimmt. Dabei ist W7 (R,,S) der So-
bolevsche Raum, der aus der Menge C7 (R,, S) der in (R,, S) beliebig oft
differenzierbaren und finiten (komplexwertigen) Funktionen durch Ver-
vollstandigung in der Norm

S S
[lufl = u™P dx + |u|2 dx 1/2
| whk .S) (kj, . I(Il )

entsteht. Aus w,(x)e W7 (R,, S) folgen w,(x)e C""'[R,, S] und
wO(R,) = wh(S) =0, k=0,..,n—1.

Mit Hilfe des Variationsprinzips von Courant kann dann geschlossen werden,

dass es eine Stelle R}, R, < R} < S, und entsprechend eine Funktion y,(x)
mit den Eigenschaften

Ya(x)€ W"(Ry, R) AW (R, Ry) und Ay, =0
gibt ().
Bei der Konstruktion von w,(x) bendtigen wir Hilfsfunktionen w,(x),

k=1,...,n, die folgendermassen gewonnen werden. Durch Mittelung der

Funktion
O, —®<XSR1+5,
1, R;+} <x< o,

Xiy (%) ={

(') W2(R, R’) besteht aus der Menge der auf (R, R’) definierten (komplexwertigen)
Funktionen, deren verallgemeinerte Ableitungen bis zur Ordnung 2n auf (R, R’) quadratisch
integrierbar sind.
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wobei der Mittelungsradius 4 betrage (vergl. [14]), entsteht die Funktion
¢, (x) mit den Eigenschaften

=0, - < x < Ry,
¢kl(x)%=l, R;+1 < x < o0,
€ C*(—o0, 00).

Mittels ¢y (x) werden die Funktionen

xn (n+1-—k)
wh(x)=(¢ul(x)'F) , 0<x<81+1,k=1,..,n

definiert, fur die
(Ry+1)*!

k=1,...,n,

gilt.

Die Funktion w,(x) gewinnen wir induktiv. Mittels ,(x) definieren
wir zundchst

(k = 1)
W, (x), 0<x<R;+1,
1, R;+1 < x < R,,
1— , R, < x<§,, mit 1,
A%w : ' Ia(r)
0, §; €£x< w.

Die Lage des Punktes R, wird spidter festgelegt. Weil
Todr
K&y a,(0)

gilt, ist
fvm

durch ein S; > R, erfillbar. S, ist durch R, eindeutig bestimmt. Die
Einschrinkung von v, (x) auf (R,, S,) gehort zu W3 (R,, S,).

(k = 2). Weiter sei

ul(x) 0<sx<S§,,
x K3 df
S, < x<R;, mit 11— = = -1,
ja(t) LS ES deow - @
11(x) =4 e, Ry < x <Ry, Ry < R43
x dt '\2
. + R, <x<S§S, mit g, + =0,
LQn j a, 0’ 4 2 01 kj‘ a.(0)
0, §, < x < .
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Uber die Lage der Punkte Ry, R, und S, wird dabé'i wic folgt verfugt.
Bei fixierten Punkten R,, R, wird

51 S2

f Wy (x)dx = — I 101 (x)dx
Ky R

gefordert. Dabei konnen die Fille
PRy=R;0>0,>-1;2R3=R;,0,=-1;F Ry<R,,0,=-1,
eintreten. R;, R, und S, sind durch R, und R, eindeutig bestimmt. Die

Gewinnung von ,v,(x) aus v,(x) wollen wir ,,Symmetrische Fortsetzung von
v,(x) an der Stelle S,” nennen. Mit Hilfe von ,v,(x), 0 < x < o0, wird jetzt

x

vz(x) = Ilvl(t)dt, 0 < x< O,
0.

definiert. 7,(x) besitzt die Eigenschaften
I° v, (x) € W2(R,, S,)(damit gilt o, (R,) = 05 (Ry) = v,(S,) = v4(S;) = 0),
2 v,(x) =0, xe[0,R,]JU[S,;, ),
F v,(x) = w,(x), 0 < x < R +1,
€ vy(x)>0, Ri+1 <x<8;;0v53(x) <0, §, <x<38,.
5

v(x) = xf3(x); f2(x) =1, Ri+1 < x < R;; f;(x) <0, fo(x) >0,
R, < x < §,,

von denen 1°-4° offensichtlich sind. Aus der Ungleichung

) =xti(x) <0, R,<x<S§,,

folgt durch Integration bei Beriicksichtigung von v,(R,) = R,

0> jftv’l(t)dt = xv,(x)— R, v;(R;)— fv,(t)dt
k3

k2
o xvl (‘Y)—RZ vl(Rz)—vz(x)'l"Uz(Rz) = xv’z (X)—Uz(x), R2 < X S Sl'

Diese Ungleichung ist aber gleichbedeutend mit f;(x) <0, R, < x < §,,
wenn v, (x) = xf;(x) gesetzt wird. Wie man leicht sieht, gilt auch f;(x) < 0,
Sy € x < §,. Damit ist 5° als bewiesen anzusehen.

(k = 3). Analog dem Vorgehen im Falle k = 2 wird aus ,v,(x) durch

symmetrische Fortsetzung bei x = S, eine Funktion ,v,(x) gewonnen. Die
Funktion

203(x) = £2vl(!)dt

entsteht entsprechend aus ;v,(x) = v,(x) durch eine Fortsetzung bei x = §,.
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Mit Hilfe von ,v,(x) wird nun
x
U3(X) = jz”z([)d‘, 0 <£x< «Q,
0

definiert. Die symmetrische Fortsetzung von ,v,(x) bei x = S, hat Eigen-
schaften einer Spiegelung. Bei dieser ,Spiegelung” entsprechen sich folgende
Punkte, die in Paaren zusammengefasst sind:

(R, 84), (Ry+1, Rg), (R, Ry), (51, S3), (R3, Rg), (Ra, Rs) ().
(k = n). Bei Fortsetzung dieser Methode gewinnt man schliesslich eine

Funktion
Ua(x) = wy(x), 0 < x< 0,

mit den Eigenschaften

I° w,(x)e W}(R,,S,,_,) (damit gilt w®(R,) = w(S,,_,) =0, 0 <k
< n-—-1),

2 w,(x) =0, xe[0,R;JULS,n-1, ©); wo(x) >0, Ry < x< 8,4,

3 w,(x) = 0,(x), 0 < x <R +1,

4 wi(x) >0, Ri+1 < x <8, ;5 wi(x)<0,S§

n—1

an—2 <x< Szn-'l'

P w,(x) =

R, <x<$§

Y £.9, fi(x) =1, Ry+1 < x < R,, fi(x) <0,

=1
die man mittels vollstandiger Induktion beweisen kann. Wir zeigen dies
fur 5°. Wie bereits bemerkt wurde, ist 5° richtig fir n = 2 (v,(x)). Gilt

n—2

U— 1 (X) = (—n_—z)!fn-l(x) mit fi_,(x) <0, R, < x < §,,-,

so folgt uber

7

U1 (x) Y vy X" 2=(n—=2)v,_ x" 3
(n—2)!(7‘_(2_)> = (n—2)! == xz(""”) 1 <o,

R, <x<S,,-2
die Ungleichung

XUpy—(n=2)v,_; <0, R, <x<S§,_,.

(}) Die Eindeutigkeit der genannten Fortsetzung bei x = §, ergibt sich dabei durch die
Festlegungen
Sy, 5, Sa 52
fay(x)dx = = [ 0,(x)dx(<0) und [ ,0,(x)dx = — [ v,(x)dx(< 0).
S, S3 R

S2 1
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Durch Integration ergibt sich hieraus bei Beriicksichtigung von
RY?

u(Ry) = W,

1<k<n,
die Beziehung

fw,_ydt—(n=2) [ v,_,dt
K k2

= X0p_1(X) = R; 0, 1 (R2)—0,(x) +0,(R;)—(n—2)v,(x) +(n —2)v,(R,)
= X0, (x)=(n—=1)v,(x) = xv,(x)—(n—1)v,(x) <0, R, <x< Sz,,_2

Die letzte Ungleichung ist aber gleichbedeutend mit

i(x) <0, Ry <x<8$S,,,,
wenn
n—1
U (JC) 1)| f;,(X), RZ <x< Szu—zy

gesetzt wird. Die Behauptung 5 im Falle S,_, < x < §,,_, folgt unmit-
telbar aus 4°.

Durch die Punkte R, und R, wird die Funktion w,(x) eindeutig
festgelegt. Mit w,(x) wird folgende Abschdtzung durchgefiihrt.

S;n—l Szn-l

@ | ae)wPEPdx+ | ao(x)wd(x)dx
ky Ky

Rp+1t R3 Ran_y
= | a0 [0)(®]*dx+ [ a,(x)a; 2(x)dx+ ... + [ a,(x)a; *(x)dx+
Ry Rj Ran_»
.2n 1 kg +1
+ j' a,(x)a, 2 (x)dx + 5 aq (x) w? (x)dx +
2"
1 '52" 1

2n—2
[(n D" . j ao(x)x*" "2 f2(x)dx.
*Weil f2(x) eine auf [R;, S,,-,] von f;*(Rz) = 1 bis f;?(S,,-;) = 0 monoton
fallende Funktion ist, gibt es nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integral-
rechnung eine Stelle ¢,, R, < ¢, < §,,-;, so dass

1 San-1 ip
f ao(x)x* 22 (x)dx = [ ag(x)x*2dx

(5) _[(n—l)!]z Rkt [(n— 1)1]2 Ries
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gilt. Andere Summanden auf der rechten Seite von (4) werden durch

Raven
(6) [ a'(dx<2, v=1,.,2""1—1,
LEMN
Sym-1
und [ a7 '(x)dx <1
Rzn
abgeschatzt. Mit (5) und (6) vereinfacht sich jetzt (4) zu

Rl+l k1+1

(N Alwa,w] < | a([ei(¥)Pdx+ [ ap(x)ol (x)dx+2"—1+
Ky Ry

1 pe
[(n—_l)']z— I GU(X)XZ" 2dx R2 < f,,.

Der letzte Summand auf der rechten Seite von (7) strebt nach Voraussetzung
fir R, - oo gegen — o0, so dass bei fixiertem R, fiir ein hinreichend grosses
R, die Beziehung

Alw,, w,] <0

gilt. Damit ist auch

(3) inf A[w,w] <0, I,=(Ry,S,,-1), Iwi? = [iw|*dx,
weWz(l,,) " in
llwiI,=1

bewiesen.

Die Form (3) mit § = §,,_, ist halbbeschrinkt nach unten und abge-
schlossen. (Die durch A[w, w] definierte Norm ist zur Norm des Raumes
W7 (R,, S ,n—1) dquivalent.) Der durch die Form A[w, w] eindeutig definierte
selbstadjungnerte Operator A, D(A) W"(Rl, m-1) (vergl [5], p. 322),
besitzt ein diskretes Spektrum. Der kleinste Eigenwert A,(I,) von A ist
wegen (8) negativ. Nach dem Variationsprinzip von Courant wird 4,(I,)
grosser, wenn das Intervall I, bei festem R, verkleinert wird. Es gibt daher
ein R}, R; <R} <§,,_,, so dass

ML) =0, I, =(Ry,Ry),

gilt. Die zugehorige Eigenfunktion y,(x) gehort zu W2 (I.), sie gehort aber
auch zum Raum W2"(I)) (vergl. [1], Theorem 5). Daher gilt

Ay, =0, y¥(R)=)¥PR)=0, k=0,..,n—1.
(Der Raum W3"(I,) ist in den Raum C?"~![R,, R}] eingebettet, und aus der

Giiltigkeit der Differentialgleichung Ay, = 0 folgt schliesslich y,(x)e
e C*[R,, R;].) Der Satz 1 ist bewiesen.
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Bemerkungen. Die Beweismethode von Satz 1 kann auch fir die
allgemeinere Differentiaigleichung (1) verwendet werden. Es zeigt sich, dass
die Gleichung ( l) oszillatorisch ist, wenn die Voraussetzungen I° oder die
Voraussetzungen 2" erfiillt sind.

l()f——(T—OO,

(b) sz‘” Da,(x)dx = — o0,
o

(c) Es existiert eine Konstante M, so dass fiir beliebige positive a,
die Abschatzungen

1]
©  |fx*a(x)dx] <M, x=0,...,2(—k=1), k=1,..,n—1,
gelten. (Das ist insbesondere dann der Fall, wenn alle Integrale

{xay(x)dx, x=0,..,2(mn—k-1), k=1,..,n—-1,
o .

konvergieren.)
Wir skizzieren den Beweis fir den Fall n = 2 und zeigen, dass
S2 S2
‘! a, (x) [wy(x))?dx = J a; (x) v} (x)dx
1 1

fir R, » oo beschrinkt bleibt. Da ,v(x) auf den Intervallen [R,,S,],
[Si, R;] und [R,,S,] eine monotone Funktion ist, gibt es Zahien
€, Ry <6, €81, 85,8 <¢3 <Ry, und ¢, R, < ¢, <8,, so dass

Sy ky+1 & sa
(10) fax)wixdx = | a(x),0}(x)dx+ [ a;(x)dx+ | a,(x)dx
ky ky ky+1 3

gilt. Der erste Summand auf der rechten Seite von Gleichung (10) hingt
von R, nicht ab, und die beiden anderen Summanden sind nach Voraus-
setzung (9) beschrinkt. .

Entsprechend wird im Falle n > 2 geschlossen.

r()?

= @,

a,(x)

(b) (_!xz"‘”ao(x)dx = -0,

(©) })xz"'“"“a: (x)dx < w0, a (x) =max (a,(x),0),k = 1,...,n—1.
(1)

Im folgenden wird das Kriterium von Leighton auf elliptische Diffe-
rentialoperatoren zweiter Ordnung iibertragen. Fin im Raum R" gelegenes
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Gebiet G heisst Knotengebiet der Gleichung (2), wenn diese Gleichung eine
nichttriviale Losung u besitzt, die zu

Wi (G) N W2 (G) (%)

gehort. Die Diﬁ'erentialgleichuné (2) heisst oszillatorisch, wenn sie fur jedes
¢ > 0 ein Knotengebiet besitzt, das ausserhalb der Kugel K, = {x| |x| < ¢}
liegt.

Was die Elliptizitdt der Gleichung (2) betrifft, so wird vorausgesetzt,
dass der kleinste Eigenwert A,(x) der Koeflizientenmatrix (a;,(X));<jx<q
uiberall positiv ist. Mit

X

=TT .=l,"'a ’ 2=l!
S P

gilt dann die Abschidtzung

(11) Ao(x) < Z @y (X) Sy

Durch Mittelung der in der Ungleichung (11) rechts stehenden quadratischen
Form iiber die Kugel vom Radius |x| = r erhidlt man die Funktion

(12) A(")—_ j (Z ajk(x)é,'fk)d‘”

le ixi=r jk=1

In (12) ist dw das Flachenelement der Einheitskugel, und |w| ist das Mass
ihrer Oberfliche. Der Mittelwert (12) wird im folgenden Satz verwendet.

Satz 2. Wenn die Voraussetzungen

(13) ! A0 dr = © und kj;q(x)dx = —

erfillt sind, so ist die Differentialgleichung (2) oszillatorisch.

Beweis. R, > 0 wird beliebig gewdhlt. Fiir die spezelle Funktion
u(x) = w(x),

0, x| =r < R,.
r—R,, Ry < |x| < R+
l, R, +1< < R,,
W(X) = w(r) = r l n l I I 3 tl_n
a R $ X S S, dt = l,
T 2 < I 70
LO, {Y! = S,

(') Der Sobotlevsche Raum M, (G) besteht aus der Menge derjenigen in G definierten
(komplexwertigen) Funktionen. deren verallgemeinerte Ableitungen bis zur Ordnung 2 auf jeder
kompakien Teilmenge von G quadralisch integrierbar sind.

W,! (G) ist die Vervolistdndigung von CZ (G) in der Norm des Sobolevschen Raumes W, (G).
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wird die quadratische Form

Alu,u] = Z § ap(@ug i dx+ [ q()ul*dx, ue Wy (K, .s),
Jk=1 l\kl's l\kl s
nach oben abgeschdtzt. Dabei ist Ky, s die Kugelschale
Kkl.s = {lel < IXI < S}.

Die Funktion w(x) liegt in Wzl (Kk,,s), und fur sie gilt

(14) A[w,w] = Z ) B (X) Wy, Wy, dx +

dx+ | gq(x)w?dx
1 Ka<ixi<s A (r) 2 Ky<ixi<s

= C"1+I Az() |xI ( Z jk(x)éjék)dwdr'*‘ I q(.\’)wzdx

I=r jk=1 ky<ixi<s
hY 1 —-n

= Cy, +lol I

2(x)dx.
A(r) +klsifxissq(X)w () dx

Der letzte Summand wird wie foigt behandeit.

| g)wr(x)dx = j w2(r)r (| g(x)do)dr = _fw A)r"t Q(r)dr
Ky<ixi<s Ky ixi=r
mit
o = | q(x)dw.

ixi=r

Da der Faktor w?(r) auf [R,, R, +1] von Null bis Eins monoton steigt und
auf [R,,S] von Eins bis. Null monoton fdllt, gibt es Zahlen ¢,, R, < g,
< R;+1, und g,, R, < 9, < §, so dass

S ¢2
fwinrtQ(dr= [ ' Q(rdr = | q(x)dx
ky 1 i

e1Sixi<ey

gilt. Damit vereinfacht sich die Abschdtzung (14) zu
(15) Af[w,w]

= Cy, +lo| + S q(x)dx, R, <g¢, <R;+1,R; <, <S.
e Sixi<ey
Die rechte Seite der Abschdtzung (15) wird nach Voraussetzung (13) negativ,
wenn (bei festem R,;) der Parameter R, hinreichend gross gewahlt wird.
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Es existiert also ein § > R,, so dass

(16) inf  A[u,u] <0, |ulZ.s= [ luldx,
ueﬁ';(kl,S) Kiy,s
fwiig,,5=1

gilt. Die durch die nach unten halbbeschrainkte Form
(17 Afu,v], u,ve Wl (R,,S).

definierte Norm

(A[u, u]+cllullk, s)""?,  c hinreichend gross,
ist zur Norm des Raumes W} (Kk,,s) dquivalent, da auf K, g die Koeffi-
zienten a;(x) und g(x) beschrdankt sind und

min Ay,(x) > 0
-‘e"kl,.‘.'

gilt. Die Form (16) ist daher abgeschlossen und definiert eindeutig einen
selbstadjungierten Operator

Ay, D(Ag) © Wzl(Kk,.s),
wobei nach [1], Theorem 35
D(4s) = Wy (Ki,.5) 0 W (K, s)
gilt. Das Spektrum von Ay ist diskret, und der kleinste Eigenwert A,(S)
von Ay ist wegen (16) negativ. Nach dem Variationsprinzip von Courant
wird 2,(S) grosser, wenn (bei festem R,) S verkleinert wird. Es gibt ein

1» Ry < Rj, so dass der kleinste Eigenwert 4,(R}) von 21,('1 gleich Null ist.
Fir die zugehorige Eigenfunktion u(x) gilt dann

Au=0, ue W,‘(K,(l.,,.l)n W2 (K, k-

Der Satz 2 ist bewiesen.

Bemerkung. Im Falle n = 1 erhdlt man das Kriterium von Leighton.
Wird im Falle n = 2 die Schrodingergleichung

—Adu+q(x)u =0, x = (xq, x,)€R?,
betrachtet, so sind die Voraussetzungen (13) erfillt, wenn

[ g(x)dx = —
K2

gilt. Dass die Schrodingergleichung unter dieser Voraussetzung oszilliert,
wurde unabhingig voneinander von Noussair [13] und Kreith und Travis [6]
bewiesen. Man vergleiche auch [12]. Benutzt man anstelle der Funktion (12)
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die Funktion

A = = [ Agx)do,
ol ixi=1

wobei A,(x) der grosste Eigenwert der Matrix (a;(x));<jx<n an der Stelle

x ist, und sind entsprechend die Voraussetzungen (13) mit A(r) erfullt,

so ist die Gleichung (2) ebenfalls oszillatorisch. In dieser etwas schwacheren

Form wurde der Satz 2 friiher mit einer anderen Methode von Kreith

und Travis [6], Theorem 5.1, bewiesen.
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