P. MIKULSKI, W. RUDZKI, K. WISNIEWSEKI (Warszawa)

BADANIE WEASCIWOSCI SREDNICH
TOWAROW BEZKSZTAFTNYCH
PAKOWANYCH W PROSTOPADIOSCIENNE BELF

Towary bezksztattne dostarczane sg luzem lub w opakowaniach.
Jednym z rodzajéw opakowania sg prostopadloscienne bele lub skrzynie,
ktéryeh wymiary bedziemy oznaczaé literami a, b i ¢. Do takich towaréow
zalicza sie np..surowiec tytoniowy, bawele, wele, herbate itp.

Niektore wymagania odbiorcze dotyczg wlasciwosel §rednich, ktérych
warto§é zalezy od warunkéw zewnetrznych. Sg nimi na przyklad: wil-
gotnoéé, zawarto$é pozagdanych lub niepozadanych skladnikéw, inten-
sywnofé¢ zapachu itp.

Do oceny §redniej wladciwosei partii pobiera si¢ losowo » bel z partii
zlozonej z N bel i z kazdej z nich pobiera si¢ I probek pierwotnyeh, two-
rzacych prébke jednostkowg; n probek jednostkowych twérzy prébke
ogoélng. Z probki ogélnej pobiera sie do przeprowadzenia badania technicz-
nego k prébek laboratoryjnych. _

Rozwigzemy dwa zadania. Pierwsze polega na podanin metody
pobierania préobek pierwotnych z poszczegdlnych bel wylosowanych do
tego celu, & drugie — na ustaleniu zwiazku miedzy liczbg N bel w partii,
liczbg n bel wylosowanych do badania i liczba k.

1. O nasileniu wyst¢gpowania badanej wlasciwosci w réznych miejscach beli

Wartos§é wladciwosei, jaka moze wystepowaé¢ w roznych miejscach
beli, zalezy od rodzaju wladciwosci, warunkéw zewnetrznych i rodzaju
towaru. Ponadto zalezy od wartofci wladciwosei w chwili pakowania
w bele, Scisloei ukladania towaru, jego struktury, zmian wiasciwosci
podezas transportu, skladowania itp.

Jedli towar jest jednorodny, to mozna do empiryeznych zalezmosci
miedzy polozeniem punktu w beli a wartodcig wladeiwosei, ktorg ma
produkt w tym punkeie, dopasowaé pewne typy zaleznosci teoretycznych
o charakterze ciaglym.



Badanie wlasciwoéci srednich towaréw bezksztaltnych 333

Rozpatrywaé bedziemy zaleznodci miedzy odlegloécig od powierzchni
beli a wartoscig wlaseiwodci, wzdluz dowolnej linii prostej przechodzgcej
przez Srodek beli. Dhugo$é tej linii bedziemy w pewnych przypadkach
dla uproszezenia przyjmowali za jednostke, co nie zmniejsza ogdlnosei
rozwazan, poniewaz wystarczy pommnozyé ostateczne wyniki podane
w postaci odleglodci od poczatku prostej przez dlugosé d tej prostej.

a. Zaleinos¢ o charakterze rownomiernym. Jesli w czasie pako-
wania surowiec miat jednakowsa wartodé w, interesujacej nas wiasciwodei,
to po utworzeniu bel bedzie on méglt mied
w kazdym jej punkcie te samsg warto§é w,. 4

Jesli badana wiaseiwosé moze ulega¢
wyréwnaniu, to po diuzszym okresie czasu
gskladowania moze nastgpié wyréwnanie 08
do wartoSei w,, ktora jest wtedy srednig
wartoscig wladciwodei w calej beli. Na ry-
sunku 1 przedstawiono te zaleznoéé gra-
ficznie odkladajac na osi odcietych odleg-
lodei od powierzehni beli, a na osi rzed- 9]
nych wartosci badanej wladciwosci. o

- Wiladciwodci zwykle badane; jak np. 0 02 04 05 08 10 X
te ktdre wymieniono na poezatku, mierzy [ZM=290]
sie w jednostkach Memjanowany(?h lub Rys. 1. Zaleinoéé réwnomierna
w procentach, zatem nie zmniejszymy
ogélnofei, je§li badang wiasciwo§é bedziemy rozpatrywali na od-
cinku (0,1).

~ b. Zaleznoéé o charakterze liniowym. Jesli badana wladciwo$é na
powierzchni beli ma wartodé w,, a w §rodku beli wy- d, to w najprostszym
przypadku mozna mieé na uwadze zaleznoSé o charakterze liniowym
przedstawiong na rysunku 2. Wartoéé 6 moze byé dodatnia lub ujemna.

c. Zalezno$é o charakterze parabolicznym. Jedli otoczenie, w ktd-
rym znajduje sie bela, systematycznie wplywa na zmiane wartoéci wiasei-
" woéci, to mozna przyjaé zaleznosé paraboliczng. Zalezno§é te przedsta-
wiono na rysunku 3. Wierzcholek paraboli moze byé zaré6wno jej naquz-
szym punktem, jak i najnizszym.

7 zaleznodcig taks spotkano si¢ przy badaniu wilgotnosei bel surowca
tytoniowego. Otrzymano mianowicie zalezno$é miedzy odlegloscia # od
powierzchni beli, wzdiuz gléwnej przekgtnej, a wilgotnofeia w w postaci

w = —13,922+13,928,6.



334 P. Mikulski, W. Rudzki, K. Widniewski

Badania te wykonano w Lddzkiej Wytwoérni Papieroséw przy wspél-
udziale mgr inz. J. Grochowiny.
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d. Inne zalezno$ci. W praktyce moga pojawié¢ sie zaleinofeci o cha-
rakterze menisku, schodkowym, wykladniczym, trapezowym, miesza-
nym itp. Zalezno§é moze takze nie mieé zadnej z prostych postaci, w szeze-
gélnosci wtedy, gdy produkt jest niejednorodny. Analityczne ba,dame
takich przypadkéw jest trudne.

Zajmiemy sie tylko pierwszymi trzema przypadkami, ktére obejmujg
znaczngy czesé przypadkéw praktycznych.

2. Wyznaczanie miejsc w beli, z ktérych nalezy pobieraé prébki pierwotne

Bez wzgledu na zalezno$é miedzy odlegloécia od powierzchni beli
a wartodcig badanej whafciwodci, istnieje dla kazdej beli jej wiadciwosé
srednia, jak réwniez istnieja takie punkty w beli, w ktérych interesujaca
nas wlagciwosé ma warto§é réowna Sredniej wladciwosei w beli.

W niniejszym rozwazaniu przyjmujemy zasade pobierania prébek
pierwotnych z tych miejsc w beli, w ktérych wartosé badanej wlasciwosei
ma warto§é réwng Sredniej wartosei wlasciwosdcei calej beli.

W rozpatrywanych przez nas trzech rodzajach zaleznofci zajmiemy
sie wyznaczeniem miejsc geometrycznych punktéw w beli, w ktéryeh
warto§é badanej wlasciwodei jest réwna Sredniej wartodei wladciwosei
w calej beli.

a. Zalezno$é o charakterze réwnomiernym. Jezeli zaleznosé miedzy
odlegloScia od powierzchni beli, wzdluz kazdej prostej przechodzacej
przez frodek beli, a wartoscig interesujacej nas whadciwosci jest stala,
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to w kazdym punkcie beli warto§é wlseiwosci jest réwna §redniej wartoS§eci
wiaseiwosei calej beli. Zalezno$é te bedziemy nazywali zalezno.s‘m@ o cha-
rakierze rownomiernym.

Probki pierwotne mozna pobieraé z dowolnego punktu bell.

b. Zaleznoéé o charakterze liniowym. Zalézmy, e badana wlagei-
wos¢ ma na powierzchni beli warto§é w,, w §rodku beli warto§é w,-- d,
a miedzy tymi punktami wzdtuz kazdej prostej przechodzgcej przez srodek
zmienia sig liniowo. Liniowsg zaleimogé miedzy odlegloseia # punktu od
powierzchni beli a wartoéeig w bada-
nej wladciwosei mozemy przedstawié /]
w postaci /S

w = 200+w, gdzde O<a<i KL

:

l

Kazdy z krawedzi beli podziel- !

my na 2m czedei. Na rysunku 4 przed- |
!

|

i

1

stawiono taki podziat dla m = 3,
we = 0, 6 = 3. Przez punkty po-

3 /|

dziatu prowadzimy plaszezyzny réw- > Bl
nolegle do odpowiednich powierzehni Tuld g Vi - _1;”_':/: _52'2_7;7
beli. W ten sposéb cala bela zostanie mradl 1 770 1 VARRVEE Y ;7
podzielona na (Zm)3 prostopadioscia- 21 1 W W WA e 74

now.

\4\ I

Przy takim podziale kasdy z pro- ZM~-293
stopadlodciandéw pierwszej zewnetrz- Rys. 4
nej warstwy ma wartoéé wiasciwosei
o+ d/m. W drugiej warstwie warto§é wiasciwosei w kazdym z jej pro-
sbopadlodciandw jest w,+2d/m itd. Ostatnia warstwa, a wiec prosto-
padlodciany znajdujgce sie w §rodku beli, ma warto$é wiadciwosci
Wo+md[m.

Srednia warto$é w badanej wladciwosei w calej beli wyraza sie wzorem

m
1 0 o
W = 2[w0+z‘~] [ 6(2m—2i+1)2-+2].
(2m)3 m] . .
» i=1 o ‘

Pierwszy nawias kwa.dra.towy pod znakiem sumy oznacza wartosé
badanej wladciwosei w i-tej warstwie, drugi liczbe prostopadlofcianéw
W tej warstwie,

Po wykonaniu dzialani otrzymuje sie

_ 0 11\2
W= wyt+ — {1+ —]) .
4 m
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Wyrazenie powyzsze przedstawia Srednig warto§é badanej wlasei-
wosel przy podziale beli na (2m)® prostopadloécianéw. Zwigkszajac liczbe
prostopadloécianéw otrzymuje sie w granicy

B = wot
Podstawiajge t¢ warto§¢ do rownania linii prostej otrzymuje sie z = 5
Oznacza to, ze w przypadku, gdy badana wlasciwoéé « zmienia sie liniowo
wzdluz dowolne] prostej przechodzacej przez §rodek beli, wartosé §rednia
tej wlasciwodei lezy w odleglodei 1 dlugosei tej prostej od powierzchni
beli.

c. Zaleznosé o charakterze parabolicznym. Zalézmy, analogicznie
jak w poprzednim przypadku, ze badana wlasciwo§é ma na powierzchni
beli wartos§é w,, w frodku za§ beli warto§é w,+ J, miedzy tymi punktami
wzdluz kazdej prostej przechodzacej przez Srodek beli zmienia sie para-
bolicznie. W tym przypadku zalezno§é miedzy odleglodcig « od powierzchni
beli a wartofcia w badanej wlasciwosei mozna przedstawié w postaci

w = —4dr(x—1)+w,, gdzie O <o <1,
Przeprowadzamy podzial beli na prostopadiosciany tak jak poprzed-
nio. W tym przypadku kazdy z prostopadlofcianéw i-tej warstwy liczonej
od powierzchni beli ma warto§é wlasciwosei
6 :
w = wy+ pory i(2m — 7},

Srednia warto$é w badanej wiasciwosci w catej beli wyraza sie wzorem

w =

m 5 . . | 2
(gm)sg‘:[wo+ vy 'L(Zm—-z)][6(2m——2z—l—1) +21].

Po wykonaniu dziatan otrzymuje sie
] 1 1 11 4
W = wy+ — (1—,—~—)[24+——(21——~———)].
: 60 m mn
Przechodzgc, jak poprzednio, z m do granicy otrzymuje si¢ ostatecznie

w = 'wo—+—0,4(5.

Podstawiajac te wartosé do réwnania paraboli otrzymuje si¢ réwnanie
kwadratowe 22— x4 0,1 = 0, ktorego pierwiastki #, = 0,113 i #, = 0,887
83 rozwigzaniem postawionego zadania.
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% rozwiazania tego wynika przepis postepowania. Jesli sa podstawy
do przypuszczenia, ze zaleznofé miedzy odlegloécia od powierzchni beli
a badang wiladciwodciyg wzdluz prostej przechodzgcej przez srodek beli
ma charakter paraboliczny, to zgodnie z przyjeta zasadg nalezy prébki
pobieraé z miejsca beli na prostej w odlegloém 0,113 lub 0,887 od powierzch-
ni beli.

‘W obydwu przedstawionych tu rozwwgza,ma,ch charakterystyczny jest
fakt, ze miejsce z ktérego nalezy pobraé prébke nie zalezy od paramet-
ro6w przyjetej zaleznofei miedzy odlegloscia a wartodcia whasciwosci,
ale jedynie od charakteru tej zaleznosei.

W przypadku zaleznodei liniowej odleglosé wymosita 0,125, a w przy-
padku parabolicznym 0,113.

Podane tu dwa rozwigzania(}) przeprowadzone metods elementarng
daja jedynie w przyblizeniu poglad o miejscu, z ktérego nalezy pobieraé
prébki, a to z tego powodu, Ze charakter zaleznoéel ma wplyw na te od-
legltosé.

Otwarta pozostaje sprawa, Czy dalsze badania powinny i§é w kierunku
ustalenis obszaru, z ktérego nalezy pobieraé prébki, droga rozwazenia
wezystkich praktycznie mozliwych funkeji, czy tez prowadzenia kontroli
dwustopniowej. W pierwszym stopniu z jednej beli pobierano by prébki
dla okreslenia typu zaleznosci, a z nastepnych bel — z tych miejse, w kt6-
rych zgodnie z otrzymang zaleinocia badana wiasciwo§é ma wartosé
frednig.

Okreflenie miejsca w beli, w ktérym warto$é wlasciwosei jest réwna
wartofeci §redniej w calej beli, upowaznia teoretycznie do pobrania z tego
miejsca tylko jednej prébki pierwotnej. W praktyce jednak przyjete
zalozenia co do cigglosei, dcistodei ukladania, struktury itp. nie sa rygo-
rystycznie spelnione, przeto ostrozniej jest ustalié regule pobierania co
najmniej dwu prébek pierwotnych z kazdej beli Przeznaczone] do badania.

Mozna i§6 jeszcze nieco dalej, jak to uezyniono dla surowea tytonio-
wego badanego ze wzgledu na wilgotnosé, przyjmujae, ze nalezy pobieraé
prébki z czterech miejsc na gléwnych przekatnych beli. Decyzja ta wy-
nikla ze spostrzezenia, iz wilgotnoci na poszezegéluyeh §eianach beli
r6znity sie nieco miedzy sobg. Z tego tez wagledu zalecono pobieraé probki-
wzdluz gléwnej przekatnej; & nie wzdluz wysokosci chociaz takie pobie-
ranie prébek jest w praktyce latwiejsze.

Hw pxerwazeg wersji niniejszej pracy podaliémy rozwigzanie tyeh dwéch
przypadkéw inna metoda. J. Oderfeld zwréoil nam uwage, %e rozwiazanie to nie spet-
niato mektérych stawianych zalozen. Niniejsze rozwiazanie powstalo réwnolegle’
Z og6lnym rozwigzaniem zawartym w pracy Oderfelda [1], zamieszezonej w tym samym
‘numerze. ‘

Zastosowania Matematyki IV 22



338 P. Mikulski, W. Rudzki, K. Widniewski

Caloéé produktu pobranego z beli jako prébki pierwotne stanowi
prébke jednostkows. Liczba prébek jednostkowych pobieranych do ba-
dania jest réwna liczbie » bel, z ktérych pobiera sie probki pierwotne.

3. Ustalenie zaleZnoSci miedzy liczba N bel w partii, liczba »
probek jednostkowych i liczbg % probek laboratoryjnych

Oznaczmy przez w,, Wy, W, ..., Wy frednie wartosei badanej wladei-
wodei w poszezegélnych N belach, skladajacych si¢ na dostarczong partie;
wtedy Srednig warto$é wiadeiwosei badanej partii okre§la wzér

W = w--»Zw@

Odchylenie §rednie ¢ frednich warto§ci wladciwosci w partii ma postaé

¢ = ]/— N (W2

=1

Po losowym, bezzwrotnym pobraniu i zbadaniu #» bel spoéréd N
otrzymuje si¢ frednig warto§é badanej wlasciwodci w prébee w postaci

1 n

Odchylenie §rednie oz Sredniej w wynosi

o5 0= V(N—n)n(N-1).

Calo§¢ produktu skladajacego sip z n probek jednostkowych tworzy
probke ogélng. Z probki ogélnej pobiera sie % prébek laboratoryjnych
do oszacowania Sredniej wartofei w badanej whaéciwofei w prébee ogélnej.
Prébke ogélng przygotowuje sie w ten sposéb, zeby warto§é badanej
wladciwodei w kazdym miejscu byla jednakows i réwna w.

Oznaczmy przez ¥, Ys, ¥s, ---, Y wyniki badania k prébek labora-
toryjnych. Na wyniki te skladaja sie warto§é wlasciwoéei w w prébee
ogllnej i bledy pomiardéw =z, 2,, 25, ..., 2;; Mozemy wiec napisaé

y=wt+z da j§=1,2,3,...,k.
Zakladamy, jak to si¢ zwykle czyni, ze zmienna losowa z, ktérej reali-
zacjami 83 2y, 2, 23, ..., 2, Ma rozkiad norma.lny 0 §redniej zero i odchy-

leniu §rednim, ktore ozna,czymy przez o,.
Jako oszacowanie fredniej wartodci wladeiwodei partii przyjmuje sie

frednig .
TRV

a*i -
su
NI
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Odchylenie §rednie fredniej Z jest o; = az/l/lg . Poniewaz zmienne w i 2
83 niezalezne, wiec oy = l/o% +o2, ezyli

N—n 1
e ) ———— P+ —
Oy %(.N—-]_) —}_ko'z.

Zmienna losowa ¥ ma rozkiad normalny N(W, g;), zatem
P(|W—g| <t,05) =D (1),

gdzie a jest przyjetym poziomem istotnosci.

Je§li zgdamy, zeby réznica miedzy prawdziwg wartosciag W interesu-
jacej nas wladeciwosel partii a oszacowang ¥ nie przekraczala wartosei 4,
to mamy kolejne zaleznoSci

4 a\? N—mn 1
A =t0y, o0y = i (t—) = n (N —1) o*+ %0'2

Ostateczna zalezno§é ma postaé

¥ L (Apr—dfk
’n——m, gdme ,8— 0‘2 .

‘W ostatnich wyrazeniach dane sa N i a. Z tablic funkeji Laplace’s
odezytuje sig t,. Wartosci ¢ i o, otrzymuje sie z przeprowadzonych dqs
§wiadezenn na kilka partiach towaru. O wartoSciach 4 i k zaklada sie,
ze 83 dane, & jefli jest to mozliwe — uzyskuje si¢ z analizy techniczno-
ekonomicznej. Jak latwo zauwazyé, powinna 2zachodzié relacja
k > (t,0,/4)%. Ponadto latwo sprawdzié, ze gdy N — oo, to n —1/8.

PRZYKEAD. Z przeprowadzonych badari wilgotnofei bel surowea ty-
toniowego w Lédzkiej Wytwérni Papieroséw otrzymano wartosei: ¢ = 0,8,
o, = 0,5. Przyjeto: A =1, k = 3; poziom istotnosci a = 0,05, stad
i, = 1,96,

Po wstawieniu tych wartoci do ostatnich wzoréw otrzymano za-
leznogé » = N[(0,72-+0,28N). Dla cel6w praktycznych zalezno§é te po-
daje si¢ w postaci tabelki.

Praca cytowana

1] J. Oderfeid, Powierzehnie o wilgotnoéet sredniej, Zastosowania Matematyki
4 (1959), str. 341-349.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMIT NAUK

Praca wplynela 26. 4. 1958
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O MUKVIbLCKHAR, B. PYACKHY, K. BUCOHEBCKHHA (Bapmasa)

HCCIELJOBAHHE CPEJHHX KAYECTB BECOOPMEHHBIX H3OEJHH,
VIIAKOBBIBAEMBIX B ITAPAJIIEJEITHINENHBIE RHITBI

PESIOME

Muorme TOBApH, MOCTABAAEMEE B KAIAX MIA NapajieleurlefBELX AMUKAX,
KCCIASNYIOTCA € TOYKHE 3PEHHA UX CPefHMX Kadecrs. [lnsa mamHOre cayyad HOKARH
HaliGoxee DPOCTHEC (YHKIMOHATBHEE 3ABACHMOCTE MeM Iy HOJOMKEHAOM MeCTA B KAIE
H BHAUYCHHMEM HCCIeJyeMoro KadecTBa. Ileppuumme mpolm mo6WpAioOTCA HB TeX MecT
HHNH, I'7ie 3HAYeHHe KadecTBa PaBHO ero CpefHeMy B3HA4YeHHI0 U0 Bcell wrmme. Iam
YKaBaHHHX QYHKUUMA 5TH MecTa 0KA3aTKCH HESABMCEMEIME OT IAapaMerpoB $yHEKmumi,
a eOWHCTBEHHO OT KX BHJA.

Bo Bropoit yactn paGoOTH IPUBOAUTCA CIIOCO0 YCTAHOBIEGHUSA 3aBUCHMOCTHE MEKIY
YHCIOM KHNO B HAapTHH TOBApa M YMCIOM KHII M3 KOTOPHX HNOOMPAOTCA TePBUYHEIE
upobu. IlpmAumaloTess Bo BHUMAHEe TAHKe OMUCKM #ABMcpeHMit.

P. MIKULSKI, W. RUDZKIT, K. WISNIEWSKI (Warszawa)

INVESTIGATION OF THE MEAN PROPERTIES OF AMORPHOUS
GOODS PACKED IN RECTANGULAR PARALLELEPIPED BALES

SUMMARY

Numerous amorphous goods delivered in bales or cases which are rectangular
parallelepipeds in shape are investigated with regard to their mean properties. The
authors give the simplest funotional relations between the position of the place in
a bale and the value of the property under investigation. They adopt the principle
of taking original samples from those places in the bale in. which the value of the pro-
perty is equal to its mean value in the whole bale. For the functions given in the paper
these places have proved to be independent of the parameters of the given function,
and dependent only on its shape.

In the second part of the paper the authors give a method of establishing the
relation between the number of bales in the lot and the number of bales from which
original samples are taken, the error of measurement being taken into account.



