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Probléme généralisé de Hilbert
pour un systéme infini de fonctions

par Z. RoJEx (Warszawa)

Soit dans le plan de la variable complexe un ensemble de p courbes
fermées de Jordan L, L, .., Lp, n’ayant pas de points communs et
limitant les domaines disjoints S, Sg, ..., 8p. Soit en outre une courbe
fermée de Jordan I, entourant toutes les lignes Iy, L,, ..., Lp €t ne les
coupant pas. Désignons par S; le domaine infini situé 4 l’extérleur de
la ligne L, et par 8* le domaine limité par la courbe L, et les courbes
L, Ly, ..., Lp. -

Noue admettons que les lignes L;, Iy, ..., Ly ont une tangente con-
tinue en tout point. Les lignes L,, L, ..., Lp sont orientées positivement
par rapport 3 un domaine 8.

Nous posons le probléme de Hilbert suivant pour un systéme infini
de fonctions:

Trouver une suile de fonctions de la variable complewe Dy(z), Dy(2), ...
qui soient holomorphes dans les domaines 8%, 87, 8T, ..., 8p séparément
et dont les valeurs limites ®(1), Do(t), n=1,2,... satisfassent en tout
point t e L = Lyt-Ly+ ... 4Ly ausx relations

+ — + —
(1) BL() = Gult)O5) + 4 | oL ™2 L0, Pule), B (0), Do), -]
L
(n=1,2,..).

D. Przeworska-Rolewicz [5] a posé et résolu le probléme de Hllbert

suivant:
dj:(t) = Gn(t)Dr (¢) +Fult, @i"(t), D1 (1), (b;(t)r Dy (1)) o] (n=1,2,..).
Nous admettons les hypothéses suivantes:

I. Les fonctions Gn(t) sont déterminées pour teL et elles vérifient la
condition de Holder

(2) |Gn(t)— Ga(¥)] < galt—¥[" (O <p<1; n=1,2,..).
En outre nous supposons que
(3) Ga(t) #0, n=1,2,..

pour t eL.
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IX. Les fonctions Fa(t, v, %y, Us, ...), n=1,2, ... sont déterminées pour
t,reL, |us <R et elles vérifient la condition

(4) | Fa(t, T, uy, Uy, ) —Fa(t, 7, ui,ué, )]

kﬂ[lt VI 4 [r—' |+ Zaml'ut—ui'] O<pu<pm<l; n=1,2,.),

fml

0
ot les séries D) any 4 termes positifs sont convergentes pour chaque n et
f=1

leurs sommes forment une suite bornée

o0
(5) D am=an<A.
=1
En supposant que la solution @,(z), $y(2), ... du probléme posé (1)
existe et que les fonctions ®Z(t), n=1,2,.. vérifient les conditions
de Holder aux coefficients bornés et avec ’exposant u, nous pouvons
affirmer, que la solution vérifie les relations (voir [3], [1])

X,,(z) [z, 7, B7 (1), B1(zy), -]
(6) Dn(2)= ; X+(‘L')('t—— [f dr |dv+

11—' T

+Xn(Z)Pn(z), n = 1, 2, ver
o Xu(2) est la solution canonique du probléme de Hilbert homogéne
X (1) = )X, (1),

et P,(2) sont des fonctions entiéres arbitrairement choisies.

D’aprés les formules connues de Plemelj, nous pouvons affirmer
que les fonctions limites &7 (), P,(t), n=1,2,... vérifient la suite
d’équations intégrales singuliéres:

¢+(t) — i’h_ Fﬂ[t Ty QIT(—?Z ¢1 (1‘-)7 ]d‘b'+
el f Xn(r) —1) U Bl Tn@lrfr_l)fb._ HEhdan oot 0 ),
(7) n=1,2,..
o dn X(t) (Falt,r, D5 (7), OT(1), ...]
D (1) =—22. ) 1 !
W==3 X ¢ —t do

n y Fulz, 1, D1 (1), DT(7y), -..]
—_— n H n ,
+— X.(1) j e (T_t)[ j drl]dz+z;‘(t)13 (t)

27i T,—7

. n=1,2,..
en tout point % eL.
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Les fonctions XZ(t) vérifient les conditions de Hélder

(8) | X2 () — X ()] < aaft—1']"
et les inégalités )
(9) 0 <2y < | X3(1) < am,
Oll n, Tn, &n SO0t des constantes positives.
Posons

(10) i (1) = prn-a(t),  Dn(t) = pu(t),

1 1 Xa(t)

1 Yon—i{t) == You(t) =—=- =
(11) an—1(1) % 2n(?) ) X.,T(t)’
. (t X, (t

(12) V)= vy =— T2,
(13) Y8_a(t) = X5 () Pa(t),  Y3(1) = Xa(t) Pa(t),
n=1,2,.. '

Le systéme (7) peut étre écrit sous la forme

T—1

(14) ¢n(t) = ),ny%(t)flﬂn[t:1,¢1(7),q32(t), ...J drt
L

% 410 f 1 [ fFﬂ["; 71y @aT1) ) PelTa)y -] d’tl] dr+ X541
L

7 X (x) (e—1) 6—1

'n=1,2,...

Nous avons ramené notre probléme & la résolution d’un gystéme (14)
d'équations intégrales non linéaires, & singularité forte et & une infinité
de fonctions inconnues ¢(t), ps(t), ...

Pour résoudre le systéme (14) nous appliquerons le théoréme de
Tichonov [6] relatif au point invariant:

Dans un espace métrique linéaire, localement convexe et complet,
toute transformation continue d'un ensemble convexe, fermé et com-
pact en son sous-ensemble a au moins un point invariant.

Considérons 1’espace fonctionnel E® composé de toutes les suites
U = {pa(t)} de fonctions continues de la variable complexe déterminées
sur L. :
On définit, comme d’habitude, la somme de deux points U = {ga(?)}
et V = {y,(t)} de I’espace E™ par la formule

U+V = {@a(t)+va(?)}
et le produit du point U = {pa(t)} par un nombre y par la formule

yU = {ypa(l)} .
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La distance des deux point§ U = {@a(t)} et V= {ys(t)} de l’espace
B est donnée par la formule

I sup |eu(t)— pi(t)]
1 tel,
(15) e(U,7) =2§ "1+s‘uj153 |pa(8) — ()|

L’espace H™ est donc linéaire, métrique, localement convexe et
complet.

Considérons maintenant dans l’espace B l’ensemble T de tous les
points U = {ps(t)} vérifiant les inégalités

(16) lpn(t)] < B,
(17) - lpa(t)— @alt')| < %lt—1'1, n=1,2,..
oll » est une constante positive arbitrairement fixée. L’ensemble T est

convexe, fermé et compact.
Nous transformons 1’ensemble 7T par les formules suivantes:

(18)  a(t) = An¥n(t) f F"””"”fi’;‘“")’"‘]d'z+

410 f Falz, 71, @a(11) ) @a(71), ---]—d,rl] dv+ X2%(1) ’

X"'(r) (t— t)[ T—T
n=1,2, ..,

qui font correspondre & tout point U = {g,(t)} de ensemble 7' un point
V = {pa(t)} de 'espace E™. Désignons par 1" ’ensemble des points trans-
formés V = {y.(t)}.

Nous chercherons les conditions. pour que l’engemble 7" soit un
sous-ensemble de T.

D’apres les hypothéses (4) et (17)

(19)  1BWlt, 7, 3i(®), 9ale), - J—Falt', ¥, (), (), ]
Sl ANt =7

Appliquant le théoréme de Privaloft [4] & la fonction

(20) fF"[‘ ”q’;’_’;%‘) wlae w=1,2,..
nous avons

(21) \En(8)] < ifa+ Dhin(1+ A)

ol

fa=8up [Fut, 7, ¢(7), @uol7), ... 1|, D =sup [ |r—1|dl
[RTIA leL 7,
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et
(22) [ Tn(8)—In(t')]| < Olon(1+ As)[t— ¢ :

ou C est une constante positive qui ne dépend que des lignes L.
D’aprés (8), (9), (21), (22) et le théoréme de Privaloff, la fonction

_ (Il 1
7 Xa(r) v—1

23) , I3
vérifie les inégalités

(24) \Ia(t)| < Ddpkn(1+Ax)+ fady,
ol
P 7y, -+ Oy -+ Dy i — 7o (7@ +Diy)
ST BT
et
. (25) [In(t)—In(t')| < Cenkn(l+Ax)+ facn
ou
_ Cap+Day . _ Onzn
On = e y =g

En tenant compte des formules (8), (21) et (24) nous obtenons

(26) [9a(®)] < 3| An] {DFen a1+ A )+ Fa ki) + o »
ol
1 ;5 ? 1 ’ ;’b
hn=Zdutgh,  Ba=dht D%, pa=sup|Pa(h).

D’aprés (8), (9), (21), (22), (24), (25) nous avons

(27)  len(t)—wa(t)] < {|Anl(Pn@nkn(1 +Ax)+-70fa) + Tnpa+ Tapa} [t— '
oll

Ly, T

COwp+ Dz ; @
— Lt 0 Th = —m + o
i 2

T 2 !
et pp désigne le coefficient de Holder dans une égalité
| Pa(t)—Pa(t')] < paft—1'1".

Nous en concluons, d’aprés (16), (17), (26) et (27), que l’ensemble
T' fera partie de ’ensemble T si les constantes du probléme satisfont
aux inégalités

(28) }2n| {Dknbn(1+Ax)+ fohn}+ Tnpa < B,
(29) |ln| {Tndnkn(1+A")+'r;1fn}+m;n.,'P"n.‘i' LpPn S %
Nous montrerons maintenant que la transformation (18) est con-

tinue. Soit une suite arbitraire de points U™ = {pi™(t)} de I'ensemble T,
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convergente vers un point U = {ps(t)} de cet ensemble au sens de la
métrique (16), c’est-a-dire on a

Q(U(m),, U)—-0 48 m—oo.

Pour démontrer que la transformation (18) est continue, il est né-
cessaire et suffisant de démontrer que la suite de points V™ = {(i™(1)},
transformée par les relations (18), converge vers un point V= {y(t)}
qui correspond au point limite U = {pa(t)} par les relations (18).

Dans ce but étudions la différence

(30)  $™(8)—pult) = An T(8) [IT() — In($)]+ An T A LIS (1) — IA(2)]
ou

Fult, 7, &), 98(7), o] o) I™@) 1
(m) gy Ly by d I e (228 L a4
™) Lf 1 e, IE™) Lf . L

On peut démontrer, comme dans le travail [6], que pour chaque » et
pour ¢ >0
(31) Al | Zal)| | IO —In(t)| <22 80 m > Ny(e).

En se basant sur l'inégalité (31) on peut montrer, de maniére analo-
gue, que
(32) Ial IZRO| L™ —IX0N <e/2 81 m > Nal(e) .

Nous constatons donc que pour chaque n

(33) lim sup |p™(2)—wa(t)] = 0.
m~>»0 (el

En tenant compte de (33) on peut démontrer (voir [2]) que
(34) lim o(U™, U) =0,
m—

done la transformation (18) est continue.
Toutes les conditions du théoréme de Tichonov sont satisfaites,
donc il existe an moins une solution

(3B) | Pr(t), @2(t), ...

du systéme d’équations (14).

En substituant ces fonetions dans les formules (6), on obtient une
solution du probléme (1).

Nous avons donc le théoréme suivant: .

TukorEME. 8¢ les fonctions Ga(t) et Fi[t, v, uy, Uy, ...] vérifient les
hypothéses 1 et X1 et si les modules paramétres A, sont suffisamment petits,
il existe aw moins une suite infinite de fonctions holomorphes Dy (2), Py(2), ...
dont les valeurs limites satisfont aux relations proposées (1).
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