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Zusammenfassung. Eine der wichtigsten Methoden zur Behandlung von Lxtre-
malproblemen in der Theorie der konformen Abbildungen ist die Grunskysche Methode
der Randintegration. Diese wird in dieser Arbeit auf quasikonforme Abbildungen
(mit ortsabhiéngiger Dilatationsbeschrinkung) ausgedehnt. Der Anwendungsbereich
erstrockt sich dabei wie im konformen Falle z. B. auf solche Extremalprobleme, bei
denen die zugohérigen gquadratischen Differentiale vollstindige Quadrate sind. Hier
geniigt es, den Fall der verallgemeinerten Parallelschlitzabbildung genaucr zu betrach-
ten, wobei zunichst die Existenz dieser Abbildungen bewiesen wird.

§ 1. Einleitung und Resultate.

I. In vorliegender Mitteilung soll gezeigt werden, wie die zuerst
umfassend von H. Grunsky [7], [8] in der Theorie der konformen Abbil-
dungen zur Behandlung von Extremalproblemen angewandte Methode
der Randintegration in geeigneter Ausgestaltung auf guasikonforme Ab-
bildungen mit ortsabhiéngiger Dilatationsbeschrinkung ausgedehnt wer-
den kann. Wie im konformen Falle ist die Methode in der nnmittelbaren
Form z.B, immer dann anwendbar, wenn quadratische Differentiale auf-
treten, die vollstindige Quadrate sind. Es geniigt, ein reprisentatives
Beispiel zu betrachten. Und zwar soll hier die in [14] urspriinglich mit
der Grétzschschen Flichenstreifenmethode (in [28] auch mit einer Varia-
tionsmethode) in Verallgemeinernng cines klassischen Satzes von R. de
Possel [26] und H. Grotzsch [6] (vgl. auch [9]) bewiesene Extremalei-
genschaft gewisser quasikonformer Parallelschlitzabbildungen durch diese
Randintegration neu gewonnen und dabei verschirft werden. Die Ver-
schéirfung gegeniiber [14] besteht dabei n.a. darin, daB die dortige Voraus-
setzung fallen gelassen wird, daB3 die Abbildungen konform sind in. Um-
gebung der Pole der Ordnung > 2 des zugehorigen quadratischen Diffe-
rentials (im hier Dhetrachteten Beispiel also in Umgebung des unendlich

* Hieriiber Labe ich am 22.6.1873 vor der Mathematischen Gesellschaft in
L.6dZ vorgetragen. .
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fernen Punktes). Diese Verschidrfung als solche liBt sich iibrigens auch
mit der Gritzschschen Fldchenstreifenmethode bzw. allgemein der Me-
thode der Extremalmetrik gewinnen. Weiter werden die Grunskyschen
Flichensiitze [7] (vgl. auch [31], [32], [33], S. 289-290, [4], [1], [24],
S. 361 £, [2], S. 181 ff., [23], S. 172, [29], [30]) auf quasikonforme Abbil-
dungen verallgemeinert. Abschliefend wird eine nene Querverbindung
zwischen der Theorie der konformen und der der quasikonformen Abbil-
dungen angedeutet. '

II. Gegeben sei ein endlich vielfach zusammenhéngendes Gebiet ®
der z-Ebene, welches z = oo im Innern enthélt. In ® sei eine (reelle)
beschrénkte Funktion p,(z) > 1 definiert. Um nebensichliches Beiwerk
nicht zu sehir wuchern zu lassen, sei hier zunéchst folgende Glatiheitsvoraus-
setzung 4 gemacht (von der man sich in bekannter Weise weitgehend
I8sen kann). ® zerfalle in endlich viele von stiickweise analytischen Jor-
dankurven Derandete Teilbereiche, von denen einer z = oo im Innern
enthilt, inshbesondere seien die Randkomponenten von & selbst stiickweise
analybisech und nicht punktférmig. In jedem Teilbereich, d.h. bis auf
die Punkte der Ausnahmelinien, séi p,(2) mit holderstetigen partiellen
Ableitungen erster Ordnung versehen (in 2z = oo nach Stiirzung). Es
wird noch
— Po(2)—1

Po(?) +1

gesetzt. Dann gilt zunidchst folgender Satz iiber die Existenz gewisser
verallgemeinerter Parallelschlitzabbildungen.

SATz 1. BEs ¢ibt 2u jedem reellen 6 genau cine PFunktion ju(z) mit
folgenden Iigenschaften.

». Jo(2) ist schlicht in ® und sitetig in den endlichen Punkten von ©
und — bis auf die Punkte der Ausnahmelinien — zweimal stetig partiell
differenzierbar und mit positiver Fumktionaldeterminante versehen.

D. jo(2) ist in 2 = oo durch die 4Entwickl'zmg
(1) (2 + 6 v(0)2) (L + £(2))

normiert, wobei e(z) (wie im folgenden) irgendeine Funkiion bezeichnet,
fir die mit jedem a,0<< a<<1, fiir z—>o0 gilt &(z)-2°>0. Ferner ist ein
vorgegebener Punkt von ® Figpunkt bei j,(z).

c. e"5y(2) erfillt das System

v(2) (<1)

(2) w; = vw,.

d. Die Bilder der Randkomponenten sind Strecken des Neigungswin-
kels 6 gegen die positiv reelle Achse.

e. fo(z) = ¢’ [cos 0-j,(2) —1sin - oy (2)].
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ITI. Fiir diese Parallelschlitzabbildungen j,(2) ergibt sich nun eine
Extremaleigenschaft in Verallgemeinerung des genannten klassischen
Satzes von R. de Possel und H. Grétzsch, sowie in Verallgemeinerung
von [14). Wir konnen uns dabei wie in diesem klassischen konformen
Falle auf den Fall 6§ = 0 besehriinken. Wir betrachten dann die Klasse A
der (nicht notwendig schlichten) AbDildungen w = w(2) von ®, die fol-
gende Voraussetzungen erfiillen. 1. Die Abbildungen w(z) seien stetig
und in jedem der von den oben genannten Ausnahmelinien berandeten
Teilbereiche zweimal stetig partiell differenzierbar, und zwar einschlieflich
der Randpunkte (wobei fiir die verschiedenen Ufer natiirlich verschiedene
Ableitungen entstehen konnen). 2. Es gilt w; = 0 fiir » = 0, wobel |w;[2/»
stetig bleibt, wenn man dieses dort = 0 definiert. 3. In einer gewissen
Umgebung von 2 = oo sel eine (zweimal stetig partiell differenzierbare)
Funktion j*(z) erklidrt, die (2) und in & = o die Normierung (1) mit
6 = 0 erfiillt und fiir alle w(z) «¥ einheitlich ist, so daB w —j* nach Stiirzung
2 =1/3 als Funktion von 3 in 3 = 0 zweimal stetig differenzierbar ist.
(Man kann dabei z.B. j*(2) =j,(2) wihlen.) Die letzte Bedingung 3 ist
unabhiingig von der speziellen Wahl der Funktion j* z.B. sicher dann
befriedigt nach [25], Teil 1, §9, wenn w(2) selbst in einer Umgebung
von z = oo (1) und (2) erfiillt, da dann w —j* als Lésung von (2) in ¢ = oo
eine hebbare Singularitdt besitzt.

Ferner machen wir noch folgende Voraussetzung B. Es seien die
Ausnahmelinien und in Umgebung derselben die Funkfion py(2) so be-
schaffen, daB j,(2) und j.(2) die oben unter 1 genannte Glattheitsbe-
dingung erfiillen, Das ist sicher z.B. dann gewihrleistet, wenn — im
folgenden Voraussetzung B* genannt — p,(2) links und rechts der ana-
lytischen Ausnahmelinien in gewissen Uferstreifen jeweils gleich zwei
(moglicherweise verschiedenen) Konstanten ist (!), und die Randkom-
ponenten geschlossene und durchweg analytische Jordankurven sind,
in deren Umgebung p,(2) jeweils konstant ist.

() Es gilt nimlich nach der Schlufweise z. B, in [17], S. 3 oder [18]: Ist 2
eine analytische Kurve und f(z) eine in Umgebung von £ stetige I'unktion, wobei

auf der einen Seite von £ die Funkfion f(z)-l-qlm (lg;] < 1), auf der anderen Seito

f(#) + 2 (#) (Igs) < 1) analytisch ist, dann sind diese Funktionen noch auf £ ana-
lytisch. Beim Beweis kann man £ als die reells Achse annehmen. Dann ergibt gich
diese Behuuptuug daraus, daB die etwa oberhalb der reellen Achse analytische Funk-

tion f(z)+ ¢ f (2) mit der unterhalb der reellen Achse analytischen Funktion

2 et g0 + 2L () + 07 G))
1—‘41 91 2

lings der reellen Achse iibereinstimmt, also dort noch analytisch ist.
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Jeder Abbildung w(2) W wird nun das Funktional

8) K, = ﬂiclim% f(w—j*)(dz-]-ar(coﬁ;)

R+ [cleR
(positive Wegorientierung)

zugeordnet. Der Grenzwert in (3) existiert dabei nach Voraussetzung 3.
Man erkennt unschwer, dall K, /(2r) den Realteil des ersten Ioeffizienten
des reguldren Bestandteiles der Laurententwicklung von w(z) um ¢ = oo
darstellt (bis auf eine Konstante), falls speziell p,(2) =1 gilt in einer
Umgebung von 2z = oo,

Daneben betrachten wir noch das Funktional

1
(4) So = Lot [ [ (v 2 — = |w;|2)dmdy.
4
®

Dabei ist I, der (bei Nichtschlichtheit in bekannter Weise vorzei-
1 .
chenbehaftete, z.B. gemif 57 f wdw definierte) Inhalt des Komplementes

‘des Bildgebietes. Wie unten folgt, konvergiert in (4) das Gebietsintegral
fir w(2)eW, wenn man von ® zunichst durch 2] = R ein Teilgebiet ab-
grenzt und den Grenziibergang R-—>oo durchfiihrt. Das Gebietsintegral
in (4) kann man noch schreiben als

. 1 2 — p?
® [ (viode— wslt) dsdy = [ [ R (ot — sl amay,
v Y1 W)

p = |wl/lw,l,

so daBl es dann als Flicheninhalt mit dem Gewicht (»2— u?)/y(1— u?)
erkennbar ist.

Nun gilt unter den Voraussetzungen 4 und B die folgende Verall-
gemeinerung von Satz 1 in [14]. .

SArZ 2. K, +8, — und unier der zusdizlichen Voraussetzung von
[w;] < v-lw,| und Schlichtheit der Abbildungen auch I, — werden in der
Abbildungsklasse W genaw fiir w(z) = j,(2) +const maxrimal.

Diese Aussage im Spezialfalle p,(2) = 1 findet sich beziiglich K, —
wie schon bemerkt — bei R. de Possel [26] und H. Grotzsch [6], beziiglich
K, +&, bei H. Grunsky [8], beziiglich XK,,, wobei nur p,(z) = 1 in einer
Umgebung von z = co gefordert wird, in [14].

Das weitergehende Problem der Bestimmung des genauen Werte-

1 —

bereichs der komplexen Gréfe lim — f (w —j*)(dz+1'(oo)dz) hat i. allg.
el=R

keinen Sinn. Das zeigh schon der Fall py(z) =@ fi alle 2z (G ist dann
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die ganze z-Ebene). Hier ist j,(2) = 24 ¢% mit

Q-1
(6) ¢ ="
Q-+1
Fiir die schlichte Abbildung
(7) _ ,
e‘lm —1 O‘.‘ c—ﬁiu -1 0
2+ qz — e e i N L U ] =
+q2+q 1___g.,e.m 2 +q 1_.q_e—_iu 3 ur l ] @;
w(z) = %a__ g ~%a_q
z+qi‘+qW "2+ Q""H.—‘T_ﬁ;'z fir o] < ¢

ist w; = qw, fir 2| > o, w; = ¢¢* @, fiir |2] < g, also iiberall |w;jw,| < ¢,
und mit j*(2) =7,(2) ist bei R > ¢

1 - N A B A i s Bine —icosa

i m_fﬂ(w ) @+ ) = g1~ gsinar o
so daB der Wertebereich der GriBie lim% f (w— j*)(dz+q§) die ganze

Iz|l=R
linke Hilfte der komplexen Zahlenebene istl, wobei von der begrenzenden
imaginiren Achse nur ein einziger Punkt hinzuzunehmen ist, ndmlich
der Nullpunkt, der sich nach Satz 2 genau fiir w = j,+ const einstellt.
In diesem Beispiel (vermutlich immer bei p,(o0) # 1) ist also der Wer-
tebereich dieser GroBe leine abgeschlossene Kreisscheibe wie im klassi-
schen konformen TFalle [6], [27] und im in [14] betrachteten Falle, wo
Po(?) =1 ist in einer Umgebung von z = oo,

Wird speziell po(2) =1 fiir 2] > 1, po(e) = Q(> 1) fiir |2| < 1 gesetzt,
wobel also & die ganze 2z-Ebene ausmacht, dann gehort zur Klasse U
die Klasse X (@) der ins Innere des Einheitskreises @-quasikonform fort-
setzbaren schlichten konformen Abbildungen der bekannten Klasse X
(dic noch unsere Glattheitsvoranssetzungen erfiillen). Fiir diese folgt
somit, da dann j,(2) explizit bekannt ist (vgl. z.B. [14]), in Verallgemei-
nerung von Satz 3 in [14] der (an sich also auch ohne die Voraussetzung
der Schlichtheit und der @-Quusikonformitdt giiltige)

SATz 2'. Fiir die Abbildungen w(2)eZ(Q) mit der Eniwicklung w(z)
=z+tasf/z+ ... far |2| >1 gili mit (6)

1 1
(8) wea,+-— [ (qxw,w—z ) dady < g

lzl<1

wobei das @leichheitszeichen genau dann stehi, wenn

z+qlz  fir 2| >

. =21,
(9) w(z) = Jo(2) = lz+q'i fiir o <1.
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Hieraus flieBt noch die

FOLGERUNG. Fir w(z) =2+ ayjz+ ... €2(Q) gilt, falls der Inhalt 1
des Bildes von |z|< 1 die Ungleichung
1—g¢?
1+4¢°

<27

erfall,

wobei das Gleichheitszeichen genaw fiir (9) steht. (Man Deachte hierbei,
daB nach [16] — vgl. auch [21] — I > n(1 —g?) gilt, und daB die rechte
Seite von (10) bei festem I als Funktion von ¢ monoton steigend ist fiir
die in Betracht kommenden g¢-Werte.)

IV. Mit den Funktionen jy(2) und j.s(2) von Satz 1 bilden wir nun

(11) M(2) = $[a(2) —Jnp(®)]y N (2) = 3[Jo(2) +Jrp(2)]
Sarz 3. Diese Funktionen sind durch

(12) M; =9N,, N;=HM,
verknipft und durch

(13) M =v(c0)Z2+2-e(2), N ==z+z2¢()
in 2 = oo normiert. Auf dem Rande gilt

(14) aN = aM.

Unter den obigen Vorausselzungen A und B* gilt weiter folgendes. N
erfullt in G | N3] < »[N,|, wobei fiir die Randpunkie von & das @leichheits-
zeichen steht. Ferner ist N schlicht und bildet jede Randkomponente von
® auf cine geschlossene konvexe analytische Jordankurve ab.

Dagegen ist M i. allg. nicht einmal eine ,innere Abbildung” im
Sinne von Stoilow, wie man schon im Beispiel py(2) =1 fiir [2] > 1,
po(2) =@ (>1) fiir |2|< 1 sieht (s.0.). Hier ist M = gfz fiir |2|>1,
M =gz fir |2|<1, und die Abbildung der Vollebene erfolgt auf ein
wHaltflichenstiick” im Sinne von Koebe, d.h. auf ein Flidchenstiick, be-
stehend hier aus zwei Kreisscheiben, die lings des Randes faltenartig
verheftet sind.

V. Fiir diese Funktionen M und N ergibt sich nun eine Extremalei-
genschaft, in Verallgemeinerung eines auf H. Grunsky (vgl. die oben
unter I angegebene Literatur) zuriickgehenden klassischen Resultates.
Wir betrachten dazu die Klasse B der (nicht notwendig schlichten) Abbil-
dungen w = w(2) von @, die folgende Voraussetzungen erfilllen. 1. w(z)
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besitze die bei der Klasse U unter ,,1” geforderte Rigenschaft. 2. Es sei
w; =0 dort, wo » = 0, wobei |w;|*/r stetig Dleibt, wenn man dieses
dort = 0 definiert. 3. In einer gewissen Umgebung von 2 = oo, etwa
|¢] > IL (K fest), sei eine zweimal stetig partiell differenzierbare, das System

(15) F; =1G,, G =1F,

(hier fiir F' eingesetzt mit einer gewissen anderen Funlktion @) erfiillende
und in & = oo wie N durch

(16) 2(L+ e(2))

normierte, fiir alle we®B einheitliche Funktion N* erklirt (man kann
z.B. N* = N wihlen), so daBl w—XN" nach Stiirzung # = 1/3 als Funktion
von 3 in 3 = 0 zweimal stetig partiell differenzierbar ist. Diese letzte
Bedingung ist unabhingig von der speziellen Wahl der Funktion N*
und z.B. sicher dann befriedigt, wenn w(z) selbst in einer Umgebung
von z = oo (15) (dort fiir F eingesetzt mit einer geeigneten zweiten Funk-
tion @) und (16) erfiillt. Das ergibt sich, wenn man auf w —N" den in
§ 6 dargestellten Hilfssatz anwendet. Im folgenden wird nebst Voraus-
setzung A noch Voraussetzung B gefordert, was offenbar NeB nach
sich zieht.
Jeder Abbildung w(z)eB wird nun das Funktional

a0 Wo=Tut [ [|[simde = e~ s1vire = 5 2] aoay +
¥y v

Zl>K

+ f f (v|w,|==_i |-w;|2)dmdy+»(oo)9te lim = f (w—N")dz
6—{z]>K} v Roos ¥ {z]=R

zugeordnet. (Zur Deutung des Doppelintegrals als Flicheninhalt mit
Gewicht vgl. (5).) Bs gilt dann unter den Voraussetzungen A und B der

Sarz 4. §b wird in der Abbildungsklasse B genau fir w(z) = N(2) +
+ const mawimal. (Das in (17) in der Definition fiir §,, auftretende Dop-
pelintegral Konvergiert dabei fiir w(2)eB, wenn man von ® zunichst
durch |2| = R cin Teilgebiet abgrenzt und den Grenzwert fir RE—-oco
betrachtet. Das brauchte nicht der Fall zu sein, wenn man in (17) rechts
im ersten Gebietsintegral den konvergenzerzeugenden Anteil von N*
wegliBt — vgl. z.B. den Fall p,(2) =0Q (>1) fir alle 2z Hier ist
Jo(#) =247, jopu(?) =2—¢2 mit (6), also N(z) =2 so daB hier

‘ 1
f f (r|N,|2—-—|N;|a) dzdy nicht konvergiert).
® v

Fir py(2) =1 entsteht aus Satz 4 der genannte klassische Satz von
H. Grunsky. Als Spezialfall ergibt sich aus Satz 4 fiir die Klasse X(@Q)
(s.0.) der folgende Satz (der an sich wie bei Satz 2’ obhne die Voraussetzung
der Schlichtheit giiltig ist).
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Sarz 4. Fir w(2)eX(Q) gilt

(1) [] (qlw,;l2~—i st} dody < g,
lal<1 q '
wobet das Qleichheitszeichen, genaw fir w(z) =2z (= N(z)) stelt.

VI. Weiters wird unter den gleichen Voraussetzungen, wie zu Satz 1
unter II genannt, unten der folgende Satz iiber die Existenz gewisser
verallgemeinerter Spiralsehlitzabbildungen (im Spezialfall Kreishogen- und
Radialsehlitzabbildungen) bewiesen.

SATz B. Ds gibt zu jedem 2,¢® und jedem reellen 6 genau eine Funktion
jo(2, 24, o0) mit folgenden Eigenschaften.

a. Jo(2, 7y, o0) ist schlicht in ® und stetig in den endlichen Punkien
von ® und — bis auf die Punkie der Ausnahmelinien — zweimal stetig
partiell differenzierbar und mit positiver Funktionaldelerminante versehen.

b. Bs gilt jo(2oy 20y o0) = 0, und in z = oo liegt die Normierung

(19) logjy = Ep ! [(1 + 6"y ( 00))logz + ¥ ( o0) (62:‘0_'_,‘,( m)ﬁo_g;] + &(2)

»*(00)
vor (so daf insbesondere oo — oo gilt).

c. e~logj, erfillt das System (2).

d. Die Bilder der Randkomponenten bei der Abbildung durch logj,
sind Sirecken des Neigungswinkels 0 gegen die positiv reelle Achse.

e. logj, = €”[cos0-logjo—4-8in 6 108]y2] .

Fiir diese Abbildungen j, kann man leicht noch eine Extremalei-
genschaft herleiten. Das soll hier jedoch nicht durchgefiihrt werden —
dazu ist lediglich im Beweis von Satz 2 jy(2) durch e *logjs(2, 2o, ),
w durch ¢ *logw zu ersetzen. Auch lassen sich weiter die in [16] ange-
gebenen Koeffizientenbedingungen vom Grunskyschen Typ und die
Verzerrungssitze von Golusinschen Typ in dieser Weise durch eine Rand-
integration herleiten und in dieser Richtung verallgemeinern.

§ 2. Beweis von Satz 1(*). Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
kann man annehmen, daB z = 0 und 2 = 1 innere Punkte von G sind.
Dann ergeben sich nach einer Ahnlichkeitstransformation ans [14] (vgl

() Ein anderer Beweis dieses Satzes ergibt sich — entsprechend einer Bemer-
kung in [3] auf 8. 513 — wie im konformen Ifalle durch Losung eines Dirichletschen
Problems, wobei man allerdings erst die Existenz von ,Grundlésungen” mit dipol-
artiger Singularitit bereitstellen muB (etwa durch Differentiation nach dem Auf-
punkt bei einer Grundlésung mit logarithmischer Singularitit wie bei der Green-
schen Funktion)., Satz 1 148t sich auch ilber eine Integralgleichung gewinneo. Der
hier gegebene Beweis hat den Vorteil, ganz im Gebiete der quasikonformen Abbil-
dungen zu verlaufen. Er 1iBt sich ilbrigens auch mit schwiicheren Voraussetzungen
durchfiihren.



Methode der Randintegration 277

auch den andersartigen und ganz im Gebiete der guasikonformen Abbil-
dungen verlaufenden Boweis in [28]) zwei Abbildungen §§® und &,
fiir die j§® und i-j09 auf jeder Randkomponente konstanten Imaginirteil
besitzen und das System (2) erfiillen, wenn dort » durch 0 ersetzt wird
fiir j2| > R (= hinreichend gro und zunichst fest), wobei, ji(0) = j%(0)
=0, jP(1) =% i-j53(1) = €” gilt, und in = = co fir P und &
eine Entwicklung der Form A2+P(1/2) mit einer gewissen positiven
Konstanten 2 vorliegt (8, y, 2 von der Abbildung, insbesondere von R
abhiingig). Hier ist sicher e = ¢™, da sonst das Argumentprinzip —
angewandt auf j§(z) —ij& () (mit mindestens 2 Nullstellen und einem
Pol erster Ordnung) — einen Widerspruch ergibe, da diese Differenz
Losung von (2) ist und alse das sog. Darstellungstheoren anwendbar
ist in einem etwa durch einen grofen Xreis abgegrenzten Teilstiick von .
Demnach gibt es sicher mit reellen Koeffizienten gebildete Linearkombi-
nationen §§¥* und i-j%* von j{® und i-j, die wieder (2) erfiillen, auf
den Randlkomp onenten konstanten Imagindrteil besitzen und damit schlicht
sind, j&#*(0) = g’,‘)* (0) =0, 1) =1, i-j%* (1) =1 erfiillen, und
wobei j{* und ;4 g in z = ooin der Form Aiz+P(1/z) mit komplexem
A 5 0 normiert sind. Nach bekannten Verzerrungssitzen (vgl. z.B. [3],
Lemma 13) sind dann j@* und j{3* fir R—oo auf jeder beschriéinkten
Teilmenge von ® gleichmifBig besehrinkt, so daB nach bekannten XKon-
vergenzsitzen (vgl. z.B. [22]) fiir Folgen B = R,—oco gleichmifige Kon-
vergenz auf jeder beschrinkten Teilmenge von ® gegen Grenzfunktionen
jo und jp. stattfindet (die Randkonvergenz ergibt sich daraus, daB man
alle Abbildungen nach einer konformen Hilfsabbildung der Randlinien
in Kreise iiber dieselben hinweg in einen Randstreifen durch Spiegelung
quasikonform fortsetzen kann). Diese sind wegen jg(0) = jp(0) =0,
je@1) =1, i- j,,,o (1) = 7 sicher nicht konstant, also schlieht. Ferner besit-
zen j; und i J,,,, auf jeder Randkomponente konstanten Imagindrteil
und erfiillen (2) in ganz ® nach bekannten Konvergenzsidtzen fiiy pseudo-
analytische TFunktionen. In 2z = co miissen diese IFunktionen wegen
oo — oo einfache Pole im Sinne von [25] haben (bei hoherer Ordnung
ergibe sich wegen Satz 5 in Teil 1, § 9 von [25] zur Schlichtheit ein Wi-
derspruch) und deshalb dort nach Teil 1, § 10 von [26] Entwicklungen
der Form
Js = Ag(6?2+v(e0)ePF)(1+ &(2)),
'i-j:/z = Aﬂlg(ei”z—l-v( o) e"‘""z' (1+a(z)

mit positivem A4, 4.,. Hierbei ist sicher ¢ + ¢ Sonst besiBe namhch
eine nut reellen Koeffizienten %0 gebildete Linearkombination von jp
und i-j%, in 2 = oo eine Bntwicklung der Form 4 - (¢¥z+»(oo0)e™*2) ¢(2)
mit reellem 4, nach Teil 1, § 9 in [25] also als eine Losung von (2) eine
hebbare Unstetigkeit in 2z = oo, was nach dem Argumentprinzip nicht

5 — Annales Polonici Mathematiei 31,3
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angeht, da diese Funktion wieder anf den Randkomponenten konstanten
Imaginirteil besitzt und in 2 = 0 eine Nullstelle, also = 0 sein miiBte,
was wegen des Verhaltens in 2 =1 nicht mdglich ist.

Also gibt es cine reelle Linearkombination ¢~*-j, von j; und 4 X
fiir die j, in 2 = oo die Entwicklung (1) besitzt. Damit ist die behauptete
Existenz von j, (2) gezeigt. Die unter a behauptete Differenzierbarkeit-
seigenschaft von j, liegt nach [25] fiir Losungen von (2) vor. Die Positi-
vitit der Funktionaldeterminante ergibt sich z. B. daraus, daB in jeder
kleinen Kreisscheibe e~*j, mit einer (2) erfiillenden verallgemeinerten
Riemannschen Abbildungsfunktion, die ja nach bekannten Resultaten
von Gergen und Dressel diese Eigenschaft Desitzt, iibereinstimmen mug.
Die Teilbehauptung e ergibt sich dann schlieBlich durch Betrachtung
der Differenz von rechter und linker Seite, die in # = oo nach Teil 1,
§9 in [25] eine hebbare Unstetigkeit Dbesitzt, also nach dem Argument-
prinzip = 0 sein muf. Diese Schlullweise liefert auch in bekannter Weise
die Unitit von jp(2) zu festem: 0.

§ 3. Beweis von Satz 2. Durch Anwendung des GauBschen Satzes
auf das Teilstiick ®p =® — {|z] > R} von G erhilt man zunichst fiir j,
und eine beliebige Vergleichsabbildung w(z)e%, wenn bei [[ iiber Gp,
bei f iiber den vollen Rand von G integriert wird (iiberall so, dafB das Gebiet
Gz zur Linken liegt) und £ die Gesamtheit der Randkomponenten von ®
bezeichnet (auch hier G zur Linken liegend):

. . : 1 - .
(20)  [fUjor—w.f* — iz —wil Y dody = — ¢ (Jo—w)d(jo—w)
. 21

1 - R 1 _ 1 _
- -é;fuo—w)dm%f,wdwr %fwdyo

- . 1 r_ 1 r— . 1 r—..
(Jo—w) s+ 2—ifwdw 4——.} (Jo—w)djo— % Jodjo

=~ 9
—me{ o w)dau}+—— B — == § Todo.
Tferner ist
? 1f(' Vi, = R f de+i-d
eo ¢ Uo—w)djo = Rer ) (Jiz 82 + J oz A7)

= 3te [ [ {{n—wiods — [UGo— w)ial.) dody

= e | [ (w,jiz —wiio) Aoy
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o L
= Re f f (fw,,vjo: —w;—— jo;) dedy
1
=1 f( _= -)zd_l (,.‘_.-_2___ _-_2)‘ 4.
| ] {phor lwl dudy—3 | f i —Jol” —— [z — ozl deedy

Wegen dj, = djo anf £ ist noch

L O L
) Feg fR o)+ e 5= | Go=widiy

L. . 1 f—— ..
= ‘ReT} (Jo —10)dj, +NRe 7&_—}'(30-—10)11]0.

Ersetzt man hier rechts die sich aus (20) und (21) ergebenden Werte
fitr diese Integrale, entsteht auns der rechten Seite von (22) wegen I,

1 1 < 4. .
= -2 f Bdw, — = f jodjo = 0 (= Inhalt des Komplementes eines

Schhtzgebletes f 7odjo = — f joﬁ
loj=12 2|=R

@3) I,— fwdw+— fyo(ljo-l-ff(vlwl il |w,|2) dedy +

lc =R
. 1 s
+[ f e R e e e L

Die linke Seite von (22) 148t sich noch nach einer partiellen Integra-
tion umschreiben als '

1 ; ] 1 —_— 1 _
(24) ‘Re7 f(ao—w)daoﬂ-‘ﬁe—zg f(yo-w)d(ao-—w%z—i fwdw+

le{=R |zl=R le|=R
1 —
— N PR
+ % f 70%)0
|g|=I2

Im ersten Summanden kann man hier noch umformen gem#B

J Go—w)djo = — [ jad(jo—)
|zl =R le|=R
= — [ [z +2( )2 [(Go —w),dz + (jo— w)sde] +
g)=P2
+ [ [2+7(0)Z =] [(Go~ w)ed2 + (jy — w); dz]
lesj=R
[ (Go—w)(de+v(c0)dz) + [ [z+(c0)Z—jol [io—
|z|=R lel=R

\ — w),dz + (j,— w); d2].
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Damit entsteht durch Zusammenfassung von (23) und (24) endgiiltig

1 . - 1
(25) ERe—i— f(w—jo)(dz+r(oo)dz)+1w+ff(vlwglz—le;lz)dmdy

lef=R
., (1 .
- f f [(1 — v} Wz — ool + (—v— —1) lw; —]a;l'] dady +
1 - ’ o
tReo; f (00— o) * [(10 — fo)o @2 + (0 — o)z de] —
lzf=R

1 -~ + . . —

— ‘Re—z.- f [+ ()2 —Jo1[(w — o). d2 + (W — 4o )z d=].
lz|=R

Hier streben auf der rechten Seite die Deiden Kurvenintegrale nach 0
fiir R—>o0 wegen (1) und weil die Ableitungen von w—j, in 2 = oo von
zweiter Ordnung abklingen miissen. Aus gleichem Grunde konvergiert
das rechts stehende Gebietsintegral fiir R— co. Daher konvergiert in (25)
auch das Gebietsintegral der linken Seite fiir R— oo, wie bei der Defini-
tion (4) behauptet. Aus (25) ergibt sich die Behauptung von Satz 2, da
die rechte Seite einem reellen nicht positiven Grenzwert zustrebt.

Die Folgerung zu Satz 2’ ergibt sich noch aus der bei w(2)eX(Q)
wegen (8) fiir alle ¢* mit ¢ < ¢" <1 giiltigen Ungleichung

_ 1 ¢
wea+—— [ [ A gy e el dody

[21<1 ~q)
1 A B \
K Nea, —— ff g |w, " —-—= lwz" | dedy < ¢
2m [2}<1 g
da aus w(e)eZ(Q) folgt w(2)eX(Q*) mit Q* > Q. Das zieht zunichst
1 ¢”—¢
o < *_——.
(26) Reay < ¢ o T O—0)

nach sich und dann (10), wenn man ¢** = ¢*I/[2n(L —¢*)—I] (es ist unter
den angegebenen Einschrinkungen ersichtlich ¢ < ¢* <1) wihlt — das
liefert in (26) -die kleinste rechte Seite.

Zusatzbemerkung. Der Gleichung (25) kann man auch gewisse
Extremalaussagen im Falle, es wird nicht durchgingig » < 1 voraus-
gesetzt, entnehmen. Man kann dies ersichtlich dann nach (25) tun, wenn
man dort, wo v > 1 ist, w = j, + const voraussetzt. Zwecks Zerstérung
eventueller Illusionen vgl. man jedoch [18] (dort die Bemerkungen).

§ 4. Erginzung: Verallgemeinerung eines Satzes von Komatu und
Ozawa [12]. Unter sinngemifB analogen Glattheitsvoraussetzungen iiber
anftretende Réinder und Funktionen ergibt sich folgende Verallgemei-
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nerung von Satz 2. Das Gebiet  zerfalle in die beschriinkte und evtl.
nicht vorhandene Teilmenge B, und die Teilmenge B, (nebst Rindern).
Die Randkomponentenmenge £ zerfalle in die Randkomponentenmengen
2, und &, (von denen eine evtl, leer ist). In® sei wieder eine heschriinkte
Funktion p,(2) =1 erklért. Seien w,(2) und w,(2) Abbildungen aus A
mit folgenden Eigenschaften.

Bs gelte w; =, in B,, w,; = —rw,, in B,, und die Randkom-
ponenten von £, mdigen bei w, in Strecken parallel zur reellen Achse,
die Randkomponenten von £, bei w, in Strecken parallel zur imaginiren
Achse iibergehen.

Sarz 2%, Bs ist K, +T, < Koy —F,» insbesondere bei der zusitzlichen
Voraussetzung von |w;| < vjwy,| in B,y (W] < vwa.| in B, und der Schlicht-
heit beider Abbildungen auch K, < I, , mit Gleichheit jeweils genaw
bei w, = w,-const.

Denn die Formel (25) gilt unverdndert, wenn dort w durch w,, j,
durch w, ersetzt wird und auf der linken Seite

1
L,+ [ [ (v oyt — — _|w1;|2) dwdy

hinzugefiigt wird. Bei der Herleitung ist dann lediglich bei (21) in
B, die Differentialgleichung fiir w,, in B, die Differentialgleichung
fiir w, zu verwenden, in der (22) entsprechenden Gleichung dw; = dw,
auf &,, dw, = —dw, auf L,.

Fiir » = 0in® ergibt sich ein Satz von Y. Komatu und M. Ozawa [12]
(vgl. hierzu . auch [11]), der auch wie in [5, IT] durch die Grotzschsche
Technik verhefteter Streifen bewiesen werden kann.

~ § 5. Beweis von Satz 3. Zunichst ergeben sich (12), (13) und (14)
unmittelbar aus Satz 1. Da nach Voraussetzung B* die Funktionen j, in
Umgebung der Randkomponenten nach ciner dem jeweils dort vorliegen-
den konstanten Wert von ,(2) entsprechenden Affinitéit in der Bildebene
analytisch sind, ist auf den Réidndern selbst — wie im klassischen kon-
formen Falle — bei diesen Funktionen die Funktionaldeterminante # 0
auller in den TUrbildern der Schlitzenden (dort sind diese Funktionen
jedoch noch beliebig oft differenzierbar). Auf dem Rande gilt nun wegen (2)

djo = jUz dz +v 'jﬂzdz’ djﬂlz = jf:l2z dz — ”jrr/hdz’

(1 - T’E)joz dz = d]o - ”E; '(1 - wz)jm'ma dz = djﬂllz + 1’djﬂ:/?. .

Also ist 0 = jo,[jny2. dort imagindr (bzw. 0 oder oo). In ® ist nirgends
o imaginéir, da sonst in dem betreffenden Punkte die Gleichung js, =
6 (€08 0 jo; —1-8in B j.,) = 0 nach 6 aufldsbar wire, was nicht sein kann.
Dort wire dann ndmlich bei j, die Funktionaldeterminante |[jg,|%— |jgl®
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= (1 —%%"[jg, I* = 0, im Widerspruch zu Satz 1. Demmnach ist in jedem
von den Ausnahmelinien berandeten Teilgebiet von ® entweder durchweg
Re o > 0 oder durchweg Re o < 0. Aus Stetigkeitsgriinden (stetige Uber-
fiihrung in den Fall p4(2) = 1) mull in & demnach stets Re o > 0 sein.

TFiir j, und jy. sind die Urbilder der Schlitzenden, die durch das
Verschwinden von 8/dz charakterisiert sind, verschieden, da sonst wegen
Satz 1, e bei allen j, ein gewisser Randpunkt P* stets in ein Schlitzende
iibergehen wiirde, was nicht angeht, da durch geeignetes # nach Satz 1, ¢
auch jeder Nachbarrandpunkt von P* als Schlitzendenurbild auftreten
kann, weil ¢ imagindr ist auf dem Rande (Widerspruch zu allgemeinen
Verzerrungssitzen).

D2 nie ¢ = —1 sein kann, ist in ® stets N, # 0. Ferner gilt wegen
lo—1]/le+11<1 in G

| V| = ’Hjas +jn125| = 5""].7'0:: _jr:/25| < '%‘VleZ +jr|:12:] = v|N,|.

Fiir die Randpunkte steht dabei das Gleichheitszeichen. Daher
sind dort auch N3, M, und Af; # 0. Der Rest der Behauptung (Schlicht-
heit von N, Bildrandkomponenten = geschlossene analytische konvexe
Jordankurven) ergibt sich wie im konformen Falle (vgl. z.B. [30], S. 136-
137), wenn man beriicksichtigt, dafl auf N als quasikonforme ADbbildung
vermége des sog. Darstellungstheorems das Argumentprinzip anwendbar
ist. :

§ 6. Ein Hilfssatz.

HivrssaTz. Es sei F, @ Lisung von (15) in einer Umgebung von z,
mit Ausnahme von z, selbst, wobei py(2) in einer Umgebung des (endlichen)
Punkies 2z, mit Einschluf von z, selbst holderstetige partielle Ableftungen
erster Ordnung besitet. Ist dann T (2 —z2,)" mit einem B, 0< <1, be-
schrinkt fiir 2—2y, dann sind I und G in 2z, noch zweimal stetig partiell
differenzierbar.

Beweis. Bei f = F+@, g =F—@G sind f und 49 Losung von (2)
(so daB f, g, F, @ zunichst zweimal Stﬁtlg partiell differenzierbar sind

im Umgebung von 2, mit eventueller Ausnahme von #, selbst), und man
erhilt nach [257, Teil I, § 9, f = 51 w, —v €51 w,, i = 52w, — ™ @y,
wobei w,(2), w,(2) in Umgebung von 2, mit evtl. Ausnahme von 2, ana-
lytiseh, 8;(2) und 8,(2) in 2, stetig sind. Dies liefert wegen f+g = 2F

(27) eslwl—ve 1o, = (1652 0,) +v(i6520,) + 27, - L I

Hier erkennt man nun zunéchst, daf f und ¢¢g in 2, notwendig beide
stetig sind, oder beide einen Pol gleicher Ordnung oder beide eine wesent-
liche Singularitdt im Sinne von [25] besitzen, da sonst ein Widerspruch
fiir -2, entsteht. Weiter erkennt man, daB der Fall eines Poles oder
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einer wesentlichen Singulavitiit nicht mdglich ist, da in (27) mit Mo,
bzw. ie52w, Affinititen mit zueinander orthogonalen Hauptverzerrungs-
richtungen vorgenommen werden. Dies liefert nach [25] die Behauptung.

§ 7. Beweis von Satz 4. Ahunlich wie in § 3 mit gleichen Bezeichnun-
gen ergibt sich zunichst nach (14)

(28) J‘Jn (1N, — 2w, |* — | N; — w;|*) de dy

1 1

== J (N —w)d(N —w)—RNe {—, f (N-—'m)dll[} +Iy—1,.
= [z|:=R t 2

Hier ist nun weiter wegen (12)

1 .
(29) e sf (N —w)a

— 2% f f ([ — w) ML — [(F — w) 1.} dedy —G.Re% J (N —w)dM

lel=1R

— ff (Wlwzla-%lu’ﬂz)dmd?/_ff (1-]N=|2_%[_Ns|z)dmdy__

" 1 1
— ’f(le:——sz——lNg—ngz)dmdy-—me7 f (N —w)ddl,
« v
12| =F

(30) {IN+ [f (VINzlz—%lN;lz)dmd!l}—{_Iw+ [ (vlw,v—,l—,leP)dmdy}

= ff [(1'— v) | N, —w,|*+ (i —1) | N — 'w;lz] dody —
P

1 1
—— J (N—w) d(N —w)+Re— f Ma(N —w).
21 %
l2]=R lz]=R

Da hier die rechte Seite fiir R— oo konvervgiert, tut dies auch die
linke Seite.

Wendet man die gleiche Uberlegung wie bei (29) mit w = N* im
Gebiet B > |2| > I an, so ergibt sich.

1
g [f [l ) - (e i) [aa
E<|z|<R v v

_ fj [v]N,—N:F—-:L—]N;—Nt:Fdedy—
’,

E<|zs|<R

: 17
_mel_ f (N —=N*aM —Re — J(N —N*"a.
t l2}=K v Jz|=R
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Hier ist das letzte Integral noch gleich

Res ) MA(N —N™Y),

" atr
s0 daB in (31) die rechte und die linke Seite fiir R— co konvergiert wegen
der Voraussetzungen in z = oo, Also konvergiert auch in (17) das Doppel-
integral, da in (30) die linke Seite wie die rechte Seite konvergieren
muB. Der Rest der Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dafB der
Grenzwert der rechten Seite von (30)

1 1 -,
> lim Se [ MAN—w) =s(o)Relim = [ (w-N)d5 ist.
R—eo (4 R ¥
1z]l=R z|=R

Zusatzbemerkung. Die Formel (30) nebst Herleitung bleibt richtig,
wenn N durch I ersetzt wird. Nur wird man dann die GréBen I,; und
I, mit dem anderen Vorzeichen definieren wegen (14). So ensteht also
auch eine Extremaleigenschaft von M in Verallgemeinerung eines klassi-
schen Sachverhaltes fiir » = 0.

§ 8. Beweis von Satz 5. Indem man #hnlich wie in §2 zunédchst
die Funlktion » durch 0 ersetzt fiir |2] > R, erhilt man nach einer Ahnlich-
keitstransformation aus schon in [15], § 5, [16], Satz 1, benutzten, in
der Existenz auf Sitze von S. V. Parter zuriickgehenden (in [28] iiber
das zugehdrige Exfremalproblem direkt als existent nachgewiesenen)
TFunktionen gewisse Abbildungen s{¥(z) von ®, die stetig und schlicht
sind und folgende Eigenschaften haben. Es gilt 2,—0, z*—1 mit einem
von z, verschiedenen in G fest markierten Punkte z*, und sf besitzt
die Tigenschaften ¢ (mit dem abgeéinderten ») und d von Satz 5. Wie
in §2 folgt die Existenz einer schlichten Grenzfunktion sj fiir R— oo,
die die Eigenschaft ¢ mit dem urspriinglichen » und Eigenschaft d besitzt
und 2,—0, oo — oo erfiillt. Demnach ist in Umgebung von 2z = oo die
nach [25], Teil 1, § 3, gebildete ,p,-Ableitung” von ie *logs; = u + iv
=7, .

d ——
ZZZf = (Do, +9,) + 8 (9, — Do1,)]/VP0(2)

eindeutig und erfiillt

i(dpof) _ 1 alnpo.(dpof).

az\ dz 2 0z dz

Nach dem Darstellungstheorem [25], Teil 1, §9, [34], S. 21, [35], III,
§ 4, gilt also

dy. f

. s(z) -
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wobei ¢5? im bekannten Sinne in # = os holderstetig ist, w{2) in Umge-
bung von 2 = oo analytisch. Wegen

d, f
: ~—10 ¥ s Pg -l ]
(32) te”"logsy, = f _J T (yy2 + const
11 dy, f o,
= Re J (—-,—_: il )rI: 41 Jm f (l’po J°f)d-: 4- const
Vp, M2 ki

(vgl. [25], Teil 1, § 3, Satz 3) erkennt man, dal o(z) in 2 = oo nur eine

einfache Nullstelle haben kaunn, da jedwede gegenteilige Annahme einen

Widerspruch dazu liefert, daB durch s, der Punkt oo in oo transformiert

wird, wobei die Abbildung in Umgebung von oo quasikonform ist.
Damit folgt

(l 2 v
p°f = Ot e(z) mit ¢ # 0,
dz 2
) . 3 C +¢e(2) : — (4 £(2)
ie~"log s; =5Ref — dz-]—iﬁmf Vpo( o) dz
Vpo(o0)-2 o o

T

= Re (*—;”——— -logz) +13Im(Vp, (o) - Ologz) 4 £(z) + const
1/'Po(

o)
= C*logz — v(o0)C*logz + e(2) + const
1 po(0)+1 '

mit ¢* =
2 ]/2’0(.°°)

C #0,

logst = —i-6"C*logz+ 6% »(08) ( —ic?C*log#) + £ (#) + const.

Durch Betrachtung eines einmaligen Umlaufes auf einem grofien
Kreis erkennt man hier, daf .

2ni = —ie"C*oni + %7 v(o0) (—16*°C*)2mi

sein mufl, womit endgiiltig folgt

logs, = T:;vlz—(c;) (1 +€v(c0))log 2+ (o) (6 +»(o0))logz| + const.
Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor ergibt sich aus
sy also eine Funktion jy(2, 2y, co) mit allen in Satz 5 angegebenen Bigen-
schaften. Abschliefend ergibt sich noch die eindeutige Bestimmheit von
jo(2, 2y, o0) durch die {ibliche Differenzbildung nach dem Argumentprinzip
wie im konformen Falle.
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§ 9. Eine heuristische Schluflbemerkung. Die GraBe f f (v,l-w,l2 —
- llw;lﬂ) dvdy, die hier mehrfach eine Rolle gespielt hat, geht fiir »—1
¥

entsprechend p,(2)— oo in einen gewdhnlichen Flicheninhalt iiber. Dadurch
entsteht — entsprechend einer Bemerkung in [14], S. 5, aus Satz 2 und
Satz 4, wenn dort G die ganze z-Ebene ist und Schlichtheit sowie |wg]
< v|w,] von den Abbildungen vorausgesetzt wird, die zugehorige Aussage
fiir die Klasse der konformen Abbildungen eines endlich vielfach zusam-
menhiingenden Gebietes G durch folgenden Grenziibergang. Man setze
1o(2) =1 in G und py(2) = @ im Komplement (wobei man die Rand-
komponenten als geschlossene analytische Jordankurven annehmen kann)
und fiihre anschlieBend den Grenziibergang @—co durch. Zunéichst ist
dann (bei festem endlichen @) fiir eine zuldssige Abbildung wegen

J/ (v lwzle—ilwglﬂ) dody < [ [ (gl — oz]?) dardy

das Funktional < dem grolten Wert des zugehdrigen Funktionals bei
den konformen Abblldungen Und diesem grofitem Wert kommt man
andererseits Dbeliebig nahe, da sich jede konforme Abbildung Dbeliebig
durch solche quasikonforme Abbildungen der Vollebene (mit hinreichend
groflem @) approximieren 14B3t.

Jedoch auch eine umgekehrte Betrachtung bietet sich an, bel der
die zugehorigen Sitze der Theorie der quasikonformen Abbildungen aus
.den cntsprechenden fiir konforme Abbildungen hervorgehen. Dies sei
hier ohne Beweis skizziert, da die genauere Durchfithrung umfangreiche
Zuristungen erfordert.

Ist irgendeine (glatte) quasikonforme Abbildung gegeben, so ist
diese im , Kleinen” eine Affinitdt, bei der ein geeignetes ,infinitesimales”
Quadrat in ein ,infinifesimales” Rechteck iibergeht. Man kann nun eine
(eckpunkttrene) affine Abbildung eines Quadrates auf ein Rechteck
beliebig approximieren durch eine (eckpunkttreue) konforme Abbildung
dieses Quadrates, aus dem (etwa kreisformige) Locher in gleichméBiger
Verteilung als Randkomponenten ausgestanzt sind, deren Anzahl nur
hinreichend grof gew#hlt werden muB und die in Strecken (Schlitze)
parallel zur Richtung des Rechteckes iibergehen. Dementsprechend 148t
sich eine vorgegebene quasikonforme Abbildung dadurch gewinnen, daB
man im betreffenden Gebiet Lécher ausstanzt, deren Anzahl dann iiber
alle Grenzen wichst, wobei die GroBe der relativ ausgestanzten Fliche
mit der in diesem Punkt vorliegenden Dilatation zusammenhingt. Durch
geeignete konforme Schlitzabhildungen des gelocherten Gebietes 148t sich
dann die vorliegende quasikonforme Abbildung beliebig approximieren.

Diese Betrachtungsweise hat mehrere Gesichtspunlkte.
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1. Hierdurch lassen sich Abbildungssiitze fiir quasikonforme AbDbil-
dungen aus solchen fiir konforme Abbildungen herleiten, z.B. aus dem
klassischen Koebeschen Geradenschlitztheoren [10] (Bildrandkomponen-
ten = Strecken, wobei die Neigung fiir jede Strecke vorgegeben wird).
Da dieses wohl am- einfachsten mit der Koebeschen Kontinuititsmethode
hewiesen werden kann, bedeutet dies letztlich auch den Beweis von
Existenzsiitzen hei quasikonformen Abbildungen mit Hilfe der Kontinui-
tiitsmethode, die hierdurch einen neuen Anwendungsbereich erhiilt. Dies
bedeutet damit auch den Beweis der Existenz von Lésungen partieller
Differentialgleichungen durch die Kontinuititsmethode.

2. Durch diese Betrachtungsweise erhdlt man die Lisung von Ex-
tremalproblemen der Theorie der quasikonformen Abbildungen (auch mit:
ortsabhingiger Dilatationsbeschrankung) aus der Losung eines entspre-
chenden fitr konforme ADDildungen (wahrscheinlich zunédchst bis auf die
Diskussion des Gleichheitszeichens). Inshesondere beleuchtet dies nen das
bekannte Phidnomen, daf bei einem Extremalproblem vom Grétzsch—
Teichmiillerschen Typ fiir quasikonforme Abbildungen das gleiche
quadratische Differential wie im konformen Falle auftritt. Ubrigens 148t
sich auch so die in [13] offen gebliebene Frage der Existenz eines Extre-
malkontinuums (vgl. dort § 6) erledigen.

3. In physikalischer Denkweise bedeutet obiger Grenziibergang ein-
fach die Approximation eines beliebigen Dielektrikums (auch mit orts-
abhéngiger Dielektrizitatskonstante) durch eine ,,Wolke” von elektrisch
leitenden, jedoch untereinander isolierten Kiigelehen, entsprechend einer
wohl auf den Physiker R. Clausius zuriickgehenden klassischen Vorstel-
lung.

Insgesamt 148t das skizzierte Prinzip erkennen, daf} sich die Theorie
der quasikonformen Abbildungen im Sinne obiger Betrachtungsweise aus
der Theorie der konformen Abbildungen als Grenzfall ergibt, also — etwas
zugespitzt formuliert — gar nieht so wesentlich mehr darstellt.
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