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Uber ein geometrisches lineares Objekt des Typus [3,2,1]

von Z. KARENSKA (Krakéw)

In vorliegender Note wird ein rein-differentielles geometrisches
Obiekt des Typus [3,2,1] mit der linearen nichthomogenen Transfor-
mationsformel eingefiihrt. Dieses Obiekt nenne ich Derivat.

Zuerst gebe ich einige Bezeichnungen an. Mit

(1) z=|zall, 4,k=1,2,

bezeichnen wir nichtsingulire Matrizen zweiter Ordnung tiber dem Korper
der reellen Zahlen R (z ¢ GL(2, R)). 4 = Detx bezeichnet die Deter-
minante von z. Bezeichnen wir weiter mit F(z) und ¢(z) die folgenden
Matrixfunktionen von (1):

T 22y, 2y, s l
(2) F(z) = 7 [ Pu¥a T Tag+ T12Ty1 T1aTna|
5 25, %9 T3
(3) g9(x) = [F(r)— Elq+g*() -

E ist die Einheitsmatrix der Ordnung 3, ¢ ist eine beliebige konstante
Matrix mit einer Spalte und drei Zeilen, d.h.

E=\&\l, ap=1,2,3, qg=1|6d,

und g*(z) ist eine Matrixfunktion von (1), die durch die nachstehende
Formel

, p(®n) @(2)
Ty Ty
g*(z) = 1 1 [ P (1) (@) + P (@) @(®1) ]
4|2 Ty Ty Ty T
_ P(zy) @(25)
l Ty T

gegeben wird, wo ¢(&) eine beliebige Abbildung des Korpers R in sich
die den Funktionalgleichungen

p(é+n) = (&) +e(n)
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und
@ (&n) =09 (§)+ ép(n)
fir alle £ und  von R geniigt ([8], S.120).

Die Funktion ¢ wird Derivation des reellen Zahlkérpers B mit den
Werten aus R genannt.

In der Arbeit [4] (vgl. auch [8]) wurden grundlegende Eigenschaften
der Derivation ¢ angegeben, unter welchen die folgenden zu nennen sind.

"EIGENSCHAFT 1. Jede mepbare Derivation des reellen Zahlkorpers mit
den Werten aus R ist identisch gleich Null fiir jedes & ¢ R.

EIGENSCHAFT 2. Beliebige Derivation des reellen Zahlkorpers R mit
den Werten aus R verschwindet auf der algebraischen Erginzung des ratio-
nalen Zahlkorpers in dem reellen Zahlkorper R.

Die Funktion identisch gleich Null im R stellt ein Beispiel der Deri-
vation dar. Wir werden sie die triviale Derivalion nennen.

Auf Grund der im [8], S. 124 (Corollary 1 und Corollary 1’), ent-
haltenden Sitze wurden die Beispiele der nichttrivialen Derivationen in

der Arbeit [4) konstruiert. Jede solche Derivation 1st offensichtlich
(Eigenschaft 1) nicht meBbar.

Die Menge der Derivationen ist unabzahlbar. Die unmefbare Deri-
vationen bilden die Beispiele der additiven unmefbaren und mikro-
periodischen Funktionen.

Das Funktionenpaar (3) und (4) stelt — wie man leicht nachpriifen
kann — eine Losung des Funktionalgleichungssystems

F(ay) = F@)F(y), ™
g(zy) = F(2)g(y) + ()

fir z und y aus GL(2, R) dar. (Die allgemeine Losung dieses Funktional-
gleichungssystems wurde in den Arbeiten [2], [3], [4] und [5] bestimmdt.)
Daraus folgt, daB ‘

o' = F(4)w+[F(4)— Elg+g*(4) ,

o8
£

WO

—[]A;_]]— P) H l=172’1'=1'72'1

eine Transformationsregel fiir ein lineares, nicht homogenes geometrisches
Objekt des Typus [3,2,1] ([1), 8. 156-16, [6], S. 15, 16, 19, 20, 30) ist.

Mit Hilfe der Definition der Aquivalenz von geometrischen Objekte
({71, 8. 79) kann man zeigen, daB das Objekt w dem Objekt 4 mit der
Transformationsregel

(4) d'=F(4)d+g*(4),
wo d= |, « =1, 2, 3, bedeutet, dquivalent ist.
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Die vorigen Betrachtungen koénnen im folgenden Satz zusammen-
gefalBt werden:

SATz. Die Transformationsformel (4) bestimmt ein reindifferenticlles,
lineares, geometrisches Objekt d erster Klasse mit drei Komponenten <m
2wetdimensionalen Raume.

DEFINITION. Das Objekt (4) werden wir Derival nennen, wenn die
Funktion g*(z) identisch nicht verschwindet.

Wenn wir uns nur auf meflibare Funktionen beschrinken, so gibt es
keine Derivate, wie das aus den vorigen Betrachtungen folgt.
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