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Résumé. Dans la présente note nous avons donné une condition sufficante pour

T’éxistence, pour chaque solution x(¢) du systéme d'équations différentielles & para
métre retardé

(1) z' () = f(t, z(0)) +7(¢t, z(0)),
d’une solution y(f) du systéme

(2) y' () = f((t, x(8))

telle que

(3 lz()—y (@Il -0 pour ¢ ->o0.

La condition obtenue est démontrée a I’aide de la méthode topologique de T. Wazewski..
La méthode en question consiste 4 construire un tube w{lz— z(t)]| < o(t)} tel que
chaque solution de I’équation (2) appartenant au tube pour —k < t < ¢, et telle que
y(t,) appartient & la frontiére de w, sorte de w pour ¢> #,. Nous envisageons une
famille F de solutions y (¢, z,) telle que pour chaque z, appartenant & la boule K{|jz— x|
< ¢(0)}, tel qu’il existe un point de sortie P (x,), P (x,) est continue (par rapport a z,).
Dans le cas envisagé I’hypothése que pour chaque point z,¢ K il existe un P (z,) impli-
que que la sphére [[x— xy|| = ¢(0) est un rétracte de la boule K. Mais cela n’a pas.
lieu et par suite il existe an moins un point x, tel que ¥ (¢, r,) parcourt dans w pour
tout ¢ > — k. Dans le cas ou g(t)—>0 il existe au moins une solution y () satisfaisant
4 (3). Le théoréme 2 donne une condition suffisante pour l'existence de la fonetion
¢(t) dont ’existence est supposée dans le théoréme 1. Le théoréme 3 donne la condition
suffisante a laquelle doit satisfaire le systéme (2) pour ’existence d’une perturbation
7{t, z(0)) telle que soit satisfaite la condition du théoréme 2. Nous obtenons ensuite
certaines évaluations de la perturbation r(t, x(6)).

Dans la note [1] Kenneth L. Cooke a démontré une condition suf-
fisante pour l'existence, pour chaque solution #(f) de 1’équation linéaire.

(0.1) w'(t) = L(w,),

d’une solution z(f) de 1’équation perturbée

(0.2) z'(t) = L(z)+ F(t, )
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telle que
e (t) —u(t)] -0  pour ¢t— oo,
oz =x2(t+0), —h<0<0, L(x,) linéaire, F(t, D) continue
I#(t, D) < |9y (0),

les @(6) satisfaisant & la condition de Lipschitz (avec la constante k).

Dans la présente note nous démontrons une autre condition qui peut
étre appliquée dans le cas des équations non linéaires. La méthode em-
ployée ici est la méthode topologique de T. Wazewski [3]. La méme
méthode a été utilisée par 8. Fojasiewicz [2] dans le cas des équations

y'(t) = Ay(t) et (1) = Az(t)+flz(t)=(D).

§ 1. Envisageons deux systémes d’équations différentielles & para-
metre retardé

(1.1) @' (t) = f(t, 2,(0)) +r(t, z,(0))
et
(1.2) y' (1) = flt, y.(0))

OU T =Byyeeey@py [ =Fryeeesfns T =71y 000y Ty (&, D) et 7(t, D) sont des
fonctions définies pour ¢t > 0, @ e C, C étant, ensemble des fonctions conti-
nues dans [—h, 0], & valeurs dans R", @(0)¢ R et avec la norme

n
1@, = sup 12(O), ol =)/ X =i

—h<0<0 i=1

Admettons les hypothéses suivantes:

HyroTHESES H;. 1° f(t, @) et r(t, D) sont continues pour t > 0, De C.

20 La solution y(t; (p(')) de Véquation (1.2) satisfaisant & la condition
initiale y(t; (p(')) = @(t) pour —h <t<<0, dépend d’une fagon continue
de la condition initiale ¢(-).

3° Pour chaque solution z(t) de Uéquation (1.1) il existe ume fonction
o(t) > 0 telle que

(1.3) ' (1) <0,
(1.4) o(t) >0  pour t — oo.
Pour chaque t > 0 et chaque y satisfaisant a la condition
llz(t) —ylt = o(t)

et chaque fonction o,(0) continue, telle que

llo (Ol < 0, (0) = @(140) powr —h< 60,
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on a
1) —
(1.5) %ﬁ’l (£(t, 2(0) —7(t, m(6) + 0,(0))) +
(@(t)—y) ,
- T r(t, () —eo (1) >0. .

THEORBME 1. Les hypothéses H, étant vérifides, pour chaque solution
z(t) de Déquation (1.1) il existe au moins une solution z(t) de U'équation
(1.2) telle que

(1.6) e (t) —y (Ol < e(t)  pour t=>0
et par suite
(1.7) lz(t) —y(t)|| =0 pour t - oo.

Démonstration. Envisageons la boule

(K) lpll < ¢(0)
dans Pespace R™. Posons par définition
(1.8) oo(0,p) =p pour —h< OO, [Ip|l < e(0).

A chaque p,e K appartient ainsi une fonction o,(6) = 0,(6, p), et par
suite une solution ¥ (f, p) de ’équation (1.2) telle que y (¢, p) = z(t) + oo(t)
pour —h<t<<O.

La solution y(t, p) dépend de p d’une fagon continue. Nous allons
démontrer qu’il existe un point pe K tel que la solution y(f, ) appartient
pour t>=> —h a ’ensemble w suivant

(@) t= —h, lly—a@)<e().

Pour la démonstration nous utiliserons la méthode topologique de
T. Wazewski. De I’hypothése (1.5) il vient que pour chaque point @ ¢ fron-
tiére de w, @ = (to, #(t,) +o*) dans le cas ou il existe p*e K tel que

(t, ¥, p*))ew pour —h <<,
(o, ¥ (Lo, P*)) = Qefr. w,
on a
(t, ¥(t, p*)) D’appartient pas & o pour te(ty, t,+¢e) (s>0).
Pour le voir il suffit de poser
2(t) = llz(t) —y(t, p*)| —e(?).

3 — Annales Polonici Mathematici t. 29, 2.
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On obtient
_ o) =y, p*)
e (t) —y(t, V)|

z(t)—y(t, p*)
l (2) -y (t, p*)ll

Au point 1, tel que z(t)) =0, log (O) = llys, (6, P*)— =, (O)] < e, (6)
et par suite

()

“f(t, m(0) —f(t, %2, p*) +

+ “r(t, ,(0)) — o' (f) pour t tel que 2(¢) # 0.

Z'(t)) >0, 2(t) =0

d’ou il vient

2(t) >0 pour {, << ty+e,

2(1) <0 pour t,—e< <ty
Désignons par C(P) le premier point ou YVintégrale y(t, p) rencontre la
frontiére de w, c’est-a-dire

C(p) = (tp, Y(tn, D))

ou

t, = min{t > 0] (t, ¥ (¢, p))< fr. o).
Il est évident que pour chaque pefr. K on a O(p) = p. L’hypothese
qu’il n’existe pas de point pe K tel que (i, y(f, p))c  pour tout #>0
implique ’existence de C(p) pour chaque pe K. Introduisons la trans-

formation T(Q) pour Qefr. w, 1> 0, Q@ = (r, 2(v)+ oy) de la fagon sui-
vante:

Q) = 522)) 6o Dpour 7>=>0.
On a
IT(Q)]] = ¢(0)

pour chaque Qe fr. w et par suite T(Q)efr. K pour Qe fr. . La trans-
formation 7(Q) est continume pour chaque Qe fr. w. La transformation
composée T{C(p)) est done définie et continue pour chaque pe K et

T(C(P) =T(p)=p pour pefr. K,

et par suite T(C (p)) effectue la rétraction de K sur la frontiére de K,
ce qui est impossible. Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

Remarque 1. Dans la démonstration du théoréme 1 on ne peut
pas utiliser le théoreme de T. Wazewski, car le théoréme en question est
démontrée dans le cas des équations différentielles sans retardement. Dans
le cas des équations & paramétre retardé les points de la frontidre de w
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ne puvent &tre envisagés comme points de sortie ou d’entrée par rapport
a Pensemble w (dans le sens introduit par T. Wazewski), car par chaque
point de la frontiére de w il passe plusieurs intégrales de 1’équation (1.2).
Il peut arriver que par le point ¢ passent des intégrales qui sortent de w
et des intégrales qui entrent dans o par le point ¢. Mais dans le cas envi-
sagé nous nous occupons exclusivement d’intégrales qui sortent de o,
c’est-a-dire le cas envisagé est analogue & celui ol tous les points de la
frontiére de o son des points de sortie stricte (cf. la note de T. Wazewski).

Remarque 2. De la démonstration du théoréeme 1 on peut facile-
ment voir qu’en général il existe plusieurs intégrales y(f) qui parcourent
dans o pour ¢ > 0, car au lieu de la fonction y,(f, p) = p on peut prendre
une fonction o(f, p) quelconque, continue et telle que

o, Pi<e(t) pour —kE<ILO,
a(0,p) =p pour |p|| < e(0)

Pour chaque telle fonction il existe au moins un point p,e K tel que la
solution y(t, ¢(6, p,)) parcourt dans » pour ¢>0 (ou y(t, o(6, p,)) est
la solution de (1.2) telle que y (¢, o (0, P,)) = z(8) +a(t, p,) pour te [ —h, 0]).

§ 2. Dans le cas ol la fonction f(t, #,(0)) satisfait &4 la condition de
Lipschitz on peut facilement établir une condition suffisante pour 1’exi-
stence de la fonction ¢(t) satisfaisant a la condition (1.3), (1.4) et (1.5).
On obtient par exemple la condition suivante:

HyroTHESE H,. Il existe une constante M > 0 telle que
(2.1) [£{t, 2(0) —f(t, P(O))| < MNP (6)— P (O

(cf. la définition de |||, et |jz|| au § 1)

(2.2) AM < &7,
Posons

1 1
2.3 = _1lp——
(2.3) a, 7 n Uh

et supposons que pbm‘ chaque solution x(t) de Véquation (1.1) il exisie une
fonction continue R_(t) telle que

(2.4) (¢, 2,(0))]| < R,(t) pour t>0

et

(2.5) f e R _(1)dr < oo.
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THEOREME 2. Les hypothéses H, étant vérifiées, pour chaque solution
x(t) de Véguation (1.1) il existe une fonction o(t) de classe C* telle que

o(t) >0, o' (1)<0, o()=>0 pourt— oo
et o(t) satisfait a (1.5).

Démonstration. Considérons une solution z(¢) de I’équation (1.1)

(quelconque) et la fonction R, (f). De ’hypothése (2.5) il vient qu’il existe
une constante k, >0 telle que

¢

(2.6) [ e Ry(s)ds <%, pour ¢>0.
0
Posons par définition

¢
2.7)  o(t) =(k0—fe"osR_,,(s)ds) e = k(t)e=%' pour {0,
0

on a domnc
(2.8) o' () = —aok(t)e* — B, (1).

Pour |z—y| = e(?), lloe(0)]| < o,(6) nous avons

V(@9 t5.0) == o Flts @O =t 2(6) + (0 == Er (e, 20) ~ €' 0

0
> e - )”“ bl = I ?’” (e, 2Ol — ¢ (&
— Mmax @t(e)_l[r(ty wt(e))“_@ (t),
—-h<6<0

o(t) étant décroissante nous avons pour |x—y| = e(?), [0 (0)] < 0,(0)
Viz,y,t,0)=> —Mo(t—h)— |Ir(t, 2,(O))|| — o' (2)
= —Mo(t—h)—R,(t)—¢'(?)
= —Mo(t—h)— B, (t) + aok(t) e '+ R, (t)
= — MEK(t—h)e 0+t L g J () e~
> e (— Me°0 + ag) k(1) + Me™" (k(t) — k(t— h))

L

in 1.1
= e"’o‘(—Me M +I1nm—) k(t) + Me®o(k(t) — k(t — b))

= ¢~ % ( _1 + iln —;—h) (t) + Me*" (k(t) — k(t—h)).
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De ’hypothése (2.2) nous tirons

d’ou
(2.10) V(z,y,t, 0) > e 0(sk(t) + Meo(k(t) — k(t — h))).
De la définition de k() (2.7) on a

t
(2.11) E(t)—k(t—h) = — fe“o*Rz(s)ds.
t—h

L’hypothese (2.5) et la définition (2.4) de R,(f) entrainent qu’il existe
un nombre N >0 tel que

t
(2.12) 0< [eoR,(s)ds<N pour t>0,
t—h

et par suite, en vertu de (2.10) et (2.11), on a
Vi@, 9,1, 0) > 6= (sk(t) — Mo N).

Posons par définition

f "R, (s)ds = y < o0,
0
On a
V(xz,y,t, ) > e % (s(ky—y)— Me*"N)
pour |z —yl| = e(?), llo; (0)I| < ee(6).
Dans la définition de ¢(¢) (ef. (2.7)) on peut poser

M
(2.13) ko= y+ — et N,

Pour la fonction ¢(?) définie par (2.7) avec (2.13) on a
Viz,y,t,0) >0 pour [z—yl =e(t), llo(O)< al(6).
Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.
§ 3. Dans le cas ou I’équation (1.2) est plus simple que P’équation
(1.1) il est commode d’avoir pour 7(¢, ;) une condition suffisante pour
(2.5) ne dépendant pas de l'allure des solutions de 1’équation (1.1). Par

exemple, dans le cas ou il existe une constante a telle que pour chaque
solution y(f) de I’équation (1.2) il existe une constante C > 0 telle que

(3.1) ly ()l < Ce*  pour t> 0,
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on peut facilement donner une condition de ce genre:
Admettons les hypothéses suivantes:

HyroTHBSES H,. 1° Il existe une constante a telle que pour chaque
solution y(t) de Déquation (1.2) il existe une constante C telle qu'on a (3.1);

20 f(t, m,(0)) satisfait & la condition (2.1) avec une constante M telle
qu'on a (2.2);

30 la perturbation r(t, x,(0)) satisfait & Vinégalité suivante
(3.2) r(t, SO < F@ISO)  pour ¢ 0
ou 7(t) est une fonction continue pour > 0;
40 dans le cas o a—M >0 on suppose que
(3.3) [ etot i (s)ds < oo
1]
et dans le cas ot a—M <0

(3.4) [ eleotM2f(s)ds < oo.
0

THEOREME 3. Les hypothéses Hy étant vérifiées, pour chaque solution
x(t) de Véquation (1.1) il existe unme fonction continue R, (t) salisfaisant
a (2.4) et (2.5).

Démonstration. Pour démontrer la théoréme 3 évaluons la solution
z(t) de ’équation (1.1). On a

(3.5) z(t) = y(@)+(y (1) —=(?)
ol y(t) est la solution de (1.2) telle que z(6) = y(6) pour —h << 6<0:

lly’ (1) — 2" (O < M llye(8) — 2e(O)lln - [ir (¢, 2 (0))|

< M llyy(0) — a0, (0)]| -+ F ()| 9 (6) — i (O) | 47 () Nl (6) I
< (M 47 (1)) llye(6) — e (0)lln+ F(2) C [[e*+

| < (M +F() 19:(6) — ()] + F (1) Oe*

ou

(3.6) ) C pour a >0,

" |Ce=*  pour a< 0,
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d’ou on obtient: dans le cas ou a—M >0
llz () —y ()l

¢ T
. Mi+[r(@)ds b (a—M)r- [ 7(s)ds ;
<Ce ° (fg 0 ('f”(‘t)—(a—M))dr{- f(a_M)e(a_M)ng)
’ 0

: t.
~ Mi+ [ F(8)ds (a—M)t— [ 7(8)ds
=C ° (L—e 0 4l ME_1q)

¢ t ¢
- Mi+ fr(s)ds —~ fT(9)ds . alt [T (e)ds
=C¢ ° M1 —e® )<Ce ° pour t>0,

et par suite

3
. JrieMs
(3.8) lz@)l < e*(C+0%e" ).

Dans le cas ou a—M << 0 on obtient

t., -
- Mi+ [r@e)ds t (a— Mye— | F(g)ds
0

le@®—ymi<Ce °  [(M—at+F(D)e dr
0

i
Mi+ [r(8)ds
° .

= Ce

! i,
(a— M)t~ [7(8)ds Mty [r(s)ds
0 0

(L—e ) < Ce

et par suite

L. .
~ Mt [r(8)ds ~ fr(8)ds

(3.9) lz@)ll < Ce*+Ce  °© < eM(C+Ce® ).

En vertu de (3.2), (3.8) et (3.9) on conclut que pour chaque solution ()
il existe une constante C >0 et C* > 0 (dans le cas a—M >0) ou € >0

et >0 (dans le cas a—M < 0) telle que

f?(s)ds)
'F(t)e“‘(O—{-O’*e" } pour a—M >0,
“"'(tr ‘”t(e))” < R (%)

. [Fns

F(t)e™(C + Ce® ) pour a—M < 0.

De P’hypothése (3.3) ou (3.4) on a [ #(s)ds < gy < oo et par suite
1]

{ [;
[e Ry(r)dr <y [#(s)eds
0 0
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ol
C + Ce% pour a—M >0,
’e {C+(5’e"° pour a—M < 0,
_ a+ a, pour a—M >0,
tT [ao+M pour a—M <0,

et par suite, en vertu de (3.3) et (3.4), on a
f e R (1)dr < o0
0

pour chaque solution z(f) de ’équation (1.1). Le théoréme 3~ se trouve
ainsi démontré.

§ 4. Dansle cas o f(t, ¢(0)) = f (t, ©(0)) on peut obtenir du théoréme
1 des conditions moins restrictives que (2.5) et (2.3). Par exemple on
peut remplacer 1a condition H, par I'Hypothése H, suivante

HyproTHESE H,. Il existe une fonction continue A(t) telle que

(4.1) (@—y) [f(t, 2) —f(t, I < AW (@—9)  pour 13 0.

Posons par définition

- At our t tel que A(2) >0
(4.2) i) = ® que A(t) ’
0 pour t tel que A(t) <O

el supposons que

o fi’(s)ds
(4.3) [é&  RBndr< e
0

ouw R (1) est définie par (2.4).

THEOREME 4. Les hypothéses H, étant vérifides, pour chaque solution
z(t) de Uéquation
(4.4) & (1) = f{t, (1) +7(t, 2,(6))

il existe ume fonction positive o(t) > 0 satisfaisant & (1.5), (1.3) et (1.4) et
par suite, en vertu du théoréme 1, il existe au moins une solution y(t) de
Uéquation (4.5)

(4.5) y() = f{t, y()
telle que
lz@) —y@®)|—-0 pour t->oo,
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Démonstration. Considérons ’expression

z—Y

V(x’y"?’('), Qyt) ='m—_gg‘(f(tvm)_f(t7y))+ r(ty @).

En vertu de (4.1) on a

(x—y)°

V(w,y,(p('), Q)t)> — A(?) .

lz —yll |
- 7 (ts 9 ()]
e
d’ol, pour |lz—y| = g, il vient

V(w,y,qo(-), Q’t)> —/1(t)e—||7‘(t,fp('))||> -[(t)e—]l?‘(t,?’)ﬂ

pour |z —yil = e. _
Posons # = z(t), ou x(t) est solution de I’équation (4.4) et p(6) = x,(6)
= 2(t+6) pour —h << 0<0. On a, en vertu de (2.4),

(4.6)  V{@(),y, %), 0,9 > —i(t)o—|r(t, 2(0)] > — i(t)— B(2)

pour t > 0 et y tel que |x(t)—y| = o.
De I’hypothése (4.3) il vient qu’il existe une constante C > 0 telle que

b fz“(s)ds
(4.7) [&  Ry(r)dr =C< .
0
Posons
- fi(s)ds t ff ()ds
(4.8) IO o R,(t)dr+C}.

0

On a, en vertu de (4.2), (4.7) et (4.8),

0(t) >0, o(t)—>0 pourt—s>oco et o(t) = —A(t)e(t)—R,(1)

d’ol, en vertu de (4.6), on a

V(2(t), ¥, @(-), o), 8) — @' (1) > —A(t) o(t) — Bo(t) + A1) (1) + By(t) = 0
pour ¢, y telles que |lz(¢)—yll = ¢(?)

c’est-a-dire que pour g(¢) définie par (4.8) son satisfaites (1.5), (1.3), (1.4).
Le théoréme 4 se trouve ainsi démontré.

§ 5. Dans le cas ol
(5.1) f(t,0) =0

on peut déduire de (4.1) une condition suffisante pour (4.3) ne dépendant
pas de x(1).
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HyroTHESES H,. Supposons que f(t, x) satisfait a (4.1) et (5.1). Dé-

signons par a(s) la fonction suivante

A(8)+7(s) pour s tel que A(s)+F(s) >0,
(5.2) a(s) = .

0 pour s tel que A(s)+7(s) <0,

ol 7(t) est une fonction continue telle que
(5.3) lr(t, @(B))]] < F(@) ()l
Supposons que

© [ [T(s)+a(s))ds
(5.4) G F(r)dr < oo.

0

THEOREME 5. Les hypotheses H étant vérifiées, il existe une fonction
R_(t) (pour chaque solution de (4.4)) telle qu’on a (4.3).

Démonstration. De I’hypothese (5.1) et (4.1) on obtient pour
chaque solution x(t) de (4.4) ‘

wz' < Al +|lr (¢, z(O))]| = (D]
et par suite, en vertu de (5.3),

xz' < Azl +7(2) lleg (0)lla o (),
c’est-a-dire que pour v(f) = 3x%(¢) on a

(5.5) v (8) < 2A(8) v (8) - 27 (1) [0 (£) [ max »(t+ O)].

—h<0<0

Supposons que ||z,(0)|, # 0. Désignons par u,(t) la fonction suivante:

t
2 f (a(8)+s)ds

{5.6) u, = }llzo(0)ll5e °

Il est évident qu’on a
(5.7) 0<v(t) <u(0) pour —h<1<0,
(5.8) u,(t) = 2[a(t) +¢e]u,(t) pour t>0.
Nous démonstrons que
(5.9) 0<o() < u,(t) pour t>=0.
Supposons qu’il existe un #,> 0 tel que )
(5.10) 0<v(t) <wu,(l) pour 0<t<t,
et
{5.11) v(t) = u, (%),
(5.13) V' (t) < 24(to) w, (tg) + 27 (to) [, (to)] *[max o (t,+ 0)]%

—h<0<0
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Il existe un dye [—h, 0] tel que

—h<6<0
On a done, en vertu de (5.10) et (5.13),

V' (L) << 2A(tg) U (L) + 2F (L) [, (t0) TH [, (29 + D) 1
d’ou comme wu,(t) est croissante (cf. (5.2)) et >0, on a

V' (ta) << 2(A(To) +F(t5)) %y (to)
< 2(a (to) + e)u, (o),
d’ou, en vertu de (5.8), il vient
V' (1) < %' (t)

et par suite (en vertu de (5.11)):
v(f) < u(l) pour ty<t<t+y

c’est-a-dire 1’inégalité (5.9) est valable pour tour ¢ (t > 0).
¢ étant quelconque positif, on obtient en passant & la limite 1’inégalité

2j'¢a(s)ds
v(t) < 4@ (D)ne’ pour i >0,

d’ou, en vertu de (5.3), on obtient

14
a(s)ds

. f
lr(ts z (0| < F(®) llwo(O)llne® = Ra(?).

L’inégalité (4.3) a donc lieu (en vertu de (5.4)). Le théoréeme 5 se
trouve ainsi démontré.

§ 6. Remarque. Dans le eas o i(f) <0 pour ¢> 0, la condition
(4.3) prend la forme

(6.1) f R (s)ds < oo

et par suite, dans le cas ol 7(¢, z,(6)) satisfait & (5.3), il suffit de supposer
que 7(f) est telle que chaque solution z(?) est bornée que

oo

(6.2) f F(s)ds < oo.

0
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