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SPROWADZANIE ROWNAN DO POSTACI KANONIGZNYG’H
ROWNANIA CZWARTEGO RZEDU NOMOGRAFICZNEGO
Z CZTEREMA ZMIENNYMI

Niniejsza praca jest kontynuacja prac poprzednich [2], [3], w kt6-
rych zostalo sformulowane pojecie funkeji anamorfozujacej i podane
zostaly kryteria istnienia funkeji anamorfozujacej, sprowadzajacej réw-
nanie F(»,y,2) =0 do I i II formy kanonicznej réwnania trzeciego
rzegdu nomograficznego, formy kanonicznej Cauchy’ego i I formy kano-
nieznej Soreau.

I. Réwnanie postaci f(x)+ g(y)+ h(2)+k(w) = 0.

(1) F(z,y,2,w) =F = f@)+ 9@+ h(2)+k(w) = 0.
Udowodnimy
TWIERDZENIE 1. Jeseli ‘ ,
1. funkcja F jest okreslona i ciggla w kosice D, okreslonej nieréwno-
sciams
BSPSByy, YoSYSYy 2SESPy W SW S Wy,
2. funkcja F ma w kostce D drugie pochodne mieszane cmgte,

na to, by funkcja F miala postaé (1), potrzeba i wystarcza, seby w kostoe D
8petnione byly toisamodei

(2a) Fo =0,
(2b) P, =0,
(2¢) Frpy =0,
(2d) Fy =0,
(2e) Fy,, =0,
(2f) Fo=0.

Dowéd koniecznoéci. Jezeli zadna z funkeji f(x), g(y), k(2) i k(w)
hie jest stata, to funkeja F ma postaé zredukowans [4]. Stad, na pod-
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stawie twierdzenia o rézniezkowalnosei nogélnionych wielomianéw nomo-
grafieznych, funkcje f(z), g(y), h(2) i k(w) maja pierwsze pochodne
ciggle [4]. Yatwo wiec sprawdzié, ze tozsamodci (2) sg spelnione.
Dowéd dostatecznodci. Z tozsamodei (2a, b, ¢) otrzymujemy
' ¥, = A(x).
St@d
(3) F=[A@do+E(y,z w).

Wstawiajae (3) w tozsamosei (2d) i (2e) otraymamy E,, =0 i B, = 0.
Stad B, = H(y) i

(4) - B=[H{y)dy+ Lz, w).
Z tozsamosei (3) i (4) wynika |
(5) F = [A@)do+[Hy)dy+ Lz, w).

l
&

Z tozsamofei (2f), po uwzglednieniu tozsamosei (5), mamy IL,,
Zatem L(z,w) = M(z)+ N (w), a nastepnie

P = [A(0)da+ [H(y)dy+M()+ ¥ (w).
Oznaezajac i ‘

JA@de =f@), [H)dy =gy, M@ =he), Nw) =kw)

otrzymamy funkecje F w postaci (1).
TWIERDZENIE 2. Jedeli s .
1. funkeja F(®,y, 2, w) jest okreslona i ciqgla w kostce D, okreslonej
nierownosciams '
lwo STy, Y<SYS<Yy 4<e<y, w<w<w,

2. funkecja F ma w kostce D ciqgle pochodne czastkowe az do rzedu
trzeciego wlqeznie, '

3. w kostee D spelnione sq warunki F, 40, F, #0, F,#0, F, # 0,
to na to, zeby isiniala dwukrotnie réiniczkowalna funkcja anamorfozujqea [2]
D(u) taka, ze D'(u) #~ 0, sprowadzajgca réwnanie F(x,y,z,w) =0 do
postaci (1), potrzeba ¢ wystarcza, by w kostce D spelnione byly toésamosei

o fF,]
(6a) | %[E] =0,

(6b) i[ﬂ]
- m B _ ‘ oz LFy,

fi

0,
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0| F,
——=1=0
(6c) oy L7, ] ’
o [F,.]
6 —l=—|=0
(6d) oy L7, ’
o [F,]
(66) E?LE_ = 0.

Dowéd koniecznofdei. Zalézmy, ze istnieje funkeja anamorfo-
zujgea P(u) taka, ze

O[F] = f(x)+g(y)+h(2)+ k().

Poniewaz @'(u) # 0, to istnieje funkeja u = ¢(P) odwrotna do D(u).
Stad

F = ¢[f(®)+g(y)+h(2)+ k(w)].

Latwo teraz sprawdzié, ze tozsamogei (6) s spelnione.
Dowéd dostatecznofei. Z (6) wynikaja tozsamosei

f, F, Fo _F, F, T,

7 = = —— —— =
@ F.F, BB, F,F,  F,F,  F,F,  F.F,

oraz tozsamosei

(8) = e == EE

gdzie

Z uwagi na twierdzenie o zaleznosci funkcyjnej [1] oraz na warunki (8)
wynika .
F xy
— = Y(F).
F,F, (

Poniewaz funkcje F, F,, F,, F,, sa ciggle, F, # 0 i Fy # 0, to funkeja
Y(u) jest ciagla. Istnieje zatem funkcja P(u) spelmiajgca tozsamosé
UEF)  Fgy

(9) kit L) ...
&(F) | FLF,



264 _ J. Wojtowicz

Uwzgledniajge tozsamodei (7) otrzyma.my jeszeze pieé analogieznych
tozsamosel. Tozsamosei te oraz tozsamo$é (9) mozna napisaé w postaci

PD(F)

) dwdy 0,

oh roF) _

(2} dxdz

o eoF _

(%) dwow
PO(F)

(5d) Oyoz =0,
PD(F)

(%) yow
PO(F)

40 Tt

Na podstawie twierdzenia 1
P(F) = f(x)+ g(y)+h(2)+ k(w).
Obliczamy z tozsamodeci (9)

D(u) = ¢, [ [exp [ P(u)du)du+-o,.
Oznaczajac

P(u) = f [expf‘l’(‘u)du]du
i wstawiajge @(0) = 0 dtrzymﬁjemy

, P (u) = ¢, [P(u)—P(0)].
Udowodnili§my

TWIERDZENIE 3. Jeseli funkcja F(z,y, 2, w) spelnia zatosenia twiecr-
dzenia 2 oraz jezele, wstniejq dwie funkcje anamorfozumce, sprowadzajqce
réwnante F(z,y,2, w) =0 do postaci (1), to résmiq sie one co na]wyzey
statym czynnikiem.

PRZYEEAD. Sprowadzié réwnanie

F = ml/l—y’ V1—22 V1— w? -H/l—m“‘ yl/lwzz V1—w? —wl/l——gﬂ W —

—Vi—,@’ yew+V1— g2 V1i—y22V1—w? HV1—a2V1— g2 V1—22 w—
—ayzV1— w’- —wyV1i—22 w =0
do postaci £(@)+g(y)+h(z)+-E(w) = 0.
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Obliczamy pochodne czgstkowe
View® Fo=V1i—y* F, = VTQ?F,EVI“:@B?F,,,_E
=V1—a Vi—g2V1—22 V1wt —ayV1—22 Vi—w? —

—V1—g? l/l_—'cﬁ 2w - wyzw— V1 —y2 2V1—w? —

——.fvl/l--—y2 Vi—z2 w—V1—g2 yzl/l—-wz —

—V1i—a yV1— 22 w.
Yatwo teraz mozna sprawdzié, ze tozsamosei (6) sa Spelione. Istnieje
zatem funkeja anamorfozujaca, sprowadzajaca dane réwnanie do po-

staci (1).
Obliezamy wyrazenie

1 1
Vi—a® Vi—y?

Il

y . [—V1—2 yV1—22V1—w? —

—aV1—y2 VI—28V1—w® +V1—g? yow—+ay1_ 42 et

+ayaV1—w? + Y V1220 —Y1— g2 V1 — g2 2V1—0? —

—V1—a? l/l—y2 V1—22 w].
Widaé natychmiast, ze spelmiona jest tozsamosé

—F
Vi—a?Vi—y®

By =

Yatwo sprawdzié, ze V1—a?V1i—y? F,F, = 1—F% Tozsaimosé (9) ma
Zatem postaé
®'(F) F

@' (F)  1-F*

Stad otrzymujemy
@ (F) = c,aresin F - ¢,.

Poniewaz @(0) =0, to ¢, = 0. Przyjmujemy takse (dowolnie) ¢, = 1.
Funkeja ®(F) ma zatem postaé

O(F) = aresin F'.
Teraz juz latwo sprawdzié, ze

F = gin(aresino -+ arosiny -+ aresinz - aresinw),
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a zatem dane rownanie mozna sprowadzi¢ do postaci
arcsinx+- aresiny + aresinz 4 aresinw = 0.

II. Réwnanie postaci f@)g(y)h(2) k(w)—1 = 0.

Zauwazmy, ze jezeli funkcja @ (u) sprowadza réwnanie F(z, y, 2, w) =
= 0 do postaci (1), to funkeja exp @(u) sprowadza dane réwnanie do po-
staci :

(10) f@)g@)h(@)kw)—1 =0,

oraz jezeli funkeja ¥(u) sprowadza dane réwnanie do postaci (10), to
funkeja . In [¥(u) -+ 1| sprowadza dane réwnanie do postaci (1). Widaé
wige, ze warunki istnienia funkeji anamorfozujacych, sprowadzajacych
dane réwnanie do postaci (1) lub postaci (13), sg identyeczne.

III. Réwnanie postaci f(x)+ g(y)+ h(2)k(w) = 0.

(11) F(z,y,2,w) =F = f(#)+g(y)+ h(z)k(w) = 0.

Udowodnimy

TWIERDZENIE 4. Jeéeli funkcja F spetnia zalodenia 1 ¢ 2 twierdzenia 2
oraz w kostce D spelnione sq warunki F, = 0 ¢ F,, # 0, to na to, by funkcja
F miala postaé (11), potrzeba i wystarcza, 3eby spelnione byly toisamodei:

(12a) Py =0,
(12b) P, =0,
(12¢) Fo=0,
(12d) P, =0,
(129) Fyp =0,
#n|F,|
hailleced S|
() 020w
9*In|F,|
(12g) e b 0.

Dowéd koniecznoéei. Podobme jak w twierdzeniu 1 dowodzimy
konieczno§ei warunkéw,

Dowod dostatecznofci. Z dowodu twierdzenia 1 wynika, 7e
jezeli funkecja F spelia tozsamosei (12a, b, ¢, d, e), to ma postac

(13) F = A(g)+ B(y)+ 02, w).
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Wistawiajace funkeje F w postaci (13) w tozsamosé. (1'2f) otrzymujemy

omic, _
0zow

i nastepnie C = E(z) H(w)+ L(w).
Stad funkeja F ma postaé

(14) F = A(2)+ B(y)+ E(2) H (w)+ L(w).

Z tozsamodei (12g) i (14) mamy |
L{w) =aH(w)+b (a i b sy liczbami).
Funkeja F przyjmuje zatem postaé

F =A(@)+B(y)+H(w)[E(2)+a]l+bd.
Oznaczajac |

A(@)+b=f(x), B(y) =9y, E@)+ae=hz), Hw) =rkw),

otrzymamy funkecje ¥ w postaci (11).

TWIERDZENIE 5. Jeieli funkcja F = F(x,y, 2, w) spelnia zalotenia
twierdzenia 2, to ma to, by istniala trzykrolnie rdéiniczkowalna funkcja
anamorfozujogca D(u), taka ze D' (u) # 0, sprowadzajgea réwnanie F = 0
do postaci (11), potrzeba i wystarcza, seby spelnione byly tossamosei
(62, b, ¢, d) oraz

i T
1 Inj=2 =0
(15a) deow | F, |
02 | P, |
15b =0

Konieeznoé warunkéw dowodzimy podobnie jak w twierdzeniu 2.

Dowéd dostatecznosei. Analogicznie jak w. twierdzeniu 2 do-
wodzimy tozsamofei (7) (poza ostatnia) i (8). Z uwagi ha twierdzenie
0 zalezno§ci funkeyjnej oraz tozsamodei (8) wynika

FIZ;”” = Y(F), gdzie funkeja ¥(u)- jest ciagla.
Istnieje zatem funkeja ®(u) spelniajaca tozsamosé
| O"(F) _ Fn
»(F) ~  F,F,’

Stad i z tozsamoéci (7) (poza ostatnia) wynikaja analogicznie jak w twier-
dzeniu 2 tozsamosei (9a, b, ¢, d, e).
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Zauwazmy jeszoze, ze 7z trzykrotnej rozniczkowalnosei funkeji F
wynika trzykrotna rézniczkowalnodé funkeji @ (u).
Z tozsamodei (15) wynika tozsamosé

(16a)

1 9| F F F ; 2
[ :cz] e Fow L O =0

F, owlF,F,|" F,F, F,F, F,F, owow

oraz tozsamosé (16b), ktérg otrzymujemy z tozsamosei (16a) zamieniajge
miejscami zmienne z i w.

Wobec poprzednio udowodnionych tozsamodei mozna napisaé (16)
w postaci

(17a)

fl
‘@

Tadm lnl——-(b(F)

(17b)

il
S

52 3 2P

Z tozsamodei (9a,b,e,d,e), (17a,b) i twierdzenia 4 wynika, ze funk-
cja F ma postaé (11).
Analogicznie jak twierdzenie 3 dowodzimy -

TWIERDZENIE 6. Jeseli funkcja F = F(w,y,2,w) spetma, zatoszenia
twierdzenia 2 oraz istnieja funkcje anamorfozujgce, sprowadzajgce’ rowna-
nie F = 0 do postaci (11), to résniq si¢ one co najwysej stalym czynnikiem.
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J. BORNTOBMU Y. (Bapmasa)

IIPUBEJEHHE YPABHEHHW K BUJY KAHOHHYECKHX
YPABHEHUHW YETBEPTOIO HOMOI'PA®HYECKOI'O
ITIOPAJIKA C YETHIPbMA HNEPEMEHHBIMH

PE3IOME

B paGore BHBOXATCA HeoOXOZMMHE I [OCTATOUHHE YCHOBUA CYMIECTBOBAHMUA
amamoposupylomelt QyHRKRIUNA, DPUBOJAINGH ypaBHEHHE

F(o,y,2,w) =0
K BHRY
_ 1@+ 9@ +rE)+k(w) =0
¥ K BHAY
f@)g@ k@) k(w)—1 =0
(romnpecrBo 2), a TakmMe K BUAY
f@)+9@)+ k() k(w) =0
(romuecrso 12).
HaoTcA METONB HAXOM RGHM A anamop@osnpylomeﬁ qmynnuun, KaK WHTerpaia

nudPepeHIMATHLHOr0 yPABHEHHA, HHTOTPHPYEMOro B KBajparypax. Bo Bcex cayuasx
yxasuBaeTcs (opMa ypaBHEHMSA.

IToxasano, uro amamopdosmpylomas (YHKIUA oONmpegedeHa C TOUYHOCTHI0 10
MOCTOAEHOr0 koafPuuumenra.

J. WOJTOWIOZ (Warszawa)

‘REDUCTION OF EQUATIONS TO THE 0.4;\7;0NIGAL FORM
OF EQUATIONS OF FOURTH NOMOGREAPHIC RANK
WITH FOUR VARIABLES

SUMMARY

The author proves the necessary and sufficient conditions of the existence of
an anamorphotical funection reducing the equation

Fx,y,z,w)=0
to the form
f@)+g @)+ )+ k(w) = 0,
to the form
f(@)g@) b}k (w)—1 = 0
(ldentltles 2), and to the form
. f@)+g@)+h(z)k(w) =0
(identities 12).
He gives methods of finding the anamorphotical funetion as an integral of
& differential equation integrable in quadratures. In each case the form of the equa-
tion is given.
It is proved that the anamorphotical functmn is determined to a constant factor.



