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0. Introduction. Soient ¥V une connexion linéaire sur M et E
= TM®T* M le fibré des tenseurs de type (1, 1). ¥ définit une distribution
H sur E appelée distribution horizontal. Cette distribution définit le
relévement horizontal des champs de vecteurs (voir § 2).

Let but de ce travail est donner des constructions qui a un tenseur t de
type (1, 1) sur M font associer un tenseur t de type (1, 1) sur E vérifiant la
condition 1(X¥) = (tX)¥, ou X" désigne le relevement horizontal de X. On
propose dans ce travail deux constructions appelées relevements horizontaux
de tenseurs. .

Dans § 1 on introduit une famille de fonctions sur E jouant une role
importante dans ce travail car des champs de vecteurs sur E sont caractérisés
par leurs actions sur les fonctions de la famille introduite. Ensuite on
caractérise des champs de vecteurs verticaux sur E.

Dans § 2 on €tudie le reléevement horizontal des champs de vecteurs et
S€S Ppropriétés.

Dans § 3 on définit deux relévements horizontaux de tenseurs de type
(1, 1) au fibré E = TM®T* M et on étudie ses propriétés. Ensuite on utilise
ces constructions pour prolonger des structure géométriques définies sur M
par des tenseurs de type (1, 1) et on discute l'integrabilité des structures
prolongées.

Les propriétés des relévements horizontaux au fibré E=TM®T*M
sont trés analogues aux propriétés des relévements au fibré tangent (Yano et
Ishihara [4], [5]) et au fibré contangent (Yano et Patterson [6]).

Les résultats obtenus dans ce travail pour le fibré E= TM@T*M
peuvent étre généralisés au fibré

E=@"TMaQ@*T*M

(le fibré des tenseurs de type (p, q)). Ces généralisations seront publiées dans
un travail séparé [3].
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0. Notations. Soient M une variété el n: E= TM&»T*M - M le libré
des teneseurs de type (1, 1) avec sa projection. Si (U, x) est une carte sur M,
alors on déhnit la carte induite (n~'(U), X', y}) sur E par les formules
N =X(rg),  y=)iddad,

ou yen '(U), @, ..., 0, désigne le repére canonique sur U défini par la
carte (U, x') et dx', ..., dx" désigne le corepére dual. On note par

G =0/ox', & = ¢/dy
le repére canonique sur n~'(U) défini par la carte induite.

1. Des champs de vecteurs sur E. Soit s une section de E = TM&T* M.
On déhnit la fonction § sur E par la formule

(1.1) 5(y) = traces, 0y,

ou les éléments s, et y de la fibre E,, = T,,, M®T, M sont’ considérées
comme des dpphcatlons linéaires T,,, M — T,,, M. Utilisant une carte induite
on peut facilement vérifier

(1.2) 5() = s;(m) ¥,

ou s} désignent les coordonnées de s par rapport a (U, x'). D'ou, la fonction §
est de classe C* sur E. Ces fonctions joueront une réle importante parce
qu'on a la proposition suivante.

ProposiTioN 1.1. Si X et Y son deux champs de vecteurs de classe C* sur
E tels que pour toute section s de E on a X(5) = Y(5), alors X =Y.

Démonstration. Il suffit de vérifier que I'égalité X (3) = 0 pour toute
section s implique X = 0. Soient (U, x‘) une carte sur M et

X=Xo+Xid.
D’aprés (1.2) on a
XHe s+ Xisi =0

pour toutes fonctions si. D'ou X* = X =0, c'est-d-dire X = 0.
Un champ de vecteurs X sur E sappelle projetable sur M s'il existe un
champ de vecteurs X sur M tel que

dnoX = Xomn,

ou dn: TE — TM désigne 'application induite par n: E — M. Le champ de
vecteurs X est uniquement déterminé par X et X s'appelle la projection de X.
L'ensemble de tous les champs de vecteurs sur E projetables sur M est une
algebre de Lie. On a la proposition suivante.

ProposimioN 1.2. Soient X un champ de vecteurs sur M et X un champ de
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vecteurs sur E. X est projetable sur M et X est sa projection si et seulement si
pour toute fonction f de classe C* sur M on a

XM =Xy,
ou ¥ =fon est le relévement vertical de f.
Démonstration. Soient (U, x’) une carte sur M et
X=Xéa& X=Xa+Xid

D'aprés la définition, X est projectable sur M si et seulement si les fonctions
X' (1) ne dependent que de m(y) et X est la projection de X si et seulement si
Xi(n(y)) = X (n(y)), d'ou la proposition.

La proposition précédente implique

ProposiTioN 1.3. Soit X un champ de vecteurs sur E. X est un champ de
vecteurs verticaux si et seulement si X (f¥) = 0 pour toute fonction f sur M.

Démonstration. Un champ de vecteurs verticaux est projectable et sa
projection est zéro.

Soit y un point de E. Comme la fibre E,, est un espace vectoriel, on a
I''somorphisme canonique

(1.3) wy: VyE = T;'(EN(M) - Ex(y)'

Si t est une section de E, alors on peut définir un champ de vecteurs t* sur E
par la formule

(1.4) ) =y, ().

t¥ est un champ de vecteurs verticaux sur E. t¥ s’appelle relévement vertical
de s. L'expression locale de ce champ est

(1.5) Yy =1 a.
Draprés (1.5) et (1.2) on a
ProprosiTION 14. Si s et t sont deux sections de E, alors on a
1V (3) = (traces)” .
D’aprés la proposition 1.3 on a

PropPoSITION 1.5. Si t est une section de E et [ est une fonction sur M,
alors ¥ (f¥)=0.

Utilisant les propositions 1.4, 1.5 et 1.1 on peut facilement démontrer

ProrosiTioN 1.6. Si t, t' sont des sections de E et f est une fonction sur M,
alors

(t+t)VW ="+, (V=YY VoY) =0,

ou f¥=fon



284 J. Gancarzewicz et N. Rahmani

On construit encore un champ de vecteurs verticaux sur E utilisant la
proposition suivante.

ProposITION 1.7. Si t est une section de E, alors il existe un et un seul
champ de vecteurs t ' sur E tel que pour toute section s de E on a

(1.6) 10 (5) =1ts.
Démonstration. L'unicité de = est évidente d’aprés la proposition

I.1. Pour démontrer 'existence de ¢ il suffit de définir un champ de vecteurs
Vsur E|U=n"1(U)

(1.7) V="=yd,
ou (U. x') est une carte sur M. Daprés (1.2) et (1.7) on a
VE = 15

pour toute section s de E|U. Si (U, x') et (U’, x”) sont deux cartes sur M,
alors les champs de vecteurs V et V' définis par (1.7) respectivement sur E|U
et E|U’ vérifient la condition

VA =15 = V'3

pour toute section s de E|(U n U’). D’aprés la proposition 1.1 les champs de
vecteurs V et V' coincident sur E|(U n U’). D’ou il existe un champ (global)
de vecteurs sur E vérifiant la condition (1.6).

De cette démonstration il vient que t est un champ de vecteurs
verticaux sur E. Alors d’aprés la proposition 1.3 on a

ProrosiTiON 1.8. Si t est une section de E et f est une fonction sur M,
alors t=°(f¥)=0, ou f¥ =fon.

2. Relévement horizontal des champs de vecteurs au fibré E. Soit ' une
connexion linéaire sur M. Alors pour tout point y de E=TM&T*M, V
définit un sous-espace H, de T, E appelé espace horizontal. Si n: E— M
désigne la projection, alors d, n| H,: H, — T,.,, M est un isomorphisme. D’o,
si X est un champ de vecteurs sur M, on peut définir le champ de vecteurs
X" sur E par la formule

.n XH(y)=(dym|H) "(Xpyy). VeE.
X" est appelé relévement horizontal de X a E. De la définition on obtient
immediatement

ProposiTiON 2.1. Si X, Y sont des champs de vecteurs sur M et f est une

fonction sur M, alors on a

X+ =XxH4YH  (FHY =fY XK.
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Utilisant la définition de la distribution horizontal on peut trouver
I'expression locale de X¥. On a (voir [3])

(2.2 X=X 0+ X (I, Vi—T4, YY) o8,
ou X = X'@ et I'¥, sont les symboles de Christoffet de V.

ProPOSITION 2.2. Si X est un champ de vecteurs sur M, s est une section de
E et f est une fonction sur M. alors on a

XH@) = Vxs, XA =(Xf).

Démonstration. Pour vérifier la premiére formule on utilise (2.2) et
(1.2). La deuxiéme formule est une consequence de la proposition 1.3 et du
fait que X" est projetable sur M et X est sa projection.

Utilisant les propositions 2.2, 1.4, 1.7 et 1.1 on obtient

ProposITION 2.3. Si X, Y sont des champs de vecteurs sur M et t est une
section de E, alors on a

[X¥, Y¥] = [X, Y]"+(R(X, Y))°,
[XH, rV] = (VX r)V,
[XH, 9] = (Py1)°,

ou R(X, Y) designe la transformation de courbure (R(X, Y) est une section de
E pour des champs fixés X et Y).

Démonstration. On ne vérifie que la premiére formule car la

vérification des autres est entiérement analogue. Soit s une section de E.
On a

[X", Y*](3) = X*(YH9) - YH(X¥5)

= Vx(Vys)—Vy(Pxs)

=[X, Y@ +((R(X, Y)"6),
d’ou, d’aprés la proposition 1.1,
[X¥ YH]=[X, Y]?+(R(X, Y)).

3. Relévements horizontaux de tenseurs de type (1, 1). Soit ¢ un tenseur
de type (1, 1) sur M (c’est-a-dire, t est une section de E). On définit deux
tenseurs t#' et (#'! de type (1, 1) sur E par les formules

(3.1) H(XH) = (1 (XY) = (e XY,
(3.2) : () =), TN = ()Y,

ou X est un champ de vecteurs sur M et s est une section de E. Les formules
(3.1) et (3.2) déterminent les tenseurs ' et t#// de la maniére unique. "' et
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tH!1 sont appelés relévements horizontaux de t a E respectivement de type 1 et
de rype 2. Utilisant les formules (3.1), (3.2), (2.2) et (1.5) on peut trouver les
expressions locales pour des tenseurs ?' et ("', On a la proposition
sutvante.

PrOPOSITION 3.1. Si 1 est un tenseur de type (1, 1) sur M et 1(&) =1} ¢;,
alors on a

tM1(8) =t} 0+ P (M ys — T YO — 15 (TR Vi = ThyD)) €,
(3 =1 9,
1MI(8) = 1] 04 0 (T vh = T, ¥D = (T b = T4, 501 2.
@) = 12
On a des propriétés suivantes des relévements horizontaux de tenseurs
a E.
ProprosiTiON 3.2. Si t et s sont deux tenseurs de type (1, 1) sur M er f est
une fonction sur M, alors

(3-3) e

(34) (t+s)HH = (HIT 4 GHIT

(3.5) (fOFT = fY i1 (fH1 = [V (HIL
(3.6) (1)1 = ¢HI HI

3.7 (ts+ syttt = (HILGHIL 4 GHIL HIT
(38) | =5, I g,

(39) (" ="y,

(3.1 (1mHI — (¢ HIyn,

ou & designe le tenseur didentite.

Démonstration. Les égalités (3.3), (3.4), (3.6)—(3.8) sont des
conséquences immédiates des définitions des tenseurs r#! et t#!'. La formule
(3.5) résulte des propositions 2.1 et 1.6. La formule (3.9) est une conséquence
de (3.6). On vérifie la formule (3.10) par induction utilisant (3.7). En, on a

(rn+ 1)Hll = %((" t+ nn)H“
— % !(rn)HH lHl’I + rI-!II' (rn)HII}
= % {(f"”)n 'H” + rHlI (tHIl)n}

— (¢HII\n+ 1
= ()"

Les propriétés démontrées pour les relévements horizontaux des tenseurs
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au fibré E = TM®T* M sont trés analogues aux propriétés des relévements
horizontaux définis par Yano et Ishihara [5] dans le cas du fibré tangent et
par Yano et Patterson [7] dans le cas du fibré cotangent. Le relévement r#!
ressemble au relévement au fibré tangent et le relévement ! ressemble au
relévement au fibré contangent.

On peut utiliser les relévements horizontaux a prolonger des structures
géométriques de M au fibré E. On a la proposition suivante.

ProrosiTiON 3.3. Si P est un polynome a coeffictents réels (consianis),
alors pour tout renseur t de rype (1, 1) sur M on a

P(IH') = (P!)"’, P(["”) = (PI)H”.

En particulier, si t est une structure presque tangente (resp. presque complexe,
f-structure, etc.) sur M, alors t% er t#11 somt des structures presques rangentes
(resp. presques complexes, f-structures, etc.) sur E.

Pour étudier I'intégrabilité des structures relévées on doit calculer des
tenseurs de Nijenhuis de 7! et ¥/, Pour faire ce calcul tout d'abord on
introduit une opération y utilisant la proposition suivante.

ProrPosITION 3.4. Si t et t” sont deux sections de E, ulors il existe un et un
seul champ de vecteurs 7(t, 1"y sur E tel que pour toure section s de E on a

w(1, 1'1(3) = Ist.
Démonstration. Le preuve est analogue a la démonstration de la
proposition 1.7. Il suffit de définir y(r, r') par la formule
(3.11) oy =y o
v(t, 1) est un champ de vecteurs verticaux, en conséquence, (1. 1')(f")
= 0 pour toute fonction f sur M. D’aprés la proposition 34 on a
COROLLAIRE 3.5. (1, d) =1t .
On a aussi les propositions suivantes.
ProposiTiON 3.6. L'application
(t.ry -
est bilineaire et si [ est une fonction sur M, alors on a
L)y =y =0, 0.

La démonstration est triviale.
Utilisant la proposition 3.1 et la formule (3.11) on obtient

ProrposiTion 3.7. Si t et s sont des tenseurs de type (1, 1) sur M, alors
on a

f"“(SD) — "(l, s), 'Hll(s ) = "‘(.\‘. ”.-

/



288 J. Gancarzewicz et N. Rahmani

Utilisant les propositions précédentes on démontre les formules suivan-
tes pour les tenseurs de Nijenhuis de 7' et %',

ProrosiTiON 3.8. Si t, s, s’ sont des tenseurs de type (1, 1) sur M et X, Y
sont des champs de vecteurs sur M, alors

N (X7, Y9 = (N(X, )" +7(6, R(tX, 1Y)+
+7(t%, R(X, Y))—y(t, R(tX, Y)+R(X, tY)),
Nt (XH, ) = (Pixts—tPxts)’,  Ng(s¥,s") =0,
N i (X%, YP) = (N(X, )"+ (R(X, 1Y)+ R(X, Y)}O~
—t(R(X, Y)+R(X, )",
N (X, 8"y = (st =sPxt =0, Ny (s",s%)=0.

Démonstration. Utilisant les formules (3.1) et (3.2), d’aprés Ila
définition du tenseur de Nijenhuis on a

Ny (X5, YH)
= [ X", (V)" 1= " [ X)¥, YHY— " (XY, V)R] + () [ X, YH].
Utilisant les formules
[X¥, Y¥] =X, Y)*+(R(X, V)", t*((R(X, Y)7) =y(t, R(X, Y))
on obtient
N',"(X”, YH) =[tX, tY]"+(R(tX, tY))D—(t [tX, Y])"—y(t, R(tX, Y))—
—@[X, tYDE—y(t, R(X, tY)+(2[X, YD¥+7(t%, R(X, Y))
= (N(X, V) +7y(8, R(tX, tY))—
—3(t, R(tX, V)+R(X, tY)+y(t2, R(X, Y)).

La vérification des autres formules est analogue.
Cette proposition nous permet de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.9. Si t est une structure kdhlerienne sur M compactible avec
la connexion V, alors les structures presques complexes t%' er tH!!
integrables.

Démonstration. 7 est une structure kihlerienne sur M compatible
avec V si et seulement si

sont

(3.12) N, =0,
(3.13) Pyt =0,
(3.14) R(tX,tY) = R(X, Y)

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M. Remplagant Y par —tY dans
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(3.14) on obtient
(3.15) R(X, Y)= —R(X,1Y).

La condition (3.13) implique d’aprés la proposition 3.8 que

Ny (X%, s%) = Ny (XH, 8") = 0.

Pour la structure presque complexe r d’aprés la proposition 3.9 on a

N (X%, YH) = (N(X, Y))"+y(8, R(tX, tY)—R(X, Y))
=y(t, R(tX, Y)+R(X, tY)),

N (X5, YH) = (N, (X, V)" + [R(tX, tY)—R(X, Y)}O-

—~{t(ReX, )+ R(X, tY)1",

d’ou d'aprés (3.12), (3.14) et (3.15) il vient

N,H:(X"» YH) = N,Hu (XH, YH) =0,

Cest-a-dire, les structures r#' et t#'! sont intégrables.

Ces derniers résultats sont analogues a ceux obtenus par Yano, Ishihara

et Patterson [5), [6], [7] dans les cas des fibrés tangents et cotangents.
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