P. MIKULSKL J. ODERFELD., W. RUDZKI (Warszawa)

AUTOKORELOGRAM ZNAKOWY

Niniejsza praca powstala w Dziale statystycznej kontroli jakosci
Instytutu Matematyecznego PAN jako zespolowa. Koncepceje autokorelo-
gramu znakowego (§§ 1, 2) podal w roku 1955 J. Oderfeld, ktéry ponadto
zbadal pewien fragment jego teorii (§ 6). Calosé teorii (§§ 3, 4, 5, 7) opra-
cowal w latach 1955 i 1956 P. Mikulski. Czeié eksperymentalng (§§ 8, 9. 10)
wykonat W. Rudzki(?).

§1. W wielu badaniach eksperymentalnych wystepuja tzw. serie
czasowe, to znaczy ciagi liczb wyrazajace zaleznosé pewnej wielkoSci
od czasu. Poprzestaniemy na podaniu paru przykladow takich wielkosei:
ci$nienie barometryczne, zawartosé CO, w spalinach z kotla, cena psze-
nicy, stan wody w rzece, frakeja brakéw w produkeji papieroséw itd.
Na ogél czas bywa wyrazany w zwyklych jednostkach: minutach, godzi-
nach, dniach, jednakze nieraz dogodnie jest przyja¢ jednostke umowng;
na przyklad seria czasowa nazwiemy réwniez ciagg liczb wyrazajacych
zuzycie opony po przejechaniu tysiaca, dwoch tysiecy itd. kilometrow.

Waing cechg serii czasowej jest wzajemna zalezno§é jej wyrazow.
Badanie jej pozwala czesto wykryé pewna tendencje ogélng, na przyklad
przybér wody w rzece, pogarszanie sie jakosei produkeji itd.

Powszechnie stosowang miarg tej wspéizaleznoSci jest tzw. wspot-
czynnik r(k) autokorelacji zdefiniowany w nastepujacy sposéb:

Niechaj x,, «,, ..., , bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Z definicji

(1) )(’G) =
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) (*) Po zgtoszeniu pracy do druku zapoznalismy si¢ z artykulem [2], w ktorym
Jest rozwinigta mysél podobna. Z. A. Eomnicki i S. K. Zaremba tworzg zastepczy
Proces zero-jedynkowy i szacuja jego wspélezynniki autokorelacji klasycznej, co pro-
wadzi dokladnie do naszego wzoru (2). Na podstawie pracy [2] mozina natychmiast
ofrzyma¢ wyniki. ktére podajemy w §4 i § 7 naszego artykuhu.
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Obliczanie r(k) nie nastrecza trudnoéci koncepeyjnych, jednakze
w diugich seriach wystepuja trudnoséci rachunkowe, ktore nawet zmu-
sily do stosowania specjalnych maszyn, antokorelatoréow, przewaznie
elektryeznych. '

W niniejszej pracy definiujemy prostszy wspoélezynnik auntokorelacji,
mianowicie wspélezynnik korelacji znakowej, badamy jego niektore
wlasnosci i podajemy przyklady zastosowania.

§ 2. Niechaj znowu bedzie ciag liczb rzeczywistych x,, &, ..., 2,
bedacych realizacjami ciagu zmiennych losowych {X;}. Oznaczmy przez
E(X;) ich wartoéci oczekiwane oraz przez y; réznice x;—E(X;). Two-
rzymy ciag znakéw signy,, signy,, ..., signy,, a nastepnie ciag

Sign(¥1¥1.x) s SIEN(YoY2 k) - - -5 SiBN(Yn_r¥s). Niechaj w tym ciagu be-
dzie z, znakow ,,plus’. Wyrazenie

@) o(k) = 22/(n—k)—1

nazywamy wspolezynnikiem autokorelacji znakowej serii skonlczonej
rzedu k. Poniewaz 0 <z, < n—Fk, wiee —1 < g(k) < 1.

W dalszych rozdziatach pokazemy, ze zachodzi duza analogia miedzy
wlasnogeiami po(k) a »(k), a przy pewnych zalozeniach nawet zupelna
zgodnosé. Natomiast obliczanie g (k) jest duzo prostsze niz obliczanie 7 (k)
i nadaje si¢ do zautomatyzowania najprostszymi §rodkami, o ktérych
bedzie mowa pdiniej (§ 8).

§ 3. Jednym z podstawowych zagadnien analizy serii czasowych
jest weryfikacja hipotez dotyczacych typu serii. Zwykle przyjmuje si¢
cztery podstawowe typy:

1. Serie czysto przypadkowe.

2. Serie Sredniej ruchomej.

3. Serie harmoniczne.

4. Serie autoregresyjne.

U podstaw te) umownej klasyfikacji lezy twierdzenie Wolda o de-
kompozycji proceséw (zob. [3]). Klasyfikacja ta jest do§é powszechnie
przyjeta, nie bedziemy sie wiec nad nig dluzej zatrzymywali. Zwrécimy
tylko uwage, ze wymienione klasy nie sy rozlagezne i ze np. klasa 4 obej-
muje jako szezegélne przypadki klasy 1 i 2. W dalszym ciagu zajmiemy sie
poréwnaniem oczekiwanego przebiegu funkeji autokorelacji znakowej
z klasyczng funkeja autokorelacyjng.

§ 4. Rozpatrzymy przede wszystkim seri¢ typu 2.
Niechaj rozpatrywana seria czasowa bedzie utworzona przez zasto-
sowanie metody §redniej ruchomej o wagach a; (s =1, 2, ..., m) do ciaggu
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niezaleznych zmiennych losowyeh ¢ o jednakowych rozkladach. Znaczy
to, ze wyrazy serii sg realizacjami eiggu zmiennych losowych

m
(3) Yy =D e
=1

Jak wiadomo [1], funkeja autokorelacyjna jest w tym przypadku naste-
pujaca:

m—k m
(4) (k) — (; a;:0;, 1) /g;a? dla k< m,
0 dla &k = m.

Jezeli przyjmiemy wagi jednakowe
(5) a; = 1/m,
to

(6) F (k) = i 1—kfm dla k<m,

0 dia k>

Wyznaezymy dla tego samego przypadku wartoéé oczekiwang pa(k)
wspodlezynnika auntokorelacji znakowej.
Najpierw okreflimy zmienne losowe Y i Z:

() qu _ ‘07 gdy s%gn(y,- ?/:i—}-k) =
1, gdy sign(y; ¥.4) =+
n-k
(8) | Zp = ) TP,
i=1
Teraz zalozymy, ze zmienne losowe & majg laczny rozklad nor-
malny. Jest to ograniczenie ogélnosci, ale niezbyt dotkliwe. Drugie
zalozenie, ze E(e;) = 0, a wiec réwniez E(Y;) = 0, nie zmniejsza ogélnosei
dalszych rozwazan i jest wprowadzone tylko dla uproszezenia.
Przy tych zaloieniach laczny, n-wymiarowy rozklad zmiennych
losowych ¢ ma frodek symetrii w poczatku ukiadu wspoirzednych.
Oznaczmy lgczng n-wymiarows dystrybuante zmiennych losowych &
Przez F(e). Wobec tego ’

O P(YP=1)=1-P(YP =0) =1—P(yy, ., <0) =
=1-2 [..{ dF().
W;<0,¥; + x>90)

Ze wzgledu na zalozong normalno§é rozkladﬁ, prawdopodobienstwo
P(y;9;.: < 0) jest proporcjonalne do kata miedzy hiperplaszezyznami
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y; = 0 i y;,., = 0. Oznaczmy ten kat liters ¢. Jesli teraz oznaczymy

m—k m
(10) 4 = (Z “iai+k)/za§,

t=1

to bedzie, jak wiadomo,

(11) @ = arccos A

przy dodatkowym warunku, ze 0 L ¢ < . Stad
20 1

(12) P(YH =1) =1— 0 = 1— ~ arccosA.
2r T

Z definicji zmiennych Y{® wynika, ze E(Y{9) = P(¥{ =1). Poniewaz
zad z zatozenia B (Y¥) ma te samg wartosé dla wszelkich j, wiec wobec (8)

B(Z) = (n—R)B(XP) = (n—k)P(TP = 1),
Uwzgledniajac jeszeze wzér (2) znajdujemy, Ze
(13) . a(k) = Blo(k)) = B(2Zs/(n—¥)—1) = 2P(¥{" = 1)—1.
Z (13) i (12) otrzymujemy

2
1— —arccosd dla %k <m,
o(k) = ™ ~
0 dla k>=m.

Mozna to napisa¢ réwniez w postaci

2

—aresind  dla k< m,
(14) k) =1~

0 dla k>=m,.

przy dodatkowym warunku, ze —1 < g(k) < 1. Warunek ten jest po-
trzebny, bo wyrazZenie arcsina nie jest jednoznaczng funkeja a. Réw-
noéé g(k) =0 dla %k > m jest oczywista, poniewaz w tym przypadku
zmienne losowe Y, oraz Y,,, sa niezaleine, co wobec symetrii daje
P(Y{? = 1) = }. 'W szezegblnym przypadku, gdy a; = 1/m,

2a.rcsih(1—lc/m)

(15) alk) = da k<m.

Zauwazmy teraz, ze seria czysto przypadkowa (typ 1) jest szoze-
gélaym przypadkiem rozwazanej serii, mianowicie -takim, Ze m =1
ia =1 Wowezas

1 dla k<1,

(16) =10 @ rk>1.
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Zbierajac dotychdza.sowe wyniki spostrzegamy, ze w seriach typu 2
(a rowniez typu 1) funkeje 7(k) i p(k) maja podobne wlasnosci:

a. Dlugoéé odeinka osi %, dla ktérego zaréwno 7(k), jak p(k) sa rézne
od zera, jest ta sama. Znajac doswiadczalny przebieg 7(k) lub p(k)
mozna na tej podstawie wyciggnaé wniosek co do liczby m elementéw Sre-
dniej ruchomej.

b. Jezeli seria jest dostatecznie dluga i ¢(k) mozna traktowaé jako
dobre przyblizenie g(k), to stosujac transformacje

7(k) = sin[g(k)4]

mozna uzyska¢ dobre oszacowanie 7(k).

c. W geriach §rednich ruchomych rézmice liczbowe miedzy warto-
$eiami wynikajacymi z wzoréw (4) i (14) nie przekraczaja 0,21. Wynika
to z wlasnoSci funkcji d = (z/m)arcsind —A.

§ 5. Rozpatrzmy teraz przypadek tak zwane] serii harmonicznej (typ 3
wedlug naszej Kklasyfikaeji).

Niechaj wyrazy serii beda realizacjami ciggu zmiennych losowyech
|7;] takiego, ze

A7) Y; = Dsinbj+-¢,

przy czym 6 = 2zna/b, gdzie ¢ i b sg liczbami naturalnymi, wzglednie
pierwszymi, a ¢; jest ciggiem zmiennych losowych niezaleznych o jedna-
kowych rozkladach. .

Dla porzagdku notujemy, ze jest to przypadek szczegélny stacjonar-
nego procesu stochastycznego harmonicznego, w ktérym skladnik okre-
sowy jest skonczong sumg wyrazéw harmonicznych (zob. np. [4]). Przy-
jelifmy tylko jeden wyraz, analogicznie jak w pracy [1] (str. 406), gdyz
uogélnienie nie wprowadzitoby — jak sadzimy — istotnych réznic w me-
.todzie badania i w wynikach.

Klagyczna funkcja autokorelacyjna dla ustalonego % jest w tym
przypadku (zob. [1]) nastepujaca:

(18) #(k) = Ccosdk,

gdzie O oznacza staly. Jest to wige funkcja okresowa o okresie b. Wy-
kazemy dalej, ze oczekiwany przebieg funkeji autokorelacji znakowej
ma podobng wiladciwodé, to znaczy jest to w przyblizeniu funkcja okre-
S30wa o okresie b.

Niech {z] bedzie ciggiem, tak jak w przypadku poprzednim, zmien-
nych losowych niezaleznych o jednakowych rozkladach i wartodci oczeki-
wanej réwnej zeru. Prayjmijmy dla uproszezenia D = 1. Przy tych zalo-
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zeniach i.przy okre§leniu (7) zachodzi zaleznogé
P(Y{) =1) =1-P(Y; < 0; ¥, , > 0)—P(¥; > 0; Yo <0) =
= 1-—-P(sinbj+¢ < 0; Sing (j+ &)+ &, > 0) —
—P(sinj+&; > 0; 8inb(j+ k)4 g5, < 0) =
= 1-P(g < —sinbj; g, > —sinf(j+k)—
—P(e; > —sinbj; &, < —sind(G+%)).

Wobee zaloz’onej niezaleznodei zmiennych losowych ¢ zné.jdujemy
dalej, oznaczajac przez F(...) dystrybuant¢ zmiennej losowej &)

P(Y =1) = 1-F(—sinj) {1 —F(—sin6(j+k))} —
— (1—F(— sin6j)) F( —sin6 (j + k),
a po uporzagdkowaniu '

(19) P(Y{? = 1) = 1—F(—sinj) — F[ —sin6(j+ k)][1— 2F( —sin6j)].

Zatem zgodnie z okre§leniami (8) i (2)

n—k
Zr 2 1 k
5 (k) — 1) = 2B (- -1 = 2B|— ) -1
5 (k) E(zn__k 1) 2E(n_k) E(n_kg;Y}) L,

czyli

n—-k
- 2 2 .
(20) l_)(k) = 1'—;{:——-]0" £ F(—Slne?)—-
n—k

2 I ,
- gl’ F[—sing(j-+k)][1— 27 (—sin6j)].

.’l —_—

Funkeja (20) sklada sie z trzech cztonéw: pierwszego statego, dru-
giego réwnego podwoéjnej Sredniej arytmetycznej funkeyj F{—sin6yj)
na odeinku (1,n—k) i wreszcie trzeciego, réwnego podwéjnej Sredniej
arytmetycznej funkeyj F[—sin6(j+k)][1—2F(—sinbj)] na odcinku
(1, n—Fk). Czlon drugi jest funkejg okresows argumentu k o okresie b,
gdyz Srednia arytmetyczna funkeji okresowych na ustalonym odecinku
jest funkcja okresows dlugoéei tego odcinka.

Wreszcie mozna wykazaé (zrobimy to w § 6, aby nie przerywaé
cigglodci), ze trzeci czlon jest w przyblizeniu okresowy z okresem b.
Przyblizenie to jest dobre, gdy n jest duze w poréwnaniu z k, co zawsze
zachodzi w praktyce. |

Z tego wynika, ze (k) jest z dobrym przyblizeniem funkejg okre-
sowg o okresie b, czyli ze ma te¢ sama wlasno§é, ktérg — w tym przypadku
fcisle — posiada 7(k).
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Wnioski te sg wazne nie tylko dla serii okre§lonej przez (17), ale dla
wezelkiej serii typu Y; = f(j)4¢;, gdzie f(j) jest dowolng funkeja okre-
sSowg. -

§ 6. Zgodnie z zapowiedzia przy koicu poprzedniego paragrafu,
zbadamy wiasnosei trzeciego czlonu wyrazenia (20). Oznaczmy
n-k .
8(k) = ' F[—sind(j-+k)][1— 2P (—sinb;)],
(21) =1

-2
s(k) =;{:% S(k),

gdzie k < n, F(...) jest dowolng dystrybuants, 6 — 2ra/b, przy czym
@ i b 83 naturalne i wzglednie pierwsze.

TWIERDZENIE 1. Funkeja S(k) okreslona przez (21) jest suma funkeji
okresowej gasnqoej. skokowo (%) i funkeji okresowej.
Dla dowodu oznaczmy

F; = F(—singj) = F(; sin2r:—§- ?'),

(22) Ay = Fy (1—2Fy),

b
Bk - 2 Ajk'
i=1

Hatwo sprawdzémy, ze funkcje F;, A, B, sa okresowe o okresie b.
Dokladniej méwige, zachodzs relacje

Fivo = Fyoy, Ajpr = Ay, By = B
Napiszmy n—% w postaci
(23) n—k = Npb+r,
gdzie N, = [(n—%)/b]. Reszta r moze wiec przybieraé wartosei 0,1, 2,

=3 b—1 i jest funkcja okresows zmiennej k o okresie b.
Wobec (21), (22) i (23) mozna napisaé

N & b n-k

S, =Z Ap+ Z A
i=1 J=Ngb+1
€O z uwagi na okresowogé Ay daje
(24) 8y = —NkBk+2 A
j=1

. . (*) Przez to pojecie rozumiemy iloczyn funkeji okresowej o okresie 7' i nierosna-
%6j funkeji o preedsialach stalodei o dlugoéei T.

Zastosowania Matematyki IV. ; 5
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r . ’ "
Wyrazenie ) A; jest, podobnie jak B, funkecja okresows zmien-
j=1

nej & o okresie b. Jezeli wigc k przebiega wartodei 0,1,2,...,%, to N
maleje skokami od [7/b] do zera. A wiec S(k) jest sumg funkeji okresowej
gasngcej skokowo i funkeji okresowej, co stanowi teze twierdzenia 1.

TWIERDZENIE 2. Jedli dla ustalonego k, n — oo, to funkeja s(k) okre-
$lona przez (21) dasy do funkeji okresowej o okresie b.

Dla dowodu zwréeimy uwage, ze z okreflenia Ay za pomocy wzo-
ru (22) wynika, ze dla kazdej dystrybuanty F(...) oraz kazdego b mozna
znalezé takie dwie liczby d i g niezalezne od # i od k, ze zachodzi relacja

(25) d< ) Ap<g.
7=1

Z (24) i (25) wynika, ze
NeBi+d < 8(k) < Ny By+ g,

a wobec (21)

2N, 2d 2N, 2g
g T <M <o Bt 5

(26)

Jezeli n—» oo, to n—k > bN,, 2d/(n—k) > 0 oraz 2g9/(n—k) > 0,
wobec czego

2
(27) s(k)->—b—Bk,

co konezy dowdd.
Zwréémy wreszcie uwage, ze do dowodéw twierdzen 1 i 2 nie korzy-

staliSmy z zadnych innych wlasnodei funkeji sinus w okreglenin (17)
poza jej okresowoscig. A wiec twierdzenia 1 i 2 pozostaja prawdziwe,
gdy w okreleniu (21) zastapimy funkcje sinus przez jakakolwiek
funkcje okresows.

§ 7. Oméwmy teraz typ 4 serii czasowych, czyli tak zwane serie
autoregresyjne. W ogélnym przypadku taka seria jest sdefiniowana przez

réwnanie
(28) Yj = f(¥j_1s Yi_gy..ry Y o)+,

gdzie {¢;} jest ciggiem zmiennych losowych niezaleznych o jednakowych
rozkladach. Zwykle rozpatruje si¢ prosty przypadek réwnania liniowego

(29) Y; = —'é’lyi—l—azyi—z—"'_'a‘ayj—.:""ej'
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Takie réwnanie nosi nazwe réwnania auloregresji rzedu s. Ograniczymy
si¢ przykladowo do rozwazenia réwnania autoregresji drugiego rzedu.
Jak wiadomo [1], w tym przypadku rozm@zame réwnania réznicowego
(29) sprowadza sie do posta,cl :

(30) Y,. = p’ (4 cos0ij - Bsinbj) -+ Z Eigi_is1s
1=0
gdzie
cosd = 4 p = Va, & = 2 P sindi
) -_— - 2 [
2Va, ’ Via—} ’

przy dodatkowyeh warunkach 0 < a, < 1 oraz 4a,—a > 0. Te wa-
runki majg znaczenie praktyczne, w szczegélnodei warunek a, <1,
a wige p < 1, w przeciwnym bowiem przypadku ze wzrostem j waha-
nia ¥Y; rostyby nieograniczenie. Jak wida¢, ¥; sklada si¢ z dwoch czlondw:
Pierwszego harmonicznego z tlumionymi wagami oraz drugiego — re-
dniej ruchomej z nieskonczonej liczby skladnikéw o wagach ;. Przesu-
wajge poezatek ukladu mozemy dowolnie zmniejszyé eczlon plerwszy
i rozpa,trywa,é jedynie serie

(31) Y; = 2 Eigj_iq1-
=0

- Dla serii §redniej fuchomej o skoficzonej liczbie wyrazéw zachodzi
(por. § 4) nastepujaca zaleznodé:

(32) | | o(k) = ;2r-a,rcsini(k).

Dla rozpatrywanej serii klasyezna funkcja autokorela,ey]na, jest
(zob. [1]) postaci

i Sin(k0 -+ %)
sin¥

14 p2
tgd.
—p g

(33) F(k) = , gdzie tg¥ = -

Przyjmujge prawdzlwoéé relacji (32) dla sredniej z meskoﬁczone]
liczby elementéw, znajdujemy z (22) i (23)

(34) 5(k) =2 aresi [ki‘P__’fL’ﬁ{’_]
| o ( ) - arcsin|p e .

Poréwnanie (33) i (34) wyka.zu]e, ze g(k) i 7(k) maja podobne wia-
Snodei: sy okresowym funkcjami gasngeymi o tym samym okresie
1 0 podobnym sposobie thumienia amplitudy (czynnik p*). Podobnie jak
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to bylo w przypadku serii srednich -ruehomych (por. § 4) réznica miedzy
7(k) a p(k) nie przekracza 0,21.

§ 8. Technika obliczania wspolezynnika o(k) korelacji znakowej jest
bardzo prosta. Po scentralizowaniu serii ofrzymanej z do§wiadczenia
przez odjecie od wyrazow serii oryginalnej ich §redniej, tworzy sie od-
powiadajaca serie¢ znak6éw plus i minus, przy czym znak plus (minus)
stawia sie, jesli wyraz serii scentralizowanej byl wiekszy (mmniejszy) od
§redniej. . - |

Dogodnie jest te serie znakéw napisa¢ w réwnych odstepach przez
kalke na dwoéch paskach papieru. Teraz ustawiamy paski kolo siebie
z przesunieciem o % znakéw i liczymy, w ilu miejscach znaki na paskach
sa zgodne. W ten sposéb otrzymujemy liczbe z, i stosujemy wzdr (2).

Mozna réwniez zarejestrowaé serie znakéw w postaci odpowiednich
otworkéw jednakowo rozmieszczonych na dwéch paskach (rys.1). Znak
plus zaznaczamy otworkiem nad osig, znak minus pod osig. Pasek a
ma dodatkows skale numeréw k, a pasek b ma okienko. Aby znalezé z,
wystarczy polozyé pasek b na pasku a tak, zeby w okienku byl widoczny
numer % i policzyé otworki przeswiecajace przez oba paski.

a
+ o 00 O O O 000000C 00 o O O O 000

~ ¢ N S8
O TN FOON®AJTVIDIDLTPTE

- O O o O O 000 oo 00 O O O O O

A AN A AN

N

b
+ O 00 O O O 0000000 0O O ©C O O 000

O
- 0O 0 0 0 0 000 0O 00 O 0 ¢ O o

L A amn svenys

Rys. 1

Obliczanie o(k) jest bardzo szybkie i latwe oraz daje mato okazji
do pomylek; mozna je powierzyé personelowi, ktéry nie zdolatby obli-
czyé r(k). Oczywifcie interpretacja autokorelograméw jest w obu przy-
padkach nielatwa i odpowiedzialna.

§ 9. Aby zilustrowa¢ podobienstwo korelograméw o(k) i r(k) wyja-
¢nione w poprzednich paragrafach, zrobilismy kilka doswiadezen. '
Najpierw zbudowano seri¢ liczb przypadkowych, skladajgca sie
z B0 elementéw pobranych z tablicy liczb przypadkowych. Autokorelo-
gram tej serii wyznaczony za pomocy obu wspélezynnikéw jest na
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rysunku 2. Sg tu pewne réznice w poszezegélnych punktach wykresu,
jednak charakter przebiegu obu autokorelograméw jest zgodny i w obu
przypadkach wskazuje przypadkowosé badanej serii. O zgodnosei §wiad-
czy réwniez wspdlezynnik korelacji klasyeznej miedzy obu autokorelo-
gramami wynoszaey 0,723.
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Rys. 3

I\Ta rysunku 3 powtérzono autokorelogram znakowy (k) z rysun-
ku 2 i dodano autokorelogram znakowy g (%) tej samej serii wyznaczo-
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ny jak poprzednio, z tg jednak rdznicg, ze centralizowano wzgledem
mediany. Jak widzimy, uzycie mediany nie zmienito charakteru przebiegu
autokorelogramu. Jest to informacja o tyle cenna, Ze w pewnych przy-
padkach latwiej jest wyznaczy¢é mediane szeregu niz $rednig, pozwala
to wiec na dalsze uproszczenie pracy obliczeniowej. -

Na rysunku 4 podano autokorelogram klasyczny i znakowy serii
czasowe]j zlozonej z B4 wyrazéw i przedstawiajacej wyniki préb wytrzy-
maloei cementu wyprodukowanego w pewnym okresie czasu. I w tym
przypadku, jak wynika z wykresu, charakter obu autokorelograméw
jest zgodny. Wprawdzie réznice w poszczegélnych punktach sg tu wigksze
niz w poprzednim przykladzie, jednak charakter przebiegu jest bardziej
zgodny, o czym §wiadezy wsp6lezynnik korelacji wynoszacy 0,801.
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- W trzeeim przypadku por6éwnanie przeprowadzono na serii czasowej,
przedstawiajgecej frednie roczne ceny pszenicy w okresie stu kolejnych lat
(rys. 5). Dane liczbowe przyjeto wedtug pracy [3]. Zgodnoié auntokorelo-
gram6w jest tu jeszeze lepsza niz w obu poprzednich przypadkach; wspoél-
czynnik korelacji wynosi w tym przypadku 0,877,

Por6wnanie wspélezynnikéw autokorelacji przeprowadzone na po-
wyiszych przykladach wskazuje, ze zastapienie metody klasycznej me-
toda znakows, znacznie prostszg i latwiejsza w obliczeniach, jest mozliwe
i nie wplywa powainie na ostateczne wnioski. Nalezy tu zwréeié uwage,
%o wnioskowanie z autokorelograméw, zaréwno klasycznych jak znako-
wych, jest ryzykowne, gdy seria jest krétka (n male).

_ Podezas prac w Lédzkiej Wytwérni Papieroséw (w roku 1956) nad
polepszeniem jakofci papierosé6w metodami statystycznymi zajeto sie
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miedzy mnymi kontroly Srednicy papierosa. W czasie badan zauwazono,
ze mimo dokladnego uregulowania maszyny papierosowej wyproduko-
wane papierosy przy zachowaniu innych wlasnoéei na odpowiednim
poziomie majg réine srednice, co odbija si¢ niekorzystnie na tzw. nabiciu
papierosa. Dalsza regulacja maszyny nie usunela tych réznic.
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Nasunelo sie wéwezas przypuszezenie, Ze zmiany w $rednicy mogg
bowstawaé wskutek wad tadmy formujacej walek papierosowy, ktéry
nastepnie tnie si¢ na papierosy. Jeden obieg ta§my w kolo trwa okolo
2 sekund i daje 44 papierosy. Gdyby przypuszczenie bylo sluszne, wowezas
zmiany grednicy musiatyby wystepowaé cyklicznie. Aby to wyjasnié,
Postanowiono zastosowaé metode autokorelacji znakowej.

Poniewaz ze wzgledéw technicznych niemozliwe jest pobieranie
Z maszyny papieroséw w kolejnosei ich wyprodukowania, pobrano
93 papierosy, biorge co drugi kolejny papieros. Zmierzono §rednice kazdego
Papierosa w obu jego koncach. W ten sposéb otrzymano 186 pomiaréw
Srednicy w kolejnych punktach przecigeia walka.

Aby zmniejszyé wplyw przyczyn ubocznych, wyréwnano otrzy-
Mmany szereg czasowy, obliczajac §rednig ruchomsg z 5 elementéw o jedna-
kowych wagach. Nastepnie obliczono wartosci kolejnych wspélezynnikéw
autokorelacji od 1 do 94 i sporzgdzono autokorelogram (rys. 6).

Uzyskany wynik wskazuje wyraZnie istnienie cyklieznych zmian
Srednicy, Dlugoéé cyklu wynosi 43-45 papieroséw. Poniewaz dlugosé
ta pokrywa, si¢ z ilofcia papieroséw mieszczacych sie na obwodzie tagmy
Papierosowej (okolo 44 papieroséw), wiec hipoteza, ze powodem byla
Wwadliwa tagma, uzyskata mocne potwierdzenie.
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W nastepnym doswiadezeniu z inng taémg uzyskano nowy ciag
188 pomiaréw. Odpowiedni autokorelogram pokazano na rysunku 7.
Nie widaé tu wyraZnej cyklicznoéci, ktéryg mozna by przypisa¢ wadom

tasmy.
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Dalsze dofwiadczenia da.waly korelogramy podobne albo do rysunku 6,
albo do rysunku 7.

Ostateczny wniosek byl taki, ze zdarzajs sie tasmy z pewnym typem
wad wplywajseych w sposéb znany i niekorsystny ns wilasmoéel uzy-
tkowe papieroséw. Pokazalo si¢ nastepnie, e wady te.ss ukryte, ogyli
ze nie moina frodkami badania dostepnymi obecnie odréinié teémy
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dobrej od niedobrej przed jej zalozeniem do maszyny papierosowej.
Przypuszezamy, ze tasmy pochodzace od pewnego wytwérey sa prawie
zawsze dobre. Mozna by to sprawdzié ponawiajac do§wiadezenia opisa-
nego typu.

Nie zamierzamy oczywiscie zapisywaé tych wszystkich wynikow
na dobro autokorelacji znakowej, mozemy jednak stwierdzié, ze kore-
logramy staly si¢ punktem wyjseia do analizy technicznej.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 31. 12. 1956

N MEKYJBCKHH, A. OXEP®EJDbJ, B. PYACKHH (Bapmasa)
3HAKOBAA ABTOKOPPEJIOI'PAMMA
PESIOME

Oycrs &, ., ..., T — DOCTeKOBATEALHOCTS XeHCTBHTEIbHHX 4YHuCeNd, HABAA-
ONWMXCA peanusanuAMH HOCHEKOBATEIBHOCTH CAYYANHHX IEPeMEHHHX {X;]. 060-
3HaunM 4epes E(X;) omumgaeMwe 3HAYEHHA, ueped y; — PAZHOCTH Xy — E(X;).

CocraBaseMm mocienoBaTebHOCTH BHB.HOB_A{S.ign(yigi_l_k)}. Hyers -B arolt mocxe-
AOBATEILHOCTH MMEETCH 2% BHAKOB MIKC. BHpakenne ‘o(k) = 22pf/(n—k)—1 HasmBaem
Koafpuyuenmom srarxoeoii aemoxXoppessyun . KOHEUHOTO PAJA nopagka k.

) B oaroit crarpe -OKa3aHO, 4TO Roé(b([mnneu'r o(k) nmeer mopdOHBle CBONCTRA,
HaR Knaccuyecknit Koappunuenr asrokoppenamun r(k), a npumenenne g(k) 3sHayuTean-
HO nmpome npumenenun (k).

Ecan ppemennolt pap “cocraBieH myTeM NPHMEHGHHA IO IBHMKHON cpepHe
Beca a; (1 =1,2,..., m) K HOCAEN0BATENLHOCTH HE3ABHCHMMLIX CAYYARHHX BeJHYHH
€7 € OIWMHAKOBHIMHM pacHpejeneHHAMH, TO ouAaemoe 3suavenme (k) = K (o(k))
" KOPpeIANMONHAH (YHKLIUA B COBOKYNHOCTH, 06osHayeHHanm yepes r(k), CBA3AHB
Panencrsom ¥ (k) = sin o (k)§n].

) Ecnu Bpemenno#t paj ABiAeTcA Tak HA3HBaeMKM aBTOPErpecCCUOHHKM PAXOM,
To 7(k) m g(k) cyrs saryxamue mepuofuyeckne PYHKIHH ¢ OJMHAKOBHMH IiepHO-
faMz M MOROGHHM 3aTyXaHmeMm AMILIATY X,

OTH peByIbTATH AHATOTHYHH pesyupraraM, NMONYyYeHHHM APYr#¥M NyTeM B pa-
[4]. Ecan Bpemenmoft pax ects Tak HasmBaeMulk rapMoHMYecKu# paAx, To (k)

ABIAGTCA NepHOAHYECKO# Pyumrmuedr, a e(k) asnserca c¢ Goabmum NPEGAHMKEHmEM
nepnonuyeckot PyHkmmeit Toro e nepuoxa.

Gore
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- B axcoepumeHTANBHOM YACTH NOCTPOEHH KIACCHYECKUE H BHAKOBHE aBTOKOppe-
SIOTPAMMBL ISl BPEeMeHHHIX PANOB MBBECTHOH CTPYKTYPH M BPeMEHHHX DHAKOB, IOJLy-
YeHHHX N8 BKCHEPHMEHTA, NPHYeM KAMABI Pas MOJYUYEHH X0POIIO COIIACOBAHHEIE
PesyabTaTHL.

Hakonen nokasaHO IpHMeHeHHe 3HAKOBO an’rozxoppenorpaMMH K JHarHoay
HEKOTOPHX MOTPemHOCTell B NMPOUBBOJCTBE IIAMHPOC.

P. MIKULSKI, J. ODERFELD, W. RUDZKI (Warszawa)
SIGN CORRELOGRAM

SUMMARY

Let #,, 7,4, ..., %, be a sequence of real numbers which are realizations of
a sequence of random variables {X,;}. Denote by E(X;) the expected values and by Yi
the differences z;— H(X;).

We form a sequence of signs {sign (yiy,-+k)}.

Suppose there are zx ,,plus” signs in this sequence. The expression o(k) =
= 2/(n—k)—1 is called the sign correlation coefficient of a finite series of order k.

In the present paper it is proved that the properties of g(k) are similar to
the properties of the classical, empirical correlation coefficient r(k), and that the
practical applieation of ¢(k) is much simpler than that of »(k).

If a time series is formed by applying 'a moving average with the weights
ai (1 =1,2,...,m) to a sequence of independent random variables e with identical
mstmbutlons, then the relation hetween the expected value g(k)= E(g(k)) and
the correlation function in the populatmn denoted by #(k) is ¥(k) = sin[g (k) 3m].

If the time series is the so called autoregression series, then 7 (k) and g(k) are
periodic damped funetions with identical penods ‘and a similar manner of damping
the amplitudes.

These results-are a.naloglca.l to those obtained on different lines in [4].

If the time series is a so called harmonic series, then (k) is a periodic function
and g(k) is an approximately periodic function with the same period as r(k).

The experimental part contains the construction of classical and sign correlo-
grams of time series with a known structure and of time series obtained from expe-
riment, good agreement being obtained each time. Finally, the authors show the
application of the sign correlogram to dmgnose certain defects in the production
of cigarettes.



