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Une remarque sur ’évaluation de la région d’attraction
de la solution banale d’un systéme d’équations
différentielles piloté avec le parameétre retardé

par Z. MikorAJSKA (Krakdw)

Dans la note [1] A. M. Letow a envisagé I’éqution différentielle

(1) y'=g(y,t)—{—m(y,t)§, Y=Yy s Yn

ou le pilotage & doit étre choisi comme fonction de (y, t), & = £(y,t) de
telle maniére que ¥y = 0 soit une solution asymptotiquement stable (au
sens de Liapounoff) pour 1’équation

2) y =gy, ) +my, 1)y, ).

Letow a évalué la fonction &(y,t) dans le cas ol ¥ = 0 est une solution
asymptotiquement stable de 1’équation

(3) Yy =g(y,?)

et la fonction de Liapounoff pour I’équation (3) est connue.

Dans la présente note mous envisageons une équation différentielle
plus générale et nous évaluons la loi de pilotage £(y,?) sans connaitre
la fonetion de Liapounoff V (y, f). Nous évaluons aussi la région d’attrac-
tion de la solution ¥y = 0 de ’équation envisagée. Le théoréme en question
est basé sur le théoréme de la stabilité asymptotique de la solution y = 0
de I’équation perturbée

(4) y' @) = X(t,y(t+9)-+R(, y(t+9),

ol y est un vecteur dans l’espace de Banach B; X(t,y(-)),R(t,y(-))
sont des fonctions a valeurs dans B et définies dans EX B, ol £ = —

<t< + o0, B est Pespace des fonctions continues y(?#) dans l'intervalle
—7< 9 <0 avee la norme

ly (PP = suplly(d)] pour —z<I$<0,
lyl] étant la norme dans B.
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On suppose que x = 0 est une solution asymptotiquement stable de
I’équation
(5) al (1) = X{t, x(t--9))
et que la region d’attraction de la solution # = 0 de I’équation (5) contient
la boule

(O < .
Le théorcme de la stabilité asymptique de la solution # = 0 de 1’équ-

ation (4) dans une boule convenablement choisie est une généralisation
du théorcme de Shimanow et Judajew [2].

1. Le théoréme de la stabilité asymptotique de la solution z = 0 de
I’équation perturbée.

Hyrorakst H,.

(1) X (¢, =( ')) est une fonction continuwe par rapport & t pour t > 0,

(2) X (t, «(-)} satisfait & la condition de Lipschitz
(1.2) X (¢, () — X(t, 2(8)][| < L1E() —2(9)],
(1.3) X (t,0)] =0 pour t=0.

ITyrorueses M,. Il existe une fonction ¢ (ty,t) continue pour t=>= 0,
1o > 0 telle que

(1) qlty, t) est décroissant par rapport a t,

(2) ez ¢, ) =1, limg(t,, 1) = 0 pour t, = 0 telle que

{—o0

(3) pour chaque solution x(t) de Uéquation (5) telle que

a(ly+-0) == 2o (F)  pour o1 9,

(1.4) 2o (D@ < o <7
et que soit vérifiée Dimégalité
(1.5) (¢4 9)][@ < o (NP @ltey 1) pour ¢ 1.

Hyrornises H,. Il existe une fonction w(l) conlinue pour t >0 et
telle que
(1.6) IR(t, y (M) < p@lly D pour t=0 et |ly(9)]".

Hyrorukses H,.

(1) Supposons qu’il cxiste un k, 0 <k <1 et une suite {T,}, {y.}
Yu=>0,T,>0, T, ,>T,, T, > co tels que

Ty 41

(1.7) = [ w(e)ds

Ty
et

(1.8) pue"n L) 4o (T, T, ) < K.
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TutorEME 1. (1) Sous les hypothéses 1IL,, IL,, Hy, H, la solution
y(t) = 0 de Uéquation (4) est a symptotiquement stable.
(2) La région d’attraction contient la boule

llz (9 < Ke.

Démonstration du théoréme 1. Nous démontrons la stabilité
asymptotique pour t, = 0 (pour ¢, >0 la démonstration est analogue).
Envisageons Pintégrale ¥ (t) de I’équation (4) avec la condition initiale

(2.1) Y(3) = yo(?) pour —r<I<0,
(2.2) o (M < Top.

Nous allons évaluer |y (¢t + @) pour t+ 9 = 0.

Introduisons la suite des solutions 2"(f) de ’équation (5) valable
pour t > T, et telle que '

(2.3) a"(t) =y(t) pour T,—z<t<LT,.
Désignons par », une suite de constantes telles que
(2'4) II‘vn(Tn'i' 0)”(“) - ”y(Tn'}"ﬁ)”(U) S
En vertu de (2.2) on peut poser
(2.5) ry = ke < e,
(2.6) |y (t+N <yt 4-9)—a" ¢+ )|+ ()@ pour ¢ 0
d’on, en vertu de (1.5) et (2.5)
2.7 e+ <ly@E+9) —a" ¢+ +7up(Tay )  pour t>T,.
11 reste & évaluer |ly(t--¢)—a"(t-+9)|”. De Iéquation (5), (4) et (2.3)
il s’ensuit que
t
(28)  ly@—a™Oll < [{|X (s, y(s+9)—X(s, (s + )+
Tﬂ
+{R(s, y(s+9))|}ds
¢ t
< [Lly(s+9)—a"t+N|ds+ [lly(s+9)y(s)ds pour t>T,
T, T,

d’ou, en vertu de (2.6),

1
29)  Iy(+9)—a" @+ < [Llyls+0)—a(s-+ ) ds+
Tn

t [
+ [ vy (s+8)—a"(s+ ) ds+ [ la"(s+ )| p(s)ds
T, Ty

pour t =T, ,+ .



96 Z. Mikotajska

En vertu de (1.5) et (2.4) on a donc

(2.10) [y (t+9) —a" (49 < [ [L+p(e)]ly(s +8)—a"(s+ )| ds +
Tn

+¥uyn pour t>=>T,+ .
Pour T, —t<t+9<T, on a

]
ly(t+ ) —a™(E+ ) =0 < f[L—l—rp(s)]lly(s-{—ﬁ)_;D”(,g+.,9)||(t)ds+
Tn

+ 72 Vn.

On a donc linégalité (2.10) pour tout te [T,,,, T,]. De 'inégalité (2.10)
il résulte que

ly (¢4 ) —a™ (1 + 9)|) < 7y, exp f [L+p(5)]ds < 7pyneTnti=Tnltrn
T
" pour T, ,>t>T,
et, en vertu de (2.7),
(2.11)  |lyE+ N < rppa@ntinir=T) Ly, o(T,, 1) pour Tpy, >t2T,,
ly @+ < 7y [yperntHEnt17T0) L o (T,,, 1))
< T (pp@ntEni1=Tn) o) pour T, <t < Ty
et, par suite, pour ¢t =T,,, on a
1Y (T + NP < 1 (ypent Hner=T0) 4 (T, T, ).

Supposons que

1, < K*o.
En vertu de (1.8) et (2.5) on a donc
(2.12) ”f’l(Tn+1’|‘19)“(a) <k**%9, n=0,1,..,

et, par suite, on peut poser pour tous les » =0,1,2,...
r, = k"o,

On a dans lintervalle 7, << T,

(2.13) ly -+ < B o (k+o(Th, Tp)) < Ko (k+0).

et, par suite, pour ¢t — oo, |y(t+9)|® — 0.
D’une facon analogue on peut évaluer la solution y(¢) définie pour
{ > 1, > 0. Posons

1y (8 + )|I* < ke-
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On obtient pour T, <1, < Ty

¢
ly (t+ ) — a0+t + ) < royn exp] [ (L+p(s))ds)
Tpyt1 ‘o

<ro7,0xD [ (L4p(0)ds < roppeatHImE I,
Tno

ly (¢ + DD < 7 Vn 0% Py s+ L Tngimgr— Tngrn)} + @ (Togsn+1)

pOUI' Tn0+n < t < Tn0+n+1
et par suite

ly ¢+ <&+ o(k-+¢) pour Tno-.kn St Toginta
et en vertu de (1.8),
19 (Tpn+ N <& pour n =0,1,...

3. TutorBME 2. Sous les hypothéses H,, H, il existe pour chaque Fk,
0 < k& <1 une suite {T,} et une suite {y,} satisfaisant & Dinégalité (1.8) et,
par suite, il ewistent des fonctions y(1) telles que pour les perturbations R (t,y (9))
satisfaisant a (1.6) Véquation (4) reste asymplotiqguement stable.
Démonstration. On a
(0,0)>1>%k, e ¢(0,t)—>0 pour t— oo.

Choisissons T, > 0 tel que

et y, tel que

par exemple
Yo =106 " <1gy Y€ < 7€ €™ = 7,.

Supposons que nous ayons défini T',, T, ..., Tp, ¥4y Y1y +++y Yn—1. ON peut
définir T,., et y, en posant

k _ k L B
(P(Tna Tn+1) = ?1 Tn+1 =9 l(Tm E‘)a yng"n < Ee T2~ Tn) — N, >0,
par exemple
Yn = M€ % < Ny

Les suites T, et y, étant ainsi définies, les hypothéses (1.8) sont
satisfaites et, par suite, pour y(t) satisfaisant a (1.7) ¥y = 0 est une solution
asymptotiquement stable.

T — Annales Polonici Mathematici XXVIL1
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4. ExgmpLE 1. Envisageons 1’équation différentielle

(4.1) 2'(@) = T o) +r(t, z(t+9) ol —7<I<0, t=0.
Supposons que _
(4.2) (e, y (D)@ < v @Iy ()@ pour t=0
ou la fonction w(¢) satisfait & la condition
; » Tpy
(4.3) [ (e <y,
Tn
ol
2 n
()]
2\" k
T, =3 " T T, =2,
1—=
k
Eo—s(2) (2 -1)—o(2)n
(4.4) N X bl e,
par exemple
Y S ;{nehzna

A = _Ee[a(%)n(%—l)_,(%)nﬂl .
"2

De notre théoreme 1 il résulte que x = 0 est une solution asymptotique-
ment stable de 1’équation (4.1). Il suffit de poser

1+,
. pour 1 > i,
(4.5) @ty t) =11+t
1 pour t, —r <t <,
et
@ (%o, ?) :"&’(tmtl_f) pour #, < t.
Dans notre exemple ’équation (5) a la forme
(4.6) ‘ @' (t) = = x(t)
) 14t
et chaque solution de (4.6) est de la forme
141
x(t) =m<°)——+—° pour t >1£,>0,

14t
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c’est-a-dire
l2(8)] < |lT (P (8, 8)  pour ¢ > 1,.

Pour {,—t<<t<t, on a

z(t) = xo(t) pour t,—t <t <t
et par suite
lz ()] < lleg (b + ) @ty 1) poUr to—1, << 2y,

@(t,, t) étant décroissante on a
@ (84 9)] < %0 (o + D) Pltoy t+8) < 1e@ (L, t— D) = rog(ty, 1),
c’est-a-dire '
2t 4+ ) < [l (o + D) @ (to, 1)
Evaluons ¢(T,, T,,,):

1+T
(4'9) (P(T'rn Tn+i) = =

1+Tn+1—7

et par suite, en vertu de (4.8), pour n» =0, 1,2, ...

14T,
T, T, )=——""
@(Try Tuyi) 14Ty —7
n
A2V (5]
f +7 ) 3(2)n+ 'n—l(2 i
— e — ‘r —
- 1% vl Tk
- 9 \n+1 9 \n+1 noro\7
1—|— —_ -

1 ()ZH k.
G oG 2G)

On vérifie facilement que la fonction X (t, z(t+9) = — x(t) satisfait

14-¢
a la condition de Lipschitz pour t> 0 aveec L =1
ma(Z) o)+ k

k = k
yal W IR (T, T, 0) S 5 + e C oSty ok
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5. ExemMpLE 2. Envisageons le cas ou
(5.1) p(toy 1) = ¢ a>0
et supposons que ‘
0<y(s)<b.

Dans ce cas la condition (1.8) prend la forme suivante: il existe un 7' > 0
et un k, 0 < k <1 tels que

(5.2) I'(T) = bTe® DT ¢~ L k.
On démontre facilement que dans le cas ol
b<a
ilexiste T > 06t 0 < k < 1 tels qu’on a (5.2) et par suite (1.8) avec y, = T'b
En effet:
o) =1

ot

I'o) =b—a<0
d’ol on tire que I'(T) < 1 pour T suffisamment petit.

ExemMpLE 3. Un cas particulier de 'exemple 2 est ’équation

(5.3) o' (t) = —ax(t)+r(t, z(t+9)),
ou

(¢, @+ )| < blla(t+ ),
0<b<a.

Remarque 1. Le théoreme donné par ’exemple 1 ne peut pas étre
obtenu du théoréme de Schimanow et Judajew, car il n’existe pas de
constante § > 0 telle que

14t
_—D_ < ¢ Fl-t)

our ¢ > i,.
1+t . P 0

6. Remarque 2. Dans le cas ou l'on a (5.1) et T, = {,+»T la con-
dition (1.8) prend la forme

yo e tET Lo~ < |
d’or
Pne"n < (k— o) 6~ ET

1
et, par suite, pour T > lni il existe un y > 0 tel que

(6.1) o < ye' < (k—e e T pour n =1,2,...
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d’ou il vient
+T
(6.2) f p(8)ds <y pour tout le r>0
pour chaque fonction y(s) satisfaisant & (1.7) et (1.8) avee T, = t,+nT.
On obtient ainsi les hypothéses du théoréme de Shimanow et Judajew

avec I’hypothése (6.1) au lieu de P'hypothése que y est suffisamment
petit.

Remarque 3. Posons g(T ) = (k—e T)e LT, On vérifie facilement

que chaque y > 0 satisfaisant & (6. ) doit satisfaire & 1'inégalité
6.3 = g(T
(6:3) a+L(a—|—L) 9(T),
ou

~ 1 a+ L

T=-—1 .

a n Lk

Il suffit d’évaluer ¢'(T). On a

g'(T) = ¢ L% {(a+ L)e™*T —kL}
et par suite

g(T) =0.
g(T)>0 pourr<T et ¢ (T)<0 pour T>T

d’ol il s’ensuit que la fonction ¢g(7') admet un maximum pour T = T.
EXEMPLE 4. Pour L = a on obtient

-~ 1 2
ve* <k}, T =—In—,
a k
c’est-a-dire dans le cas de 1’égquation
(6.4) a'(t) = —z(@)+rt, x4+ 9)
o1 la fonction r (¢, #(t -+ 9)) satisfait & l'inégalité (1.6)
(6.5) (¢, y @)@ < p@ Iy pour ¢>0
et
t+%ln2
(6.6) [ v@)ds <y, <ie,

¢

y(8) etant supposée uniformément continue dans l’intervalle [0, co). De
notre théoreme il découle que la solution z(t) = 0 de I'équation (6.4) est
asymptotiquement stable pour ¢ > 0.
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Démonstration. Dans le cas envisage on a

@(ty, 1) = e‘a(t't"), L =a.

1
Pour T =—In 2 on a
a

t+l]n2
a

[ w(s)ds <yo< }e7t,
14

p(s) étant uniformément continue il existe un k,, 0 < k, <1 tel que

t+ ln—

[ o< -

koe‘kO"’ K}
< vy pour 0 <t < o0

ot

1. 2 Rk
T="In— e y5=—¢ s
a ko 4

(11 est évident que dans (6.6) le nombre }e~* peut étre remplacé par un
autre nombre »* tel que y*¢* < 1). La région d’attraction dans le cas
envisagé est tout l'espace des fonctions x,(#) continues dans Pintervalle
— 1< 1< 0. C’est une conséquence du théoréme 1, car pour chaque ¢ >0
les solutions de ’équation

@' (t) = —ax(t)

telles que @(t) = x,(t) pour to—7 <t <1y, [[@,(t,+ 9 < ¢ tendent vers
zéro pour ¢ — oo et |lz(t+ 3| < |y (1o + )P e d’olr il resulte que
chaque solution de ’équation (6.4) telle que x(f) = x,(t) pour — <1< 0,
flwe (7)) < koo, tend vers zero pour ¢t — oo. Comme o est quelconque,
toute solution de (6.4) tend vers zéro pour ¢ — oco.

7. Apphcation du théoréme 1 au probléme du pilotage. Envisageons
I’équation

(7.1) Yyt =X, y@t+8)+r(t, yt+9),u).

Supposons que x = 0 soit une solution asymptotiquement stable de
I’équation

(7.2) & (1) = X(t, w(t+9))
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et que la région d’attraction de I’équation (7.2) contienne la boule
llz () < 7.

Admettons les hypothéses H, et H,. De notre théoréme 1. il découle que
pour conserver la stabilité asymptotique pour I’équation (7.1) il suffit
de choisir la fonction %({, z, y) de telle fagon que '

(s v+ 8, ult, y(0), y e +9))) @ < w0 ly -+ 8)|
pour ¢ >0, |y (t+9)|? < o, ol »(¢) satisfait & ’hypothése H,.

8. ExempLE 5. Envisageons 1’équation

(8.1) () = —aw(t)+bx(t—h)+u, a>0.

Pour obtenir le cas de I'exemple 3 il suffit de choisir u = u(t, z, y) telle
qu’on ait : o
b (8 — b)Y+ u(t, #(2), #(t— )| < cllw(@— P,
d’on il vient o
e, @ (2), 26— W)™ < Bllw(t— NP,
par exemple

(8.2) u(t, z,y) = a(t)z+B(t)y,
ol
(8.3) BB+ e <c< a.

Une autre condition suffisante pour la stabilité asymptotique de 1’équ
ation (8.1) s’obtient de ’exemple 4. On voit que la fonction « (¢, z, y) de
la forme (8.2) peut étre prise quelconque telle que

(8.4) 16+ () la(t)] < w(2),

ou y(t) satisfait & la condition (6.6).
Dans le cas de 1’équation

(8.5) &'(t) = —aw(®)+ba(t—hy)+ ... +by@(t—h,)+u,

oira>0,0<h <h,<...<h, on peut utiliser la fonction v = u(¢, z,,
Zyy ...y &,) do la forme

n
(8.6) u(t, @y, @y, ..., @) = a2+ D) Bi(1)a,
j-:l
ol

(8.7) la@)l+ ) b+t <o<a
i=1
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ou bien

n
(8.8) la(®)]+ D 1b;+ ;1) < (1)
j=1
et y(t) satisfait & (6.6).

Pour chaque fonction % de la forme (8.6) satisfaisant a (8.7) ou a
(8.8) la solution # = 0 de I’équation (8.5) est asymptotiquement stable
et la région d’attraction est tout l’espace des fonctions z,(?) continues
dans Pintervalle —h <7< 0.
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