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Einleitung. Gegenstand dieser Abhandlung sind die durch eine
gegebene Funktion (z.B. identisch verschwindende) einseitig beschriank-
ten Losungen der Funktionalgleichung

1) elf(@)]+9(@)p(@) = F(z),

wobei f(z), F'(z), g(#) bekannte Funktionen in einem Intervall I bedeu-
ten, wahrend ¢(x) unbekannt ist.

Dieses Problem ist von der Frage nach den im gewdhnlichen Sinne
beschrinkten Losungen einer Funktionalgleichung unabhéingig. Derartige
Gleichungen konnen eine Menge beschrinkter Losungen, jedoch nur eine
einzige durch eine gegebene Funktion einseitig beschrinkte Losung
haben. Z.B. hat die Gleichung

(2) p(z+1) = —¢(x), Z € (— o0, 00),

eine und nur eine nichtnegative Losung ¢(x) = 0; um aber eine beschrankte
Losung zu erhalten, geniigt es eine beliebige beschrinkte Funktion im
Intervall (0, 1) anzunehmen, und sie nach der Gleichung (2) auf das
ganze Intervall (— co, oo0) zu erweitern.

Es ist auch maoglich, wie z.B. im Falle der Gleichung

(3) p(x+1) = 2¢(2) , Z € (— o0, o)

dafl es nur eine beschrankte Losung ¢(z) = 0 gibt. Anderseits aber jede
beliebig im Intervall <0, 1) angenommene nichtnegative und gemif (3)
erweiterte Funktion, bietet eine nichtnegative Losung der Gleichung (3).
Die folgenden Betrachtungen behandeln die Existenz und die Ein-
deutigkeit einseitig beschriankter Losungen der Gleichung (1).
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SaTz 1. Ist die Funktion F(z) im Intervall I stets nichtnegativ, oder
stets michtpositiv, ist weiter g(x) > 0 in I, f(I) C I, und schlieBlich

) tim FL @)1 F[f(w)] —o
e 7,1=71 gl (@)]

fiir jedes zel,

dann gibt es hochstens eine Liosung der Glez’chuﬂg (1) met konstantem Vor-
zeichen in I und zwar

(5) pl)= > (-1 TN
= I g’ @)

Ist auBerdem
) gl @UFIf @1 = IFIf @), i=0,1,2,.., zel,

dann ist eine nichinegative, oder mnichtpositive Liosung der Gleichung (1)
vorhanden.

Beweis. Nehmen wir an, dal F(z) > 0 in I, Es ist offensichtlich,
daBl die Funktion ¢(x), falls sie in I ein konstantes Vorzeichen haben
soll, nichtnegativ sein mufl. (Ist dagegen F(z) <0 in I, dann ist ¢(x)
gleichfalls nichtpositiv).

Angenommen, daf3 die gesuchte Losung der Gleichung (1) vorhanden
ist, dann erfiillt sie die Bedindung

F (o) —g[f(2)] _F(2)

® =" @
Dann ist
FLf(2)] —o[f*2)]
Pl ()] = =
Setzt man die obere Formel fiir ¢[f(z)] in (7) ein, so ist
(@) — F(x)g[f(z —F[f(w ]thp[f2 z)] g[f(m)] —F[f(w)]
z)g(f(= = z)gf(z

Berechnen wir die Reihe nach ¢[f%(z)], ¢[f*(x)], ... so erhalten wir fiir
jedes natiirliches »

n n

2 (OF@N ] 9if @)+ (0" el @]
(8) p(@) = =" =i :
I g7@)]

=0
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Es sind folglich fiir jedes natiirliche % die Ungleichungen richtig

o i‘ﬂl(_l)f I o o N gy PO
=0 [T g1f'@)] = ] glf')

d.h, ’

(10) #(2) € (Sas(®) ; Sais(@) + @) = I,

wobei S:z—1(z), asx(z) entsprechend die Teilsummen und die Glieder der
Reihe (5) sind.
Da laut Voraussetzung (1)
lim|I;| =0,
k—o0
kann nur ein ¢(z) die Ungleichung (9) erfiillen, demnach kann es héchstens
cine Losung der Gleichung (1) geben. Gibt es ein ¢(z), das die Unglei-
chung (9) erfiillt, so ist leicht ersichtlich, daf} die Reihe (5) konvergent
1st und zwar gegen ¢{(x).
Aus (10) folgt namlich, daB die Teilsummen S;;_,(z) die Ungleichung

(11) P (2) —azi(r) < Sax-1(2) < ()

und entsprechend, die Teilsummen Sq(x) die Ungleichung
(12) ¢ (@) < Sai(w) < () + a2r-1()
erfiillen.

Die Summen Sii(z), S:x—1(z) konvergieren also gegen ¢(z), d.h.

o)

V' 1y FU@)
i=0 I glf' ()

j=0

p(x) =

Es trete jetzt die Voraussetzung (6) ein, die die Ungleichung

(13) | Fif'(@)] _ FIf(@)]

i+l

Hgif'@n I glf'@)

nach sich zieht. Die Glieder der Reihe (5) bilden also eine nach Null ab-
nehmende Folge, und die Reihe selbst, als die Summe von gegen Null
strebenden Gliedern mit wechselndem Vorzeichen, ist konvergent.

Es bleibt noch zu beweisen, dall die Reihe (5) eine stets nichtnegative
Funktion und eine Lisung der Gleichung (1) ist. Bekanntlich ist:

F(z) F[f(@)]
gl’(m)>sr(ar) g(ﬂv)g[f(av)]2 '
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Nach Einsetzen der durch (5) gegebenen ¢(x) in die linke Seite der Glei-
chung (1) erchalten wir:

g ) i+1 % g
2(_1); Pl (2)] 1 (@) 2(_]). lj’[f (fi)]
0 17 gl f (@) i=0 ] glf'(@)]

i

j=0 j=0
22 i+1 .
Z( ) ﬂf (w)] (_1 ) F[f —F(w)
i= 17 glfi(a)] =0 ]Q gl f(x

Die Reihe (5) ist folglich eine Loésung der Gleichung (1).
Bei F(x) < 0 verfahren wir analog.

Bemerkung. Bei F(x)=£0 wird die Losung der Gleichung (1) nicht-
trivial sein, ist dagegen F(z) == 0, so ist eine Losung stets vorhanden,
und zwar ¢(z) = 0.

Satz I1. Es erfiille: die Funktion f(x) im Interval I = (a,b), oder
[ = <a, b) die Bedingungen
(14) f@>=, f(DCI,
die Funﬁtz’on g(x) die Bedingung
(15) glzy=1 in I
und es sei I'(x) eine in I monotone Funktion fiir die

(16) lim F(z) =0 gilt.

x—h~

In diesem Fall hat die Gleichung (1) stets genau eine Liosung mit kon-
stanten Vorzeichen, die durch die Formel (5) gegeben ist.
Beweis. Nach Voraussetzung (14) ist fir jedes z e I lim f*(x) == b.

n—>0
Nehmen wir weiter in Betracht die Voraussetzungen (15) und (16) so
bekommen wir

” glf'(®)]>1 fir jedes natiirliche 7,
und
lim P[fi(x)]=0.

i—>»00

Somit ist die Bedingung (4) erfiillt.
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Aus (14) und aus der Monotonie der Funktion F(z) folgt
IFLf (@) = [P @)]

und nach Beriicksichtigung der Voraussetzung (15) ergibt sich die Un-
gleichung

gL @ (@) = IFLf (@) -

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes I erfiillt, es gibt also tatsicht-
lich genau eine Losung der Gleichung (1) mit konstantem Vorzeichen
in I.

Wir kommen zum gleichen Ergebnis, wenn f(z) < # in 7 und lim F'(x)
—>qt
== 0 bei monotonem F(x). :

Das obige Problem kann verallgemeinert werden, wenn wir Losungen
der Gleichung (1) suchen, die z.B. von unten durch eine gegebene Funk-
tion @ (z) beschrinkt sind:

(17) g(x) = Q) .

Die Funktion y(z) = ¢(x) —Q () misste somit nichtnegativ sein und die
Gleichung

(18) v[f(@)]+9(@)y(z) = G(2),

wobei G(x) = F(r)—Q[f(x)]—g(x)Q (x), erfiillen.

Sobald g¢g(z), G(z), f(z) die Voraussetzungen des Satzes 1 oder II
erfiilllen, so wird die Gleichung (18) genau eine Losung mit konstanten
Vorzeichen haben, und folglich wird Gleichung (1) gleichfalls genau eine
Losung, die der Bedingung (17) geniigt, haben.

Satz 1I1. Es sei
(19) gle)y <0 dn I,

und es habe F(x) einen konstanten Vorzeichen in I.

Damit die Gleichung (1) eine Liésung mit dem von F(x) entgegen-
seizten Vorzeichen habe, ist es notwendig und hinreichend, daf die Reihe (5)
konvergiere.

Beweis. Ist die Reihe (5) konvergent, so erfilllt bekanntlich ihre
Summe die Gleichung (1). Aus (19) folgt, daB

sgn(— 1) 4 = — —senF(z).

Somit besitzt auch die Summe der Reihe ein anderes Vorzeichen als F(x).
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Es sei nun z.B. F(z) > 0 und es gebe die Funktion ¢(z) < 0, die eine
Losung der Gleichung (1) darstellt. Aus (8) ergibt sich

_ ol @)
T grfnl

0> Sp(z) = ¢(2) = g(x).

Sp(z) ist eine fallende und von unten beschrinkte, folglich konvergente
Folge, die Reihe (5) ist somit konvergent.
Ebenso verhilt man, wenn F(x) < 0.
Um die Losung der Gleichung (1) des gleichen wie bei F(x) Vor-
zeichens im Falle wo g(z) < 0 und limf "(z) = a, zu finden, so geniigt
n—>o0o

es eine belibige Funktion mit bestimmtem Vorzeichen im Intervall
{@y, f(a:.,)) anzunehmen, und sie dann auf das ganze Intervall I derart
zu erweitern, dafl die Gleichung

plf(@)] = —g(@)p(x) +F(2)
erfullt wird.

Regu par la Rédaction le 9. 8. 1967



