ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1963)

J. NOWAK i M. WOJTAS (Wroclaw)

O KODACH MAKSYMALNYCH KORYGUJACYCH BLEDY*

Macierz prostokatng

T/ T

ktérej kazdy element jest 0 lub 1, nazywaé bedziemy kodem. Odlegloécig
dy; miedzy wierszami i-tym oraz j-tym kodu nazywaé bedziemy liczbe
miejse, w ktérych te wiersze §i¢ réznig. Przez A(n, d) oznaczmy kazdy
kod spehiajacy warunek d; >d dla 1 <4, j<m ¢ #j. Kod taki be-
dziemy nazywali kodem Fkorygujacym bledy. Przez A(m,d) oznaczamy
ilo§é wierszy kodu A(n,d), a wiec A(n,d) = m. B(n,d) oznacza ma-
cierz [b;] zalezng od kodu 4(n, d), gdzie
1, gdy @; =1,

by =
i1, gty ey =o0

WprowadZmy nastepujace dwa oznaczenia:

(1) kg = ) babp

T=1
Ooraz
B*(n,d) = B(n, d)B%(n, d),

gdzie BT (n,d) jest macierza transponowang macierzy B(n, d).
LemAT 1. ky = n—2dy.

Dowéd. Wybierzmy wiersz i-ty oraz j-ty kodu A (n, d) i odpowiada-
jace im dwa wiersze macierzy B(n,d). Wiersze te réznig si¢ w d; miej-
scach, a w n—d; sa identyezne. Stad k; = —d;+(n—dy) = n—2d;.

* Praca referowana na seminarium kierowanym przez doc. J. Bromirskiego
i prof. dra J. Slupeckiego.



174 J. Nowak i M. Wojtas

LeMAT 2. Jezeli macierz kwadratowa symelryczna [ay] stopnia n jest
nieujemnie okreslona, to

U2 = 0.
1<if<n

Dowéd. Dodajmy do n-tego wiersza macierzy [a;y] wszystkie po-
zostale wiersze, a w otrzymanej macierzy dodajmy do n-tej kolumny
wszystkie pozostale kolumny. Jak latwo zauwazyé, ofrzymana macierz

...............

n n
Z“ilzaiz-“ 2 Ay

| i=1 i=1 1<t i<n

jest znowu nieujemnie okreflona, a wige > ay > 0, jako minor gléwny
1<t j<n '
stopnia pierwszego.

TWIERDZENIE 1.

An,d) < dla 2d >n.

2d—mn
Dowéd. Rozpatrzmy macierz

N Ky eeo Kim
koyy ... kop -
B(n, d) = y m=A4A(n,d),
kmi Bz -.- m
gdzie k; jest okreflone przez (1). Macierz B%(n, d) jest nieujemnie okre-
flona, a wige na podstawie lematu 2

mn-+ Zk‘u =0.
157
Stad i z lematu 1 wynika, 2e
m/n,+2I (n—2dy) > 0.

$#9
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Poniewaz dla 1 £ j d;; > d, wiee mn-+m(m—1)(n—2d) > 0 i ostatecznie

2d

dla 2d .
2d—mn >n

m = A(n, d) <

Inny dowdd tego twierdzenmia podal M. Plotkin w pracy [1].

Kod o parametrach n, d majgcy maksymalng ilogé wierszy nazywamy
maksymalnym. Odtad przez A(n,d) bedziemy oznaczali kod maksy-
malny.

Dla kod6w maksymalnych A (n, d) jest liczbg parzysts [1]. Z twier-
dzenia 1 wynika wiec, zZe

- d
< dk 2d .
(1a) A(n, d) 2[2d—n] a >n
Korzystajae z tej nier6wnoéei i nier6wnoéei (por. [1])
(2) An+1,d) <24(n,d)

w przypadku, gdy #» = 2d, otrzymujemy
An,d) = A{(n—1)+1,d) <24(n—1,d) <

d
S4d——————=4d =2
2d—(n—1) "
to znaczy
(1b) Ad(n,d) < 2n.

Dla d nieparzystych oszacowania te moina poprawié¢ wykorzystujae
réwnofé (por. [2])

A(n+1,d+1) = A(n,d), d nieparzyste,
2 mianowicie

- d+1
—_— 1
(1c) A(n, d) <2[2d—|—1—n] dla 2d+1>mn,
(1d) A(n,d) <2(nt+1) dla 2d+1 =mn.

W. J. Lewensztejn w pracy [3] podal warunki dostateczne na to, by
w (1a)-(1d) zachodzily réwnosci.

Macierzq regularng (por. [3]) stopnia #» nazywamy macierz, ktéra po-
wstaje z macierzy typu Hadamarda (?) przez zamian¢ w niej elementéw
—1na 0. Jezeli W, jest macierzg regularng rzedu n, to przez — W, bedziemy

() Macierzq typu Hadamarde nazywamy macierz kwadratows [by], 1 <4, <=,
. n
by = 41, ktérej wiersze sg ortogonalne, tj. 3 bijbiyy = 0 dla ¢ #£ k.
j=1
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oznaczali macierz, ktéra powstaje z W, przez zamiane w niej 0 na 1 oraz
1 na 0.
LEMAT 3. Zatwo sprawdzié, ze zachodzi réwnosé

n 0 ia
R n
. : n—1 2
0 . 5 =N (n”—z ai).
n [Gn in

@ ... a,, ‘n

LEMAT 4. Jeseli zachodzi nastgpujqgea nierdwnodé

n
(@] >2 @
j=1
i#l1
dla1=1,2,...n, to ‘
all se axn

#0.

Gy ooe Opp

Dowéd lematu mozna znalezé w pracy [4].

LEMAT 5. Jezeli d jest liczbg parzysta, to wsréd kodéw maksymalnych
A(n, d) istnieje taki, w ktorym dy sq liczbami parzystymi (2).

Dowéd. Zauwazmy, ze jezeli lgczna ilo§é jedynek w dwéch wier-
szach jest liczbg parzysta (nieparzysta), to odleglo§é miedzy tymi wier-
szami jest tez liczba parzysta (nieparzysta). Podzielmy wiersze kodu
A(n,d) na dwie grupy. Do pierwszej zaliczmy te wiersze, ktére maja
parzysty ilosé jedynek, a do drugiej te, ktére maja nieparzysty ilosé
jedynek. Odlegltoéci miedzy wierszami w kazdej z grup, jak uczy uwaga,
83 liezbami parzystymi, a miedzy wierszami z grup réznych sg liczbami
nieparzystymi, a wiec 83 réwne co najmniej d4-1. Negujac (®) w jednej
z grup dowolng kolumne oftrzymujemy zgdany kod.

TWIERDZENIE 2. Jeseli d jest liczbq parzysia, 2d = n, oraz zstmeje
macierz typu Hadamarda stopnia n, to

Wa
A(n, d) = [—W

(?) Dowé6d tego lematu, podany przez prof. J. Slupeckiego, nie byl nigdzie
publikowany.

(3) Przez megacje kolumny (wiersza) rozumiemy zamla.nQ w tej kolumme
(wierszu) wezystkich O na 1, a 1 na 0.
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Dowé6d. Wystarczy wykazaé, iz maecierz B2(n, d) jest postaci

177

Tlo§é jedynek w ostatniej kolumnie kodu A(n,d) jest ré6wna iloei zer,
tzn. n. Gdyby tak nie bylo, istnialby wbrew (la) kod spehiajacy waru-
nek A(n—1,d) >n. Rozpatrzmy kod zlozony z tych wierszy kodu
A(n,d), ktérych ostatnie elementy sa 0. Udowodnimy, ze kod ten
jest macierza regularna; oznaczymy jg przez W, (kod zlozony z pozosta-
lych wierszy kodu A (n, d) oznaczymy przez W,). Usuimy z W ostatnig
kolumne. Jak latwo zauwazyé, otrzymali§my kod maksymalny 4 (n—1, d).

Macierz B%(n—1,d) zalezna od kodu A(n—1,d) jest postaci

ooooooooooooo

gdzie, w mysl lematu 1,
(3) ky=(m—1)—2d; < (n—1)—n=—1 dla 1 #j.

Z lematu 2 otrzymujemy

nn—1)+ D ky=0,
1<t Isn,ixf

2 na podstawie (3)

0 <nn—1)+ D ky<a(n—1)+n(n—1)(—1)=0.

1<l j<n,ixf
Stad i z (3) wynika, ze ky; = —1 dla 1 <4,j <n,% #j, tzn.

n—1 —1 —1

Zastosowania Matematyki, VII, 2

12
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a wige iloczyn macierzy zaleznej od Wj i jej macierzy transponowanej
jest réwny
n 0

0 n
czyli W jest macierza regularng. Nalezy jeszcze wykazaé, ze W) =
= —W. Wezmy kod zlozony z W} oraz i-tego wiersza kodu Wi (n+1 <
<% < 2n). Macierz zalezng od tego kodu oznaczmy przez B;(n,d).
Zbadajmy macierz

n 0 :ky
B%(”y d) = - ?
0 n km
ku . km n

gdzie k; jest okreSlone przez (1). Wyznacznik tej macierzy jest réwny
0, gdyz ilo§é wierszy macierzy B;(n, d) jest wieksza od ilo§ci kolumn.
Wobec lematu 3

Bi(n, d) = n”"‘(nz— Zn: kff) =0,
a wiee

n
Zkﬁ,- =n2 dla n+l<i<2n.

j=1

Z lematu 4 ofrzymujemy
n
(4) Dbyl =0 dla w41 <i<2n.
f=1
Poniewaz 2d; > n, wiee k; = n—2d; < 0 dla ¢ # j. Stad i z (4) wynika,
ze
n
(8) Dhy<—m w1l <i<,
in

a z (b), ze
k.,;,,' < —27&2,

1<i j<2n,iz]

a wiec suma wszystkich elementéw macierzy B*(n, d) spelnia nieréwnogé

(6) 2n2+ Z k’i}' < 0.

1<t j<om,i#]
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Wobec lematu 2 suma ta musi byé nieujemna. W (6), a zatem i w (5),
musi wiec zachodzié réwnosé. Z warunkéw

n
de— i 270,;,-:—% dla n+l <i<2n
j=1 j=1
wynika, ze dla kazdego 4 spelniajacego nieréwnosé n4-1 <4 < 2n w ciagu
Loy kigy ..oy by dokladnie jeden wyraz jest réwny —n, a pozostate sg réwne
0. W podobny spos6b wykazujemy, ze dla kazdego j spelmiajacego nie-
réwno§é n+1 <j < 2n w ciagu ky, ks, --., kn; dokladnie jeden wyraz
jest rowny —n, a pozostale sg réwne 0. Stad w kazdym wierszu i w kaz-
dej kolumnie macierzy B(n,d) poza gldwng przekatna jest tylko jeden
element réwny —mn, pozostale s3 réwne 0. Po ewentualnym przesta-
wieniu wierszy w kodzie A (n, d) macierz B(n, d) zalezna od tego kodu
przybierze postaé¢ (4). Tym sposobem zakonczono dowéd twierdzenia.

Niech w; bedzie i-tym wierszem kodu 4(n,d), —w; jego negacja.
Zauwazmy, ze jezeli odleglo§é dwoch wierszy w; oraz w; kodu jest ré6wna
dy, to odleglo§é wierszy —w; oraz w; jest réwna n—d;.

TWIERDZENIE 3. Jeteli d jest liczbq parzysia, n = 2d oraz A(n,d) =
=2n, to A(n+1,d) <4n dla n > 4.

Dowéd: Z (2) i (1b) wynika, ze A(n+1,d) < 4n. Wykazemy, ze
A(n+1,d) < 4n dla n > 4(*). Przypusémy, ze A(n+1,d) = 4n. Wy-
bierzmy taki kod maksymalny A(n+1,d), zeby dla 1 <4 ,j <4n,t #
#j,dy byly liczbami parzystymi. Istnienie takiego kodu zapewnia
lemat 5. Rozpatrzmy jedna z kolumn kodu A(n-1,d), np. ostatnia.
Tlodci jedynek i zer w tej kolumnie sg réwne. Gdyby tak nie bylo mie-
libysmy A(n,d) >2n. Po ewentualnym przestawieniu wierszy kod
A(n+1,d) mozna przedstawié w postaci

0

V: PR
0
Ay
‘1

gdzie macierze Ao i A, sa kodami maksymalnymi A(n,d), przy czym
n = 2d.
W kodzie
’ Ao
A'(n+1,d) = i,

(*) Dla n = 4 wykazano w [2], 26 A(n+1,d) = 4n, tzn. 4(5,2) — 16
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odleglodci d;; spelniaja warunki

{7 dy =>d—1
dla

1<<ig2n i 2041 <j < dnm

(8)
n+l <i<<dn 1 1<) <2n,

oraz dy > d dla pozestatych ¢, j.

Jezeli w macierzy 4, wystepuje wiersz w;, to z twierdzenia 2 wynika,
ze wystepuje w niej tez wiersz —w;. Aby dowolny wiersz w; macierzy
A, spelial z wierszem w; tej macierzy oraz z negacja tego wiersza warunki
(7), muszg zachodzié nieréwnofci d—1 < dj; <d+1 dla ¢,j spelnia-
jacych (8). Wynikaja one z uwagi podanej bezpofrednio przed twier-
dzeniem 3. Wezmy teraz macierz B’'(n+41,d) zalezng od A'(n+1,d),
a nastepnie B'?2(n-+1, d). Elementy k; tej macierzy speliajg nier6wnosei
—2 < k; <2 dla 4,j spelniajacych (8).

Roéwnoczesnie k; # 0, gdyz ky; = n—2d;, liczba n jest podzielna
przez 4, a dy sg liczbami nieparzystymi. Stad ky; = +2. Z twierdzenia
2 wynika, ze A, mozna przedstawié w postaci

gdzie W jest macierzg regularng.

Utwérzmy kod z n wierszy kodu W, i dowolnego, np. 1-ego, wiersza
macierzy A,; iloczyn macierzy zaleznej od tego kodu i jej maeierzy trans-
ponowanej jest

[~ 0 K |

gdzie &y, = k= +2,1=1,2,...,n.
Wyznacznik W ostatniej macierzy jest réwny O0; réwnoczefnie
z lematu 3 otrzymujemy

n
W =" (n”— 2 kf,,) =Y nP—4n) £0 dla n #~4,

i=l

a wige nie moze byé A(n+1,d) = 4n, gdy n = 24 # 4.
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WNIOSEK. Gdy A(n--1,d) jest kodem grupowym(®), n = 2d = 2,
E>2,1

An+1,d) < 2n.
Wykorzystujac wielokrotnie (2) otrzymujemy
Adn,d) <2™%+qg dla =« >24d+1.
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Praca wplynela 7. 11. 1962

E. HOBAK u M, BOUTAC (Bponzas)
O MAKCHMAJBHBIX KOHAX HCIHPABJAKIINX OMHUBERK

PESIOME

T'zasHEM pe3yabTaroM PaGoTH SBIACTCH

TEOPEMA. ITycmbv d — wémuoe wucao, n = 2d, u nyemv A(n,d) 6ydem maxcu-
MAAbHUM  OgounntM  K0dom ¢ M-OUMOBHMU CMPOKAMU, pPACCMOIHUE KOMOPLIZ He
mernvwe d. ITpednososcum, umo cywecmeyem n-mepras mampuye Adamape no-
prdra n (cM. [3]). Toeda A(n,d) omauxaemcsa, no kpatineli mepe moavko oueped-

ROCMbI0O CMPOE om Mampuysi [ WV;; ], ede Wy — npasuavnas mampuya (cM. [3])
— n

¢ n-cmporamu, a (— Wy) ecmv mampuyeli, komopas odpasyemcs us Wy nocpedcmeom
samentt 0 #a 1 u 1 ua 0.

W3 aroit TEOPEMH CIEAYIOT HEKOTOPHE BHBOAH OTHOCAIMUECH K KOJUYECTBY CTPOK
B MAKCHMaJIbHHIX KOHAaX.

B paGote mpuBoauTCA mpOCTOe AOKa3aTeancTBo HepaBeHcTBa Ilmorkuua (em.[1]).

(5) Pojecie kodu grupowego oméwione jest w pracy {2].
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J. NOWAK and M. WOJTAS (Wroclaw)
ON MAXIMAL ERROR-CORRECTING CODES

SUMMARY

The main result of this paper is the following

THEOREM: Let d be an even integer, n = 2d, and let A (n, d) be a maximal binary
code with rows of length n, all of whose distances are not less than d. Let us suppose that
there exisis a Hadamard matriz (see [3]) of order n. Then A(n, d) differs at most in the

successive order of rows from the matriz [ W;;; ], where Wy, denotes a regular matriz
- N
(see [3]) of order n and — W, i8 the malriz obtained from Wy by replacing 0 by 1 and
1 by O.
This theorem implies certain conclusions regarding the number of rows in

maximal codes.
The paper contains also a simple proof of an inequality of Plotkin (see [1]).
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