ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII (1963)

CZ. WOZNIAK (Gliwice)

O PEWNYM ZAGADNIENIU NIELINIOWEJ
TERMOSPREZYSTOSCI

Wstep. Zagadnienia termosprezystoSci sa rozpatrywane, w zna-
nym autorowi pi§miennictwie, przy zalozeniu malych odksztalcen, tj.
w ramach geometrycznie liniowej teorii sprezystoéci. Odksztalcenia
ofrodka wywolane zmiang jego temperatury sg istotnie niewielkie, z uwagi
na male warto§ci wspélezynnika rozszerzalno$ci termicznej; przy zmia-
nach temperatury ofrodka dochodzacych do 2000°C odksztalcenia ter-
miczne siegajy rzedu tylko 2-4 9.

Istnieja jednak rozwigzania teorii klasycznej odbiegajace daleko
od rozwigzan §cistych, tj. opartych na teorii geometrycznie nieliniowej.
W pracy tej wykazano, ze zachodzié to moze wtedy, gdy gradienty tem-
peratury osiagaja duze wartosci, a wiec np. w cienkich przegrodach roz-
dzielajacych ofrodki o réinych temperaturach.

Ponizsze opracowanie omawia zagadnienie rozkladu temperatur
nie wywolujacego naprezei. Problem ten w ujeciu klasycznym ma cha-
rakter elementarny i jest dobrze znany (por. np. [1]). W artykule roz-
wigzano go w ujeciu nieliniowym, przy zalozeniu stacjonarnosei pola
temperatury, izotropowoséci materialu i jednorodnoSci ofrodka w stanie
nieodksztalconym.

1. Niech dl oznacza element dlugoSci ciala o temperaturze {. Zmiana
diugoéei tego elementu wywolana zmiang di jego temperatury, wyniesie

(1.1) a(dl) = k(t)dlat,

gdzie k(t) jest wspélezynnikiem rozszerzalnoSci termicznej w tempera-
turze . Przyjmijmy(!) temperature oSrodka nieodksztalconego °R,; za
staly ¢ = °T = const oraz oznaczmy przez T temperature ofrodka od-
ksztalconego R;. Jezeli elementy dlugosci obu tych ofrodkéw oznaczymy
odpowiednio przez d°s i ds, to catkujgc (1.1) otrzymamy

(1.2) ds = e°d’s,

(1) Ze wizgledéw technicznych Redakcja musiala tu i w calej pracy zastgpié
o

symbol T symbolem °T. Analogiczne zmiany dotycza innych symboli oérodka nie
odksztalconego. Redakcja.
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gdzie
T
(1.3) oS [R(t)dt.
or

Osrodki °R, i R, 83 obszarami w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa.

Parametryzujac ofrodek dowolnym ukladem krzywoliniowym wspdl-
rzednych materialowyech 7, (wszystkie wskazniki przebiegaé¢ beda ciag
1, 2, 3), otrzymamy dla °R; i R, formy metryczne postaci

(1.4) d°s2 = °gaﬂdn°d1)’3, ds? = gaﬁdn“dnﬂ,

przy ezym °g., i g. sa tensorami metrycznymi obu tych przestrzeni,
okre§lonymi w jednej rozmaitoSci D(%,, 9, 7s). Z (1.2) i (1.4) wynika
zwigzek

(1.5) Gop = €°Gap

wyrazajacy, jak wiadomo, odwzorowanie konforemne dwéch przestrzeni;
wspélezynnik tego odwzorowania okresla tutaj relacja (1.3).

2, Przy odwzorowaniu konforemnym przestrzeni Riemanna o afi-
norze krzywiznowym °R,,, na przestrzei Riemanna o afinorze krzywi-
znowym R, zachodzi zwigzek ([2], str. 516)

(2.1) Ryps = eza(oRaﬁyb+°gaésﬂy+ogﬁysdd_ogaysﬂb '—ogﬂoSay)a
w ktérym
0
(2.2) Sup = Va6 4~ 0,40 5 3005 °070 4045 00 a_‘i.
Na

Symbol °V, oznacza tu pochodna kowariantng wrodzona, tj. oparta na
tensorze metrycznym °g..

W przypadku rozwazanym w pracy obie przestrzenie sa euklide-
sowe (tj. °R,ps = Rops = 0), & relacja (2.1) sprowadza si¢ do

(2.3) °Gas By + Gy Sas—ay Sps— 96 Say = 0.

Afinor 8,, jest symetryczny (8.5 = Sg), gdys z uwagi na {:ﬂ} = { ﬂ’;},
zachodzi
at [0%

- anaa”ﬁ.

(2.4) OVQG"ﬂ = G,ap_*" {ayﬂ} 0',7= onO',a; 6,03

Zapis (2.3) przedstawia uklad réwnan jednorodnyech dla sze§ciu sklado-
wych tensora S,. Latwo wykazaé, ze réwnania te s3 spelnione tylko
wtedy, gdy S, =0, tj. gdy

(2.5) OV,,O',p— a0 g+ %ogaﬁogwa,ﬂc,' =0.
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Sze§¢ réwnan (2.5) stanowi warunki konieczne i dostateczne, by prze-
strzen R; stanowila odwzorowanie konforemne przestrzeni °R;. Sg to
jednoczesnie warunki konieczne, jakie musi spelniaé funkeja o =
(M, N2y M3), DY odksztalceniom termicznym nie towarzyszylo pole na-
prezeni. Dodatkowy warunek dla ¢ wynika z réwnania przewodnictwa
cieplnego, ktére bedzie ponizej przedstawione.

3. Réwnanie przewodnictwa cieplnego div(agrad7) = U (por. np.
[3]) ma w zapisie tensorowym postaé

(3.1) g*Va(aTp) = U,

przy czym a = a(T) jest wspélczynnikiem przewodnictwa cieplnego,
U — wydajnofcig Zrédel ciepla. Pochodna kowariantna F, jest okre-
§lona tutaj w przestrzeni odksztalconej R;. Wprowadzajge afinor 7%,
odwzorowania konforemnecgo przestrzeni °E; na przestrzen R, (jest to
réznica symboli Christoffela dla metryk g.; i °g.), rOwnanie (3.1) mozna
doprowadzié¢ do postaci

(3-2) 9% [ValaTg)—aTlT,] = U.
Przy odwzorowanin konforemnym zachodza ([2], str. 514-515) zwigzki:
(3.3) g% = e %", T = 804+ 850,.—"u 0" 0 5.

Podstawiajge prawe strony (3.3) do (3.2), po przeprowadzeniu prostych
przeksztalcen, otrzymuje sie

(3.4) g7V (aT g)+ a°g%c T 5 = Ue™.

Aby wyrugowaé z powyzszej relacji pochodne temperatury, zauwazmy,
ze zgodnie z (1.3) zachodzi

(3.5) o5 = T sk(T).

Wprowadzajge funkeje g = u(T), okre§lajaca wlasnosei termiczne ofrodka
w temperaturze T

T
(3.6) u 2 %T;,

mozna napisaé réwnanie przewodnictwa (3.4) w postaci
(3.7) G0 o0 5) + 1470 00,5 = Ue¥,

skad, po zrézniczkowaniu, otrzymuje si¢ ostatecznie

1 dl‘ )°ga‘80',a0’,5 — U826.

o, af0 - a7
(3~8) sg Vao',ﬁ+ (.u‘" k(T) aT
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Jezeli odksztalcenie ofrodka °R, jest okreflone zwigzkami (1.5), to wa-
runki (2.5) i (3.8) sa konieczne i wystarczajace, by w ofrodku odksztal-
conym R, nie wystegpowalo pole naprezen.

4. Pomijajac przypadek banalny o = const (U = 0), przyjmijmy
w ofrodku °R; taki ortogonalny uklad wspélrzednych (%) #,, 5., 7, W kt6-
rym na powierzchniach 7, = const funkcja o posiada warto§é stals,
tj. zachodzi ¢ = ¢(%,). Réwnania (2.5) przyjma wtedy postad

(4.1) a,u—{lll} 61— 3o, =0,
(4.2) [} =0,
(4.3) {113} ~o0,
(4.4) <o,
(4.5) o'a)~ 4090, = 0,
(46) sl #0001, = 0.

Znak = oznacza, ze rowno§é zachodzi tylko w ukladzie wspdlrzednych
N1y N2y N3- Wyrazajac symbole Christofella przez skladowe tensora me-
trycznego przestrzeni °R,, otrzymujemy z (4.2) i (4.3) zalezno§é

(4.7) °F11 = °Gu1 (1)

Roéwnanie (4.4) jest spelnione tozsamosciowo, réwnania,(4.5) i (4.6) pro-
wadzg natomiast do

°922,1+0922°',1 = 0,

°933,1+°933°',1 =0.

Z warunku (4.7) wynika, ze powierzchnie 7, = const 83 do siebie réw-
nolegle. Bez wplywu na ogdlno§é rozwazan mozemy wige polozyé °g,, =
= const = 1, traktujac |n,| jako odleglo§é dowolnego punktu w osrodku
°Rs od powierzchni 5, = 0. Réwnanie (4.1) przyjmie teraz postaé

(4.9) 0',11_‘%(0',1)2 =0.

(4.8)

Dobierajge tak powierzchnie 7, = 0, by na niej ¢ = 0, otrzymamy
z (4.9)

—2
(4.10) ¢21n (1— ﬁ) ,
0

() Ze wzgledéw technicznyeh Redakcja musiala tu i w calej pracy zastapié
symbole typu #5i, oij i podobne prostszymi symbolami 7,, 6 11- Redakeja.
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gdzie ¢ jest dowolng stals. Z réwnan (4.8) otrzymamy nastepnie

T 2
G2z (1— ’;) °@s2(2, 13),
(4.11)

2
°Fss = (1—‘ %) °@33(72s 73)-

°@ge 1 °agy 53 dwiema dowolnymi funkcjami zmiennych 7, i #,; stanowis
one skladowe pierwszego tensora podstawowego powierzchni z, = 0,
zanurzonej w °R;.

Linie przeciecia sie powierzchni 7, = const i #; = const sy pro-
stymi i tworza kongruencje normalng do powierzchni 5, = 0. Réwna-
nie wektorowe tej kongruencji ma postaé ([4], str. 113)

(4.12) °R = °r(n2, n3)+ m°m (1, 13),

gdzie °m jest wektorem normalnym do 7, = 0. Rézniczkujge wektor
°R i korzystajac ze znanych w teorii powierzchni wzoréw Weingartena
([4], str. 194), otrzymujemy

OR,z = or,z—obgo",z N1y
(4.13)

‘R, = or,s—obgo",s N1y
gdzie °b: i °b} sy skladowymi mieszanymi drugiego tensora podstawo-
wego powierzehni 7, = 0 zanurzonej w ofrodku nicodksztalconym. Re-
lacje (4.13) pozwalajs na okreflenie skladowych tensora metrycznego
przestrzeni °Rg:

°qn =1,
(4.14) °¢2e = "Ro°Ry = (1 —°b3 1) as
°Gss = OR,a'oR,s = (1 —°b3 "71)20“33-
Symbolami °as, = °r-°r, i °ay; = °rg-°r, oznaczono, jak poprzednio,
skladowe pierwszego tensora podstawowego powierzchni 7, = 0. Poréw-
nujgc (4.11) z dwoma ostatnimi zwigzkami (4.14) widzimy, zZe
1
(4.15) b3 = °b3 = .
e
Z (4.15) wynika, ze powierzchnia 7, = 0 jest powierzchnig kuli, o1 —
jej krzywizng gléwng. Tym samym wprowadzony na poczatku tego roz-
dziatu uklad wspélrzednych, w ktérym ¢ = o(7,) jest ukladem sferyez-.
nym. Warunek (3.8) ma wigc postaéd

016)  p(on—g ;'  oa—ogm {jly}ou) + (,u+ 22 o = v,
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ktéra z uwagi na (4.5), (4.6) i (4.9) sprowadza si¢ do

e

(4.17) =

Podstawiajac do (4.17) prawa strone (4.10), dochodzimy do relacji okre-
§lajacej rozklad Zrédel ciepla w ofrodku

1 m\* ( 4 dp)
(4.18) —~ (1— ?) 2u+ @) at)’

Na zakonczenie tego rozdzialu zwréémy uwage, ze funkecja ¢ =
= (74, 72, M) Przyjmuje wartosci niewielkie wobec jednosci (wspélezyn-
nik rozszerzalnos$ci termicznej jest bowiem wielkogcig rzedu 10~° stop™').
Za kres gérny moduléw |o| mozna orientacyjnie przyjaé 0,06; zgodnie
z (4.10), kresem gérnym moduléw |7, o~!| jest wtedy wielko&é 0,03. Z zu-
pelnie wystarczajaca dokladno§cig mozna wige napisaé (1—n,07")" =
~ (1+9,07"), zastepujac (4.10) zwigzkiem

2
(4.19) a=mb+%.

Réwnania (4.18) i (4.19) okre§laja rozklad Zrdédel cieplta oraz rozklad
temperatury w ofrodku nieodksztalconym °E;, parametryzowanym
wspélrzednymi sferycznymi #,, 7., 7s. Rozklad ten, zalezgec tylko od
7., jest wiee biegunowo symetryeczny.

5. Korzystajac z relacji (1.5), z funkeji o przyjetej w postaci (4.19)
oraz ze zwigzkéow (4.11), otrzymamy ponizsze wyrazenia na skladowe
tensora metrycznego oSrodka odksztalconego

4

g o ’?
Qu=82 Ju =(1+?1 ’

2
(6.1) G2z = €% °¢ap = (1+ %) s,

a
Jsz = ' °ss = (:l“l‘iil “Bgg.

Kongruencja (4.12) przechodzi w kongruencje
m

R = r(n,, ’?sH‘f ]/El-;d’llm(’?sr ”3)-

Rézniczkujac wektor R wzgledem 7, i 7., korzystajac z wzoréw Wein-
gartena i stosujgc oméwione poprzednio uproszczenia, otrzymujemy skia-
dowe tensora mefrycznego powierzchni #, = const zanurzonej w o§rodku
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odksztalconym R;:
(5.2) g2 = Ry R, = (1—b§"71)“227

33 = R,s’R,s = (1—b 71) G
Symbolami b; i b} oznaczono skladowe mieszane drugiego tensora pod-
stawowego powierzehni 5, = 0 po odksztalceniu, symbolami a,, i a4 —
skladowe kowariantne jej pierwszego tensora. Poniewaz dla %, = 0 za-
chodzi ¢ = 0, przeto a,; = °a,, 0raz as; = °ay3. Poréwnujac teraz stro-
nami (5.1) i (5.2), otrzymujemy

1
(5.3) b2 = b = ~%

Z (4.15) i (5.3) wynika, ze przy odksztalceniu termicznym osrodka, para-
metryzowanego ukladem wspélrzednych sferycznych, krzywizna po-
wierzchni 7, = 0 zmienia znak (powierzchnia z wypuklej staje si¢ wklesly
lub odwrotnie). Powierzchnie 7, = const, ktére w °R; byly oddalone
od powierzchni 7, = 0 o wielko§é d,, w ofrodku R; s3 powierzchniami
kulistymi, odleglymi od 7, = 0 o wielko$é d

dy d
(5.4) d = f Vi dny o do(1+ ?0)
°

Tak wiee krzywizna dowolnej powierzehni 5, = const zmienia znak
na przeciwny, a jej promien z wielko§ei °R = |p|+d, zmienia si¢ na
B = |o|l+do(1+do07?).

Przyklad. Rozpatrzmmy otwarta powloke kulistg, o grubosci §cianki
3, rozdzielajgea dwa ofrodki o réznych temperaturach. Temperatury
wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni tej powloki oznaczmy kolejno
przez Ty, i T,. Nalezy okreflié, przy jakim promieniu krzywizny g, we-
wnetrznej powierzchni tej powloki, nie powstang w niej po odksztalce-
niu naprezenia termiczne.

Zalézmy, ze temperatura powloki w stanie poczatkowym (bezna-
prezeniowym) wynosi 7, = const, a §rednie warto§eci wspélezynnika
rozszerzalno§ci termicznej w przedzialach temperatur (T,, T,) i (T, T,)
oznaczmy odpowiednio przez k, i k,. Na podstawie (1.3) i (4.19) otrzy-
mamy

2
up(Tp—T,) = m(1+ d_,,,)z _ m(%) ,
e e

ko(T,—T) = In (1+ flf)z —In (9)
e e

gdzie o, L ot+dy, i o, X e+d, sa promieniami krzywizn wewnetrznej
i zewnetrznej powierzchni powloki w stanie nieodksztalconym. Odejmujge

Zastosowania Matematyki, VII, 2 11
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stronami powyzsze réwnania otrzymujemy

KuTw— kLot To(ks—F) = ("-”)3.

10!

Poniewaz g; = o+ 8, zachodzi zwigzek
3 2
1!1(1+ E-‘) = kwTw'_ksTs‘]'Tn(ks"”kw):

pozwalajacy na wyznaczenie wielkofei o,. Z uwagi na male wartoéei,
ktére przyjmuje wspélezynnik rozszerzalnofei termicznej, iloraz 8/g,
jest réwniez niewielki wobec jednofci. MozZemy wiec napisaé

0w =2 26 [kwT'o—EoTo+To(kw— kg)]_l.

Dla powloki stalowej, przy r6znicy temperatur na obu jej powierz-
chniach T,—T, = 200°C, oraz dla grubofci fcianki é = 10 mm, przyj-

1
mujae k, =k, = 1,2-10“"% otrzymamy g, =~ 830 cm. Stan bezna-

prezeniowy moze zachodzié tylko wtedy, gdy temperatura na wewnetrznej
powierzchni tej powloki jest wieksza niz na powierzchni zewnetrznej:
T, >T,. Nalezy dodaé, ze wedlug teorii liniowej w rozpatrywanej po-
wloce zawsze Ledzie panowaé stan naprezeniowy, bowiem w ujeciu kla-
sycznym stany beznaprezeniowe zachodzg tylko dla liniowego rozkladu
temperatury T = C; 9,4 Cans+ C3 93+ D, ktéry otrzymamy z (2.5) i (3.8)
po pominigciu czlonéw nieliniowych i przyjeciu k¥ = const. W przyto-
czonym przykladzie, rozpatrujge zagadnienie z punktu widzenia teorii
klasycznej, otrzymaliby§my wiee zamiast powloki — plyte. Réznica obu
tych rezultatéw kedzie tym wigksza, im wigksze beda wymiary powierz-
chni rozratiywanej powloki.

Rozratiujge relacje (4.18) zalézmy, ze w danym przedziale tempera-
tury mozina przyjaé p = const, tj.

b
ralifion).

Dla T, = T, otrzymamy p = g,,; kladgc ponadto dla stali a = 0,5
keal/em godz °C, otrzymemy U = 0,12 keal /cm? godz. Postepujagc ana-
logicznie jak w [1] (str. 48 wydania roryjekicgo), przyjmijmy

U = 20,67 (04,—T4),

gdzie T, jest frednig tcmreraturg powloki, 6, — frednig temperaturs
ofrodkéw, ktére rozdziela rowloka, a, — wspblezynnikiem zewretrznego
przewodnictwa cieplnego rcmiedzy powloka a ofrodkiem. Kladge orien-



O pewnym zagadnientu nieliniowej termospresystodei 163

tacyjnie @, = 3,0 keal/cm?2 godz °C, otrzymamy 0,—T, = 0,7°C; prak-
tycznie mozna przyjaé 0, =~ T, i U =~ 0, z wystarczajacag dokladnoscig
uznajace pole temperatury za bezirédlowe. Relacji (4.18) mozna wige
nie bra¢ pod uwage przy analizie stanéw beznaprezeniowych.

Na zakonczenie nadmieimy jeszeze o stanie przemieszezenia rozpa-
trywanej powloki. W postaci nieodksztalconej musi byé ona skierowana
wypukloécia w strone ofrodka o nizszej temperaturze. Po odksztalceniu
beznaprezeniowym dozna ona przegiecia w strone ofrodka o tempera-
turze wyzszej. Zmiana grubodci powloki i zmiany jej wymiaréw sg nie-
wielkie i mogg byé rozpatrywane w ramach teorii klasycznej. Natomiast
przemieszezenia punktéw powloki sg poréwnywalne co do wielkosei
z jej wymiarami; do opisu stanu przemieszczenia stosowaé wige mozna
tylko teorig nieliniowa, ktérej elementy przedstawiono w tym artykule.
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Praca wplynela 5. 9. 1962

. BOSbHAK (Tmeeme)

O HEKOTOPBIX BOIIPOCAX HEJIHHEWNHOWN TEPMOYIIPYIroCcTH

PESIOME

B craThe DacCMOTpPEH BONPOC paCHpefelieHNA TeMOepaTypPHHX m0jei, He BHBH-
BAOIUX HANPAMEHHA B TPEXMepHO# epejye. DTOT BOHPOC NPEACTaBJeH B HeamHel-
HOM paapese [aA ciaydasd GoibmimX WSMEHEHUH TemmepaTypH HCCIenyeMmoll cpep,
RONYCKAsl BOBMOMRHOCTh MBMEHEHWS 68 reoMeTpun n Puaudeckux cpoitcTs. Jounymenn
TOABKO YCIOBHA CTANMOHAPHOCTH TEMIEPATYPHOro HOJA, ONHOPOAHOCTH W MB0TPONUH
mefePopMApoBaHHOA cpegH. VenoBHA He BHSHBAOIHE HANDAMEHHN NOAYYeHH
B pesyasTaTe amaamsa medopManum CpenH, 4 TAKKe M3 YPABHEHHA TeILIOBOM IpPOBO-
DAMOCTH.

DTR yCcIoBUA BHpasKEeHH B Buje mpocrux dopmya. Jonasasmo, uro gua Goanmux
rpajHeHTOB TeMIepaTypH, MONy4eHHOEe peleHue CYMECTBEHHO OTHHYAETCH OT KAAC-
CRBYECKOTO DeleHndA.
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CZ. WOZNIAXK (Gliwice)
ON A PROBLEM OF NON-LINEAR THERMOELASTICITY

SUMMARY

The paper discusses the problem of stressless thermal states in a three dimen-
sional medium. The problem is presented non-linearly for great changes of temper-
ature in the medium in question, the possibility of changes in its geometry and phy-
sical properties being taken into consideration. The only assumptions made are the
steady state of the temperature field and the isotropy of the non-deformed homo-
geneous medium. The stressless conditions are obtained from the analysis of geome-
try of deformation of the medium and from the equation of thermal eonductivity.

The conditions in question are expressed in:the form of simple formulas. It
is shown that for large gradients of temperature the solution obtained essentially
differs from the classical solution.
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