ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VII {1963)

J. MIKIEWICZ (Wroclaw)

O POZIOMACH UFNOSCI W TAKSONOMII WROCEAWSKIEJ

§ 1. Zagadnienie i cel pracy. Metoda taksonomiczna, zwana wro-
clawsks (1), ma na celu graficzne przedstawienie na plaszezyZnie pokre-
wieristwa, lub inaczej wzajemnego podobienistwa indywidu6w, rozwazanego
na tle odleglogci w przestrzeni metrycznej, wielowymiarowej, w ktoérej
kazda Wwspolrzedna oznacza pewng przyrodniczg ceche pomiarows. Idee
takiego ujecia podobienstwa przyrodniczego widzimy juz u J. Czeka-
nowskiego [3]. Metoda wroctawska spelnia postawione wyzej zadanie
o tyle lepiej od metody dizgraficznej J. Czekanowskiego (patrz [3] i [4]),
ze ta ostatnia pozwala jedynie na liniowe uporzadkowanie badanych
indywiduévv, podezas gdy taksonomia wroclawska daje uporzadkowanie
dendrytowe, ktére lepiej odzwierciedla wzajemne polozenie indywiduéw
w WieIOWymia,rowej przestrzeni.

) Jednakze przyrodnik zada od metody taksonomicznej jeszcze czegos
nnego. Je§li mianowicie np. w biologii mozemy badaé konkretne osobniki,
to cheemy na podstawie ich znajomoSei wyeciggaé wnioski dotyczace
gatunkéw, grup, krétko moéwige populacyj; ktére one reprezentujg.
W szczegélnosei chcemy wyznaczyé dendryt przedstawiajacy wzajemne
pokrewieristwo tyeh populacyj. I tutaj powstajy trudnosei, gdyz metoda
taksonomiezna musi wéwezas uwzgledniaé stochastyczno§é zjawisk.
Celem niniejszej pracy jest badanie pokrewienstw miedzygatunkowych
Wwroclawsks metods taksonomiczna, tak zeby mozna bylo wypowiadaéd
zdania z okre§lonym prawdopodobienstwem o dendrytach miedzy po-
pulacjami,

W dalszym ciggu, by unikngé komplikacji, bedziemy méwié tylko
0 gatunkach rozumianych jako szczepy genetyeznie czyste, tzn. nie podle-
gajace krzyzowaniu z innymi gatunkami. W tej sytuacji przynaleznosé oso-
bnika do danego gatunku nie budzi watpliwofei, a wiee dla kazdej z cech
Pomiarowych branych pod uwage i dla kazdego gatunku istnieje okre§lony
rozklad prawdopodobienstwa. Korzystajae z centralnego twierdzenia grani-
€znego rachunku prawdopodobiefistwa mozna tu rozumowadé nastepujaco:

(}) Patrz w tej sprawie [5] i [6]. Metoda ta, zwana popularnie ,,metods den-
drytéw”, opiera sie na twierdzeniu podanym w [5].
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Na wytworzenie danego osobnika (fenotypu) sklada sie, préez ze-
spolu cech okreflonego dokladnie przez dziedziezno§é (gatunek), réwniez
bardzo wiele drobnych, losowych impulséw, dzialajaeyech podezas jego
rozwoju, dzieki czemu dostatecznie liczny zbiér osobnikéw, wybranych
losowo z populacji tego samego gatunku, tworzy rozkiad prawdopodobien-
stwa zblizony do normalnego. Rozumowanie to bywa czesto potwierdzane
przez do§wiadczenie. Stad tez wydaje sie naturalne przyjaé wartos$é ocze-
kiwang rozkladu danego gatunku za liczbe wla§ciwg danemu gatunkowi
(oczywifeie w okre§lonym $rodowisku), lub po prostu za liczbe gatun-
kowg. Jefli bedziemy uwzgledniaé wigksza liczbe cech pomiarowych,
otrzymamy zamiast liczby gatunkowej wektor gatunkowy, bedacy $rod-
kiem ciezkosei rozkladu zmiennej losowej wielowymiarowej, ezyli inaczej
§rodkiem ciezkoSci lacznego rozkiadu cech pomiarowych. Tu nalezy
podkreslié, iz cechy pomiarowe gatunkéw biologicznyeh sa na ogél za-
lezne stochastycznie, stad zas§ powstaje konieczno§é uwzglednienia tej
zaleznoéei we wzorach.

GdybyS§my znali wspomniane wektory gatunkowe dla wszystkich
gatunkéw rozpatrywanych, to dendryt gatunkéw, sporzgdzony metodami
taksonomii wroclawskiej, bylby juz jednoznacznie wyznaczony. Wek-
toréw tych jednak nie znamy; mozemy je jedynie oceniaé na podstawie
préb lesowych, tzn. zbioré6w osobnikéw wybranych losowo z populacji
gatunkowych i pomierzonych. W niniejszej pracy bedziemy si¢ starali
znalezé metody statystyeznego wnioskowania na podstawie préb losowych,
o dwéch grupach zjawisk:

1° O topologicznej strukturze dendrytu gatunkéw.

2° O rzeczywistych odlegloSciach gatunkéw w dendrycie.

Dla wyjasnienia okre§lam, iz dwa dendryty, w sensie podanym
w pracach [5] i [6], 83 rowne topologicznie, jeSli przez operacje §ciggania
i rozciagania ich czlonéw (odleglodci), czyli przez homeomorfizm, mozna
je doprowadzié¢ do nakrycia. Z dwéch podanych wyzej zagadnien istotne
jest pierwsze. Zobaczymy dalej, iz odpowiedZ na drugie jest $cifle zwig-
zana z odpowiedzig na pierwsze. OdpowiedZ na pierwsze wigze si¢ z pewnym
uogdlnieniem metody przedzialéw ufnosci, w sensie Jerzego Splawy
Neymana (patrz [1] i [2]). Chodzi tu mianowicie o znajdywanie prawdo-
podobienstwa topologicznej réwnosei. dendrytéw, badz przynaleznosei
dendrytu do okreS§lonej topologicznie rodziny dendrytéw sgsiednich.

Budowanie dendrytu metods podang w [5] (jako jedng z mozli-
wych) polega, jak wiadomo, na Ilgczeniu kazdego z punktéw rozpatry-
wanego zbioru z najblizszym, przez co tworzymy dendryt pierwszego
rz¢du, nastepnie na Iaczeniu kazdego z tych dendrytéw z najblizszym,
przez co tworzymy dendryt drugiego rzedu itd. Jedli uwzglednimy, ze
empiryczne odleglosei s3 zmiennymi losowymi, to zauwazymy, iz kazdy
krok tej metody, polegajacy na wybraniu odlegloSci najkrétszej, jest
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zalezny od losowego uporzadkowania wszystkich odleglo$ei wychodzacych
z danego punktu (reprezentujgcego gatunek). Stad pewna zmiana upo-
rzgdkowania odleglosci moze prowadzi¢ do dendrytu réznego topologicznie,
ktéry nazywamy sgsiednim wzgledem poprzedniego.

Laczny rozklad wszystkich odleglosei miedzygatunkowych, lub
krétko — laezny rozklad tablicy Czekanowskiego, zalezy oczywifcie od
metryki przestrzeni cech, a wiee od wzoru na odleglo§é w tej przestrzeni,
ktory staje sieg tu funkejg transformujaca wektory losowe w odleglofei.
Ta sama metryke okrefla rzeczywiste, tj. populacyjne odleglosci miedzy-
gatunkowe. W pracy tej bedziemy si¢ zajmowaé jedynie odleglociami

n

okre§lonymi wzorem d = Ya;ld;|, gdzie d; s3 réznicami skladowych
i=1

wektoré6w gatunkowyeh, za§ a; sa dodatnimi wspélezynnikami normuja-
cymi skale wspélrzednych. Odleglosei te metryzujs przestrzen cech.

Intuicyjny sens oméwionych wyzej pozioméw ufnoei jest naste-
pujacy: Zalézmy, ze odleglosci miedzygatunkowe, wychodzace z jednego
punktu, 83 miedzy sobg rézne, a wige mozna teoretycznie, przez pobranie
odpowiednio lieznej proby 1acznej, czyli odpowiednio licznej proby z kaz-
dej z populacyj, tak zmniejszyé wariancje poszezegélnych odleglosei,
by z zgdanym z géry prawdopodobienstwem otrzymaé z préby dendryt
rowny topologicznie prawdziwemu. Jest jasne, ze w praktyce moze sig
to okazaé niewykonalne; natomiast jest zawsze wykonalne, jesli idzie
o przynalezno§¢ dendrytu z pr6by do okre§lonej rodziny dendrytéw.
Swiadezy to jedynie o pewnym fakcie przyrodniczym, mianowicie o tym,
ze pewne odleglo$ci w dendrycie rzeczywistym sg niemal réwne. Nawet
wowezas, gdy mozemy uzyskaé, na zadanym z géry poziomie ufnofci,
dendryt réwny topologicznie prawdziwemu, warto podwyzszyé poziom
ufnofci, by otrzymaé w ten sposéb kilkoelementows rodzine dendrytéw
sgsiednich, gdyz pozwala to lepiej zorientowaé sie we wzajemnym po-
lozeniu (konstelacji) gatunkéw w rozpatrywanej wielowymiarowej prze-
strzeni cech, a tym samym lepiej poznaé ich pokrewienstwa wzajemne.

W pracy oméwimy najpierw ogélne zasady otrzymywania rozkladu
pojedynczej odlegloSci z préby, nastepnie laczny rozklad tablicy Cze-
kanowskiego, ktérej geometryczne wlasnofei okreSlimy jako wielo-
fciany ,,A”, a nastepnie podamy geometryczne odpowiedniki topologicz-
nych wilasnodci dendrytéw, ktére okreslimy jako wieloseciany ,,B”. To
pozwoli nam wykryé¢ rodzine dendrytéw na zadanym poziomie ufnosei.
Powazng trudnofé stanowi symbolika, z uwagi na wielkg liczbe uzytych
pojeé. Stad np. niektére symbole wystepujace w twierdzeniach i ich do-
wodach majg tam inne znaezenie niz w pozostalym tekscie.

Pragne podzigkowaé profesorowi dr Stefanowi Zubrzyckiemu za
cenne uwagi i pomoc w opracowaniu ostatecznej wersji niniejszej
pracy.
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§ 2. Teoretyczna a empiryczna tablica Czekanowskiego. Tablice,
o ktérych mowa, wprowadzil do badann biometrycznych J. Czeka-
nowskij (patrz np. [4]). Z matematycznego punktu widzenia sy
to macierze kwadratowe, w ktérych numeracja zaréwno kolumn, jak
i wierszy odpowiada numeracji pewnego zbioru przedmiotéw, miedzy
ktérymi okre§la si¢ odlegloSei (w sposéb podany w §1). Kazdy element
tych macierzy, czyli odleglosé d,,, oznacza odleglosé miedzy p-tym a ¢-tym
przedmiotem; oczywiscie d,, = 0 oraz d,, = dg,. W niniejszej pracy be-
dziemy rozrézniaé tablice Czekanowskiego: teoretyczng i empiryczng.
Tablica teoretyczna jest macierzg odleglosci miedzy wektorami gatun-
kowymi, ozyli przecigtnymi populaecyj (patrz §1), tablica empiryczna
jest macierza odleglosei ocenianych na podstawie préby, a wiec jej elementy
sg funkcjami realizacji zmiennych losowych. Jesli do zbudowania empi-
ryeznej tablicy Czekanowskiego uzyjemy jednej préby lacznej, tzn. za-
wierajacej pewng ilo§é elementéw wybranych losowo i niezaleznie z kaz-
dego z gatunkéw, to dla m gatunkéw otrzymamy oezywiscie & = 4m(m—1)
takich empiryeznych odlegloSci, czyli elementéw d,,. W dalszym ciagu
bedziemy si¢ zajmowaé zmiennymi losowymi, nie za§ ich realizacjami;
dlatego elementy d,, bedziemy traktowaé jako zmienne losowe, nie za§
konkretne liczby (). Jak zobaczymy w dalszej czefci pracy, zmienne d,,
sa wzajemnie zalezne stochastyecznie, przy ezym ta zalezno§é wynika
z faktu, iz w réznych elementach d wystepuja te same zmienne losowe
z préby.

Przyjecie zasady, Ze zmienne losowe nie powtarzaja sie w edleglo-
§ciach empiryeznych jest mniej korzystne dla metody obszaréw ufnosei,
oméwionej w § 6 pracy.

Zaopatrzmy gatunki numerami r, gdzie 1 <r < m, natomiast ce-
chy numerami 4, gdzie 1 <7 < n. Wobec tego, je§li z r-tego gatunku
pobierzemy I, elementéw préby, to j-ty osobnik, gdzie 1 < j < I,, bedzie
przez nas rozpatrywany jako wektor losowy n-wymiarowy X; = (Xi;,

24y +++s Xnj). W wyrazeniu tym, po prawej stronie réwnosci, pierwszy
wskaZnik na dole przy X oznacza numer cechy, drugi za§ numer osobnika
r-tego gatunku.

Bedziemy dalej zakladaé, ze X; ma rozklad normalny:

(1) fl@) = [14,(27)" ] Pexp[— H(@—u")A7 (@ —p")'].

We wzorze tym macierz kowariancji 4, = X P, X, gdzie ¥, jest ma-
cierzg diagonalng o elementach of,d}, ..., o, czyli dyspersjach cech na

(3) Malymi literami bedziemy w dalszym ciagu oznaczaé liczby stale badsz
zmienne rzeczywiste; wielkimi — zmienne losowe — z wyjatkiem d i s, ktére beda
takie oznaczaé zmienne losowe.
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przekatnej, za§ P, jest macierza korelacji cech o elementach |g; ;| <1
oraz jedynkach na przekatnej. |4,| oznacza wyznacznik macierzy 4,.

Oznaczmy:
(2) EX; = (EX;;" EX;J" ) EX;:,J‘) = /‘r = (/“,1.9 /‘;, seey l‘:»)

Odleglo§é teoretyczng miedzy gatunkami p oraz ¢, gdzie 1 < p, ¢ < m,
okre§limy wobec tego, zgodnie z §1, w sposéb nastepujacy:

n
3) 0" = 3 a;luf— pfl.
i=1

Przyjmijmy, dla celow analityeznyeh, zamiast |[uf— u!| wyrazenie
eV (u? — pd), gdzie P = sign (uf — uf). Wowezas, jak widaé, takze nie musi-
my dbaé 0 porzqdek wskaznikéw p, ¢ W 6%, jeSli uwzglednimy zwigzek

(4) 3 = o (ur—pf) = 0% = D a;el® (uf —

Dla zespolu m gatunkéw otrzymamy w ten sposéb macierz elemen-
tow &'’ = ¢;,, gdzie wskaZniki podwéjne, dotyezace par gatunkéw,
przenumerowujemy na pojedynecze x, przy czym 1 < x» <k = jm(m—1),
gdyz tyle wladnie jest odleglofci laczacyeh miedzy sobg m elementéw
zbioru.

(5) E=}...... .

Jak wiadomo, dla rozkladu normalnego érednia arytmetyczna jest
z wielu wzgledéw optymalnym estymatorem wartoéei oczekiwanej w po-
pulacji. Niech zatem estymatorem wartoSei ui bedzie

o lfx'-
= l,.j=1 ify

stad optymalnym estymatorem wartoéei 6°? bedzie

(6) a;eP* (X7 —X1).

Zalozenie nieujemnogci, konieczne dla odleglosei teoretycznyeh, dla ich
estymatoré6w wydaje si¢ zbedne. Z drugiej strony, normalno$é estymato-
réw jest potrzebna do uzyskania ilorazu Studenta (patrz § 3). Podsta-
wiajae u?— u? = ¥ = y,, otrzymujemy z (6)

n »n
(7) Bi, = ) a; 8% = 3 a6 = 0.
i=1 i=1
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Podobnie do macierzy £ utworzymy macierz Z, réwniez o wymiarach
nxk

(8) Z=\|...... :

w ktérej wektor kolumnowy Z, = ZP?= X?— X% Zwréémy uwage, ze
wskaZniki p, ¢ 83 tu, podobnie jak przy wspélezynnikach ¢, nieprzemienne,
podezas gdy przy odleglosciach empiryeznych d, podobnie jak to wynika
dla 6 z (4), 83 one przemienne.

Zatem znajomo$é macierzy E, ktéra jest charakterystyka wzajem-
nego polozenia danego zbioru gatunkéw w przestrzeni cech, pozwala
skonstruowaé zespél optymalnych estymatoréw o rozkladzie normal-
nym dla oceny odleglo§ci miedzygatunkowych.

Wprowadzmy teraz zmienne losowe ¥Y7'? podlug formuly

n
(9) Y = Z'a,-e""lx,%';-.
i=1

n
Oezywiscie, EY}'" = u?' = Y'a;eP'%?. Zmienne te s rozlozone normalnie
i=1

i majy okre§long wariancje «’?'?, ktérej zwigzek z macierzag A podaje

lemat 3.2. Zatem E(YP?—pu"? = o’ Stad, ze ¢ = —&'® wynika
podstawowy wzor
(10) o — —mq_*_l—‘qm.
Dla zmiennych Y otrzymujemy
p by
;Y 1 | Y 1 qip nq
LEMAT 2.1. Jesli Y = —Z Y™ oraz YU? = ——Z YA to d"? =
lp j=1 q j=1 .
= _ 'w2mq 2P
= YP4L Y przy czym d°? ma rozklad normalny N (6”‘1, T_*—T" )
¥4 q

Dowdéd.

lp Iq
1 1
ar? — Za EZ)W(Xf—Xg) — Zaismq(l_zxﬂg—l_zx%) _
i i P 51 q =
LSt St St St LS St
P i N PR
1 = =
+ = ZZ‘ acPXE = . Z Ty - Z ¥ — Fria | Fam,
47 7 a5
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_ 2plq
Na podstawie (6) Ed™ = 6™, poniewaz za§ wariancja Y*? jest el
— 2P wlg 2ap r
a wariancja Y% jesd - to wariancjg 4™ jest 7 + - en d.
q Y4 q

Nowg trudno§é w rozpatrywanej tutaj metodzie stanowi fakt, iz
w badaniach biometryeznych nie znamy na ogél macierzy E okreslonej
przez (5). Znajomos§é $rednich gatunkowych X" pozwala nam jednak
zbudowaé macierz empiryczng E, w sposéb analogiczny

(11) P14 — gignZP,
a stad
1 -ov Ek
E=]......
Enl -énk

Na ogét E + E, choé oczywiScie dla kazdego r, przy I, — oo, prawdopo-
dobienstwo P(e = &) zbliza sig do jednosci dla kazdego & x-

Przyjecie wspélezynnikéw e;, otrzymanych z tej samej préby,
zamiast e;,, jest jednak réwnoznaczne z przyjeciem estymatoréw

(12) @ = 3| XV XY,
=1
zamiast estymatoréw d"?. Estymatory te nie majg rozkladu normalnego.
Ich rozklad jest konsekwencja naszej nieznajomosei prawdziwych wspél-
czynnikéw &' lub inaczej ,,nierozréznialnosci” wskaznikéw p, g. Twier-
dzenia 1 i 2, podane nizej, wykorzystamy w § 3, we wzorach shizgcych do
oceny warto§ci 6°?, za pomocg estymatoréw 4%
Oznaczmy przede wszystkim

n n
Ed" = Ed, = " = ZaiEZ;,,, = Z api., gdzie Zi,x = |Z;.l.
i= iz

Poza tym, w dalszej czeéci pracy @(x) bedzie oznaczaé dystrybuante
normalng, tj. rozklad N(0,1), za§ ¢(zr) = @'(x) — odpowiadajaca jej
gestosé. Rozwaziymy najpierw jednowymiarowg zmienng normalng Z,
taka, ze EZ=v oraz E(Z—v)*= o?; wprowadzimy funkcje y.

LEMAT 2.2. Je$li 2mienna losowa Z jest rozloz'ozm normalnie N (v, o),
to zmienna losowa Z = |Z| ma warto$é oczekiwang v = v+ 2y(v, o), gdzie
p(v, 0) = o (Z)—vdi(—z) >0(%).

o o

(3) Patrz w zwiazku z tym F. C. Leone, Technometrics, vol. 3, No 4, 1961.
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Dowdd.
] oo (1]
_ 1 T—v 1 r—v 1 r—v
B _ialwl(p(a)m" g amp(a)w _* G:mp((r)w
(1} —vjo
1 r—
=y—2 f——:mp( 5 ) de = v—2 f {02+ v)p(2)dz =
o
—vja —vja
=v—2[a f 2p(2)dz+v f cp(z)dz]:

R 0 R |

Pokazemy jeszeze metoda anezlityczng, ze wu(v,o0) = o’(p( )—

14
g
o' (— 2
— vtb(— 1) >0. Poniewaz limy® (— Z) =0, gdyz ——(Tf/—,a—) = v—q; (Z) -0,
a #>00 o () o’ \o
gdy v —> oo, wiec limy(», ) = 0. Natomiast, jak latwo sie przekonadé,

p'(v,0) = — (D(— 5) < 0, co dowodzi, ze funkeja y jest dodatnia przy

wszelkim rzeczywistym », ¢. n. d.

Jak widzimy, zmienna Z ma $rednig o 2v(v,o) wigksza niz
Z. Gdy » >0, warto§é ta jest meta i przy » — oo zbliza si¢ asympto-
tycznie do zera. Dla » » — oo zbliza si¢ asymptotycznie do wartosei
—v», 2 wiec tu réznica miedzy EZ =v a EZ = v jest duza i zbliza sie
asymptotyeznie do wartosei 2 |»|.

Wariancja zmiennej Z jest zawsze mniejsza niz wariancja zmiennej Z.
Wynika to stad, iz o = E(Z—%)’ = EZ’—v’ = EZ*—v' < EZ’— % = o2
Stad latwo otrzymujemy dla zmiennej losowej d zwigzek

13) Ed > Ed,

wynikajaey z definicji (6) i (7). Netomiast weriancja zmiennej d nie musi
byé mniejsza niz warianeja zmiennej d. Dalsze wlasnofci §redniej i wa-
riancji zmiennych d podaja nastepujace dwa twierdzenia:

TWIERDZENIE 1. Je$li macierz kowariancjt A skladowych Z; odleglosci
empirycenej d sklada sig z samych elementéw dodatnich(*), to wariancja
statystyki d jest mniejsza niz wariancja statystyki d, czyli

E(d—9) < E(d— 6).

(%) Jesli macierze .1, skladajg sie z samych elementé6w dodatnich, to i macierze Ay,
(patrz lemat 2.3) maja te wlasnosé. W badaniach biometrycznych moina na ogél
tak dobraé cechy, by wszystkie byly miedzy soba dodatnio skorelowane.
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Dowéd.

E(d— 0 =F ( S’a,.Z,. — Zai;i)z = 2 a;, a;, B (Zil_;iz) (Ziz—;tz) =
ity

= 2(},0’ + 2 a'lla’%zE(Z"l vzl) (Zzz v’Lz)

i1#iy
Z drugiej strony,
E@—8) = D a;,0,B(Zi;,— %) (Ziy— %) = S‘azoz+ D) a0,
1112 ‘Llaétz
gdzie a; ;, jest elementem macierzy 4 okreélone] w tezie, przy czym z za-
lozenia kazdy ze skladnikéw drugiej sumy jest dodatni. Z uwagi na to,
ze jak podaliémy poprzednio, dla kazdego ¢ zachodzi ¢; < o;, Wystarczy
pokazaé, iz dla kazdej pary wskaZnikéw. ¢, # i, zachodzi nieréwnosé
E(Z;)— ) (Ziy—w,) < B(Ziy—vi))(Zi,— ;) = oy,

Zzlozymy w celu uproszczenia rachunkéw, ze i, = v, = 0. W przy-
padku og6lnym rachunki bardzo si¢ komplikuja, jednakze dow6d przebiega
analogieznie. WskazZniki 4,, i, zastapimy przez 1, 2. Znajdujemy, ze

E(Zy—n)Zy—v,) = B(Z,Z,)— 17, = f f 211 12211 (21, 25) d2, A2y — ;1'_"-2 =

—© —o

= 2,flezJ(zl,zz)dzldzz+2flezzf(zl, —2,)d2,d2,— v, v,,
0 0

[

gdyz dzieki symetrii gestofei normalnej

1 1 2 02,25 24
PR SN SE Y
1o 27:0'1 o'al/].— 02 2(1—_92) 6% 6162 Ug ’

mamy zwigzek

B
8

-] 1]

f f 21221 f (21, 23) A2 d2y, =

0

[2122| f (21, 25) A2, dz, =

°'b58 o,

L
-/

212:f (21, —2,)d2;dz,.
Poniewaz
EZ.Z, = 2f f 2125f(2,, 23)d2,dz,— 2 f f 2121 (2, —2,)d2,dz,,

o 0

wystarczy wykazaé, ze zachodzi nier6wnosé

4ff 212:f (21, —22) A2, d2, < v, ;.
00
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Gdy polozymy k = 2(1— %), calka powyzsza da si¢ zmajoryzowaé:
~ 1 [x2 2 3
fwyexp[———(——; 28 y +g2~)] drdy =
k \ o 0,0, O
2 2

H 1 0oy \! o3’ o
Jrok bl e
0

[onl il ool e -

~ 2 2.2 2 o
= — f wexp(_i){_exp(_ 1 ¢ sz ) 19 ga:l/27: a— ¢)}7£c_,.2d
0

2
ko; o ok

- x? \ ( kol o2
_ofwexp(— 50—21){7exp( oo )+cgm(¢ 1)}

u-ta

[
<
8
i
to! S,
8
[<-}
(o]
]
frmm———
|
—
l\')
N
+
?“"lb
"\__f
&
F————
I~
8
+
%
)
=
H
o
o]
-]
,‘—\
N
v
’S
L“,
N
]
[

oo 2 2
=f(1—g2)2a§wexp[—-w— ]da;—{-fch exp( )(cp 1)dz =
§ ¢’)o

= —(1—92)20’10'2f "—“":‘z‘vz—‘—‘zexp[—‘_‘ wz —]dw-l_
) 1" 2= e

-+ f cox?exp (—

0

—iz) (D—1)dzx =

1

2

= (1— %)’ 6102+f69x exp( )(@ —1)dr < (1—o®)’dio;, gdzie ¢>0.
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Druga calka znika, jeS§li poloiymy zamiast @ liczbe 1, przez co
majoryzujemy wartodé tej calki. Stad, podstawiajac otrzymang wartodé,
dostajemy nier6wnosé

4(1—¢*)dic}

[= I~ <] 2
4ff 212 (21, —2)d2yd2y < ————=—= = — (1— %" 0,0,.
¥ 2no,0/1—p* %

Poniewaz na podstawie lematu 2.2

2 2 2
— 0y = — 0,0
Vor  Vom e
twierdzenie zostalo udowodnione.

Uwaga. Nalezy tu zwré6cié uwage, ze gdy ¢ = 0, w ostatniej nie-
réwnosei nalezy polozyé réwnosé, gdyz druga calka, ktéra majoryzujemy,
woéwezas znika; stad wowezas E(Z,—)(Z,—v;) = 0. W przypadku gdy
o < 0, nie mozna jej tak zmajoryzowacé.

TWIERDZENIE 2. Niech Z; bedq zmiennymi losowymi o rozkladzie
normainym N (v;, 0;), a rozklad o dysirybuancie

711’2 == 0'1

| 0, gdy v, < —¢;,

- vi+e

F(v) = %, gly —c; < v < ¢,
l 1, gdy v, >¢; >0

niech bedzie rozkladem a priori parametréw v;; niech Ry, = E(Ed—Ed|0) (*)
0ZNacza oczekzwanq réénice oczekiwanych wa,rtoscz $redniej statystyki abso-

lutnej d= ZZ ;. oraz $redniej zwyczajnej d= ZZ,, pod warunkiem ,,0",

ezyli pod warunkwm rozkladu a priori F (v,) pammetrow v;,, 6 R, =
= E(Ed—FEd|z) — takq samaq oczekiwana réinice, lecz pod warunkiem
w8, gdzie © = (&, Ty, ..., L)y, C2Yli pod warunkiem rozkladéw a priori
parametrow v; okreslonych przez:

i(”i) =0 (vi_mi),

(7]

gdzie dyspersje o; sq réwne dyspersjom odpowiednich skladowych Z; sta-
tystyki d. Wowczas R, daje si¢ wyrazié wzorem

. 0‘%—}—0? C; ¢; i ¢;

0

) W omawianej tu metodzie nie badamy oczekiwanej straty kwadratowej,
jak to sie¢ zwykle czyni w teorii funkeji decyzyjnych, w celu poréwnania dobroci
estymatoréw; byloby to bowiem w tym przypadku trudne analitycznie. W § 3 wy-
jaénimy znaczenie twierdzen 1 i 2 dla poréwnania dobroeci estymatoréw d i d.
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Stad moina napisaé dla kazdego ¢ Ry, = O(e;), poniewaz drugi czynnik
pierwszej sumy dqsy szybko do 1, a druga suma do 0. Natomiast R, daje si¢
oszacowaé od gory funkcja

[ o ; x; @;
ro<s Sl ool 2o(-2))
g; '/th o; V2 o o G
Dla kazidego skladnika R, tej sumy mamy R, = O(x;®), gdzie 6 dodainie.
Dowéd.

1° Obliczenie R,. Warto§é wyrazenie E(d|v) = th wynika z de-

finicji statystyki d, dla ktdérej przyjmujemy tu i ujemne wartofei »;.
Natomiast z lematu 2.2 wynika:

n

Edly) = EZ(Z |%) —ZE(ZiM)—Z +2 ) (v, o).

i=1

o,

Stad znajdujemy:

R, = f f 2']’ Viy Gl)n (2¢5)” ld”z = 2_1' f.'l’("'i, o;)dv; .

- ~¢, =1 =6 Yy
Obliczamy catke
¢
[v0, 0dy =
c- e clo oo
Sy ’
= J"’(’) b= f”q’(—-) dv = o* f¢(y>dy+a= fy@(y)dy =
g [
- —¢ —¢fa —cla
. ¢ o 62 ¢ 03 ¢ clo
—glol=l—a|— 2 e ——__q>____ _
¢ [¢(a) ¢( o)]+'2 ¢(a) 2 ( 0-) y(y)dy

—cjo

¢

¢la clo
. c? ¢ f o2 _ _
=(a +5)[¢(;)_¢>(—;)]— 3 [ Pt 5 { o (y) dy— 47 (y)1dy =
o% 4 c? ¢ e o? elo
=75 o f5) e (=) Frew

Podstawiajae obliczong czlke w wyrazenie na R, otrzymujemy wsor
wyszezegdlniony w tezie.

—cja
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20 Obliczenie R,: Wyrazenia E(d|v), oraz E(d|v) oméwilismy przy
obliczeniu R,. Stad znajdujemy analogicznie
o0 o0 n n
Vi — &;
f f 22«,@-, ;) qus( - ) -
) dv; =
¥i Vi —&;
— B 45 .
22[[( ) ( O'i)](p( 0; )d%

Jak wiemy na podstawie lematu 2.2, warto$é funkeji zawartej w na-
wiasach prostokatnych jest zawsze dodatnia, przy czym dla » > 0 wartosé

funkeji v(D( —_ l) jest mata i dodatnia, natomiast dla » < 0 mozemy na-
g,

orlt) o {=2) = o) o0 ().

gdzie znowu funkeja »@ (2) jest mata co do bezwzglednej wartosci i ujemna.
g

pisaé

Stad otrzymujemy aproksymacje

n [ n 0
V; V;— @5 v; y._m.
R, <2 K'f —‘) ( ’)di—z f—’ ( ‘)di.
= ,,-éf_f(ai"” o |7 Zm o'\ o |7

Obie calki obliczamy juz latwo:

[ o[2)r () -

-0

- 1
= o f exp:—ﬁ [v2+(v—w)2]}dv =

1
= 2—1:_f exp [— Giz(”z_”w+ ng)]dv =
- 2% l exp— S 16— jof +1o'l} db —

I
o]

el 3l e w3l -5
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Rl b L e e o e | T
- oS 5ot L] = 2ol

Podstawiajge obliczone calki w powyzszg nier6wno$é, otrzymujemy nie-
réwnoséé wyszezegdlniong w tezie.

§ 3. Normalizacja i rozklad a posteriori wartosci oczekiwanych.
Rozwazymy dwie metody wyznaezania empirycznej tablicy Czekanow-
skiego, oparte na dwdéch sposobach normowsznia tablicy teoretycznej.
Mozliwogé istnienia réznych modeli, ktérg nalezy wyraZnie podkreslié,
pochodzi stad, iz odleglo§é miedzy dwoma punktami w przestrzeni cech,
jak wspomnieliSmy w §1, ma charakter konwencjonalny, a przy tym
zalezy nie tylko od metryki, ktérg przyjeliSmy w tej przestrzeni, 2le
tez od skali poszczegélnyeh wspdlrzednych. Jest jasne, ze mierzae
dilugoéé platkéw kwiatowych w milimetrach, za§ dlugosé calej ro-
§liny, przypuéémy, w metrach, byloby bardzo niestosowne dedawaé, w celu
wyliczenia odleglosci dwéch osobnikéw, wielkofei tak réznych rzedéw.
Nalezy zatem wprowadzié jaka§ normalizecje cech. Nie jest jednak jasne,
jaka normalizacje nalezy tu wprowadzié.

Dwie normalizacje, jakie tu rozwazymy, to jest jedng oparty na
§redniej z wszystkich badanych gatunkéw, a drugg na ich wspdlnej
dyspersji, maja swoj sens przyrodnieczy, ktérego tu jednak nie bedziemy
dyskutowaé. Wybdér drugiej normalizacji jest podyktowany przydatnoscia
jej dla czlej naszej metody, co zobaczymy w dalszym eciggu pracy(°).
Oméwimy wiee obie normalizacje, czynige jednak w obu przypadkach
istotnie ograniczajace zalozenie, ze macierze kowariancji wszystkich
rozpatrywanych gatunkéw sg jednakowe:

(14) Ay =Ay=...=A, =4,

Odrzucenie tego zalozenia (np. po przeprowadzeniu i niepomyS§lnym
wyniku testowania hipotezy réwnoSci warianecji i korelacji w danym,
konkretnym zagadnieniu przyrodniczym), komplikuje do§¢ powaznie
rachunki, gdyz wéwezas zmienne Y majg dla ré6znych wskaznikéw rézne
dyspersje, wobec ezego potrzebny iloraz (25) nie bedzie juz miel

(¢) Inna jeszecze normalizacja stosowana przez przyrodnikéw, mianowicie na
rozstep elementéw skrajnych z proby, jest mniej uzasadniona, gdyz wariancja tego
rozstepu jest duza.



O poziomach ufnoéci w taksonomii wroclawskiej 15

rozkladu ¢ Studenta, lecz, z odpowiednimi wspélezynnikami, rozklad d
Sukhatme, zwany tez rozkladem Behrensa-Fishera (patrz np. [7]). Wow-
czas wzory, ktére przedstawiamy w §§ 3 1 5 niniejszej pracy, musia-
Iyby ulec znacznej modyfikacji i komplikacji. Poza tym, postugiwanie
sie tym rozkladem jest bardziej skomplikowane, a tablice statystyki d
malo rozpowszechnione.

Wprowadziwszy zalozenie (14) omdéwimy naprzéd ogélne wlasnosei
normalizaeji. Ot6z zmienna losowa a,Z2"'%, oméwiona przy (8), ma rozklad
normalny N (a;; ., @;0:6,), gdzie fi = 7 = L'+ 17"

LeMAT 3.1. Normalizacja cech nie zmienia korélacji miedzy cechami.
Dowéd.
ot = Pl e X))
VE (o, (X;,— #5,) TE 6, (XT,— pD) T
_ B(X— ) (X — )
T VEBXL )BT

LeEMAT 3.2. Przy zaloieniu (14) zmienne losowe Y § Y¥? majq
te samq wariancje: E(Y?!—uP?)? = B(YP —pf?) = o) = o2
Dowéd.

E(Y"— " = B| Y el (Xh— )] =
i=l

=E [Zailaize’i’l'qeg;lq(xgﬁ— (X T — ,45’2)] =
iyig
= Z a;, o, eg:aegzlqy(xg,-— yg';)(xg;,_ ﬂ%) =

1182

= Zau “izfgl'qeﬂqli@: 2 “ilaizegipagfliliz =E(Y"—u""y,
ipig ipig
przy ezym A,

LEMAT 3.3. Przy zalozemiu (14) macierz kowariancji A,, zmiennych
a;ZP? wyraza si¢ wzorem macierzowym Ap, = [T'0A8, gdzie macierz €
Jjest macierzq przekatng o elementach a,, as, ..., a, na glownej przekatnej,
o zerowych poza nig.

Dowéd. Opieramy sie tu na prawie dodawania niezaleznych zmien-
nych normalnych wielowymiarowych (patrz np. [1] i [2]). Zmienne Z*
majg macierz kowariancji g°*4. Mnozenie ich przez wspélezynniki a;
nie zmienia korelacji, jak to wynika z lematu 3.1, natomiast powoduje
mnozenie macierzy dyspersji ¥ przez macierz 6. Zatem 4,,= (82)X
X (B*M P)(0X) = 71 0(2PX)0 = 71646, c. n. d.

nalezy do macierzy A, c.n.d.
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Uwaga. Z twierdzenia 1 wynika, ze pP0™?! = E(d"—6) <

Zamz ¢4, w symbolice macierzowej, gdzie ¢= (1,1,...,1) jest
ity
wektorem n-wymiarowym, oraz gdy a;; > 0 przy wszelkich i, 4,.

a) Norma.lizacja na frednig. Normalizacje te uzyskujemy przyj-
mmwar—MZ&anmywnnmmmwmmze &n¢MULMom

za,gwa,ra.ntowaé by wazystkie skladniki odleglosci eminrycznych d $rednio

w jednakowym stopniu wplywaty na warto§é tych odlegloéci. Mamy bo-
% .

wiem wtedy zwigzek D'a,Z;, =k oraz przy . okre§lonym jak wyzej

x=1

mamy zwigzek macierzowy, ktérego uzasadnienie jest natychmiastowe:

(L)
a 4 ;{,- L, =n.
Wzér ten moze sluzyé do sprawdzania obliczen.

Ta metoda normowania nie wartofcinje cech ze wzgledu na ich
dyskryminacyjnosé (*), tylko zréwnuje skale wielko§ci w poszczegol-
nych cechach. Przed obliczaniem warto§ci d tg metoda nalezaloby jednak
zbadaé dyskryminscyjnosé cech metody, ktérg oméwimy przy normali-
zacji na dyspersje. Dzieki temu usunie si¢ cechy zbyt obecigzajace sta-
tystyki d, swa duza zmiennofcig.

‘b) Normalizacja na dyspersje. Przy tym normowaniu przyjmiemy

= (8;)”', przy czym wyjasnimy znaczenie symbolu s;. Dzigki zalo-
zeniu (14) wariancje wszystkich gatunkéw w i-tej cesze sa réwne of =
= A, eA. Bstymatorami tych wariancji sg statystyki
I
(15) = N (XX
X I, &
Laczac je, otrzymamy jako estymator wartosci o; standardowe od-
chylenie ogdlne

(16) st = ]/é‘l,s,?,/ ;"

Te wladnie statystyki, zlozone z wielu elementéw préby, a wiec
majace bardzo malg wariancje, postuzag nam do normowania. Mo-

(') Zastapienie stalych a &rednimi, ktére sz zmiennymi losowymi, budzi
niewatpliwie zastrzezenia; mozna jednak uwazaé, iz te realizacje statystyk o malej
wariancji przyjeliémy ,,raz na zawsze’.

(®) Zagadnienie dyskryminacyjnoéci, czyli diagnostyezno&ei danej cechy, czy
zespolu cech, wéréd cech nalezacyech do danego zbioru, nie jest jeszcze dostatecznie
wyjasnione w statystyce.
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globy byé przedmiotem dyskusji, czy nie lepiej zamiast s} braé wartosé
(s})* (a zatem nie wyciggaé pierwiastka kwadratowego) co powaznie
zmniejsza blad obliczeniowy. My jednak, ze wizgledéw praktycznych,
uzyjemy do tego celu statystyki

(17) 5, = ]/ D usiel ( X le—m)-
r=1 r=1
Je§li bowiem przyjmiemy a; = 8;’, to wyrazenie

(18) ai(zi,x_vi,x)ﬂ;l
m
bedzie mialo rozklad ¢ Studenta z y = Jl,— m stopniami swobody ; wy-
r=1

nika to z lematu 3.4 podanego na korncu niniejszego paragrafu.
Wyrazenie (18) daje nam od razu kryterium dyskryminacyjnosci

i-tej cechy wzgledem pary gatunkéw p,q. Mamy bowiem, przy zada-

nym poziomie ufnodei 1—a i realizacji z;, zmiennej Z;,, nieréwno§é

Cy
aiﬂx’
przy czym ¢, okreslone jest przez réwno§é a = P(f, > ¢,). Warunek ten
jest wprawdzie dostateczny do odrzucenia cechy, lecz nie jest konieczny.
Nalezy bowiem rozrézni¢ dyskryminaecyjno§é bezwzgledna, odnoszacy
si¢ do jednej odleglosci empirycznej Z;,, ktéra badamy za pomocs (19),
oraz wzgledna, okreflong przez istotnos$é réznicy dwoch odleglo§ei empi-
ryeznych Z, , Z,,, lub ogélnie d, , d,,, co oméwimy w § 6. Dyskrymina-
cyjnos$é bezwzgledna i wzgledna, oraz kryterium (19), majy wielkie zna-
czenie dla metody pozioméw ufnodci dendrytéw, jak to zobaczymy
W zwigzku z twierdzeniami 6 i 7, w §§6 i 7.

Znajomo&é rozkladu wyrazenia (18) daje nam rozklad a priori po-
trzebny w twierdzeniu 2. W prébach bowiem o licznofei przekracza-
jacej 30, rozklad wyrazenia (18) mozna aproksymowaé przez nor-
malny N(0,1). Natomiast w zagadnieniach empiryeznych, dotyczg-
c¢ych pozioméw ufno§ci w taksonomii wroclawskiej, liczno§ei prob
gatunkowych I, musza, z przyczyn wyluszezonych w § 6, byé duze, co
najmniej po 10 elementéw kazda. Stad widaé, iz liczba stopni swobody y
W wyrazeniu (18) bedzie na ogé! znacznie przewyzszaé 30, co daje gwa-
rancj¢ dobrej aproksymacji.

Stad, ze wyrazenie (18) ma rozklad normalny N(0,1), oraz z le-
matu 3.5 wynika, iz wyrazenie a;Z;,p; ! ma w przyblizeniu warto§é

v,

(19) Vi x > zi,x -

oczekiwang FE(a;Z;,.B;') ~

* . a wiec pod tym warunkiem rozklad

iMx

Zastosowania Matematyki, VII, 1 ) 2
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normalny N ( 7’;‘ ,1), & wyrazenie a,Z;, — rozklad N (vi'" ﬂ,,). Niech

)
\GiPx o;
teraz S(xz|tr) oznacza gesto§é warunkows zmiennej losowej, pod warun-
kiem 7. Je§li dystrybuanta F(r) rozkladu a priori parametru v jest okre-
§lona przez

l 0, gdy T < —¢,
4
(20) P(z) = ’—';c—, gdy -—-c<t<e,
] 1, gdy T>¢ >0,

to gdy S jest funkecja zmiennej 7, calkowalng na prostej, otrzymujemy
z twierdzenia Bayesa wzor na gesto§é w rozkladzie a posteriori parametru

1 1 _
(21) fizla) = lim (2—03@711) / . f E—O—S(wlr)d‘r) — S(z|z).

Wyrazenie (21) daje zatem rozklad a posteriori, gdy x jest realizacja

zmiennej losowej X. Jefli teraz przyjmiemy 7z = &, to ze wzgledu
i

na powyisze rozumowanie bedziemy v;, uwazaé za Srednia zmiennej

normalnej a;Z;,, a wige
Vi,x) —9 (a’izi,x_ Ti,n)
- — 5 I
o; ) ﬂx

Tin— Bi%i 5
ﬂ !
x

czyli rozklad a posteriori jest N (a;z; ., f.). Wyrazenia a;z;, oraz f, graja
role z; oraz o; uzytych w twierdzeniu 2. Stad znajdujemy wzér umozli-
wiajgey oszacowanie od gory wartoSei oczekiwanej R,, réznicy oczekiwa-
nych wartodei statystyk d i d, pod warunkiem ,,2”’, czyli pod warunkiem
rozkladéw a posteriori opartych na realizacji statystyk Z,,Z%,,...,Z,

. B. A% AiZ; A%y a;2;,
(22) Rz’”<2§[ﬁ¢(ﬂ”;/§)+ﬁ”(p( . )— 7 <1>(— 5 )]

Oproécz tego wyznaczymy z tej samej proby standardowe odchylenia
Spgy Zmiennych Y?, obliczanych przy pomoey (9) z macierzy E wzorem

N (a'izi,n
stad za$

S (Ti,xlaizi,x) = ‘I’(

(23) Bpg = ]/%2 (TP Y79)*,
»4
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Gdyby$§my znali teoretyczng macierz znakow E, obliczyliby§my zmienne
Y g stad statystyki s,g, W ten sam sposéb. Statystyka 35,, jest estyma-
torem wariancji ©*®, zmiennej Y*'% a sp, jest estymatorem wariancji
©’, zmiennej Y?'%. Stad statystyka d™ ma wariancje p*%0’?, a sta-
tystyka d"* wariancje S0’

Gdybyfmy chcieli zbadaé na podstawie pobranej proby losowej
w jakim stopniu nasz estyma,tor d ocenia dobrze warto§é 6, musieliby$my
wyznaczyé jeszeze wariancje s;, zmiennej U’, obliczonej ze wzoru U™ =

= Za,X' Wariancja 82 tej zmiennej jest estymatorem warto§ei w? i obli-
2=1

czamy ja ze wzoru analogicznego do (23). Gdy X, s3 dodatnio skorelo-

wane, zachodzi nieréwno$é ! < w, = @y, 0™ = Ya; (patrz le-

mat 3.3); stad, gdy R* oznacza prawg strone (22), mamy

Vipt LRy Vlpt] Lt LB Vit LR,
5 > — :_
E '/ lpg;.q"‘ lq§q.p E'/ Zpszz + lq E '/lpsz‘“*' lq§§ )

(24)

Gdy iloraz po lewej stronie podwéjnej nierdwnosei (24), ktéry latwo obli-
czyé, jest maly, powiedzmy mniejszy od jednofei, to do estymowania
warto§ci 6 mozna uzyé statystyki d zamiast d, godzac si¢ na niewielkie
obciagzenie dodatnie.

Streszezajae wywody przypominamy, iz brak informaeji co do ma-
cierzy E daje nam oczekiwang réznice R, miedzy obliczang statystyka d
a ,,prawidlowo” obliczang d. Gdy jednak przez pobranie préby losowej
otrzymamy pewng informacje w postaci rozkladéw a posteriori, to na te
réznice otrzymamy warto§é R, oszacowang wzorem (22). Gdy ta réznica
jest mniejsza od jednej dyspersji, to estymator d dobrze ocenia war-
t08¢ 6. Wazrost liczebnofci préby lacznej zwieksza o tyle informacje, ze
wtedy gdy I, > co i I, > oo, R, dazy do zera szybeiej, niz dowolna
potega naturalna I,, 1, czyli B, = o(l;°) = o(1;°).

Do wyznaczania pozioméw ufnosei dendrytéow potrzebny bedzie jesz-
cze iloraz studentowski

(25) @7 — ™ ]/ 2
2 ==/ 1,1 (1— )
Vipsh0+ 1S o bt

Ma on rozklad t Studenta z y#¢ =1,+1},—2 stopniami swobody.
Wynika to bezposrednio z lematu 3.4, ktéry podajemy ponizej wraz
z lematem 3.5.

LemAT 3.4. Gdy 2mienna losowa @ ma rozklad normalny N (v, fo),
gdzie B >0, a zmienna losowa H jest polaczemiem wariancyj z préb loso-
wych pobranych z m populacyj normalnych o tej samej dyspersji ¢ i o -




20 J. Mikiewiecz

czebnosciach 1, (1 <r < m) (je] pierwiastek jest wiec postaci (16)), to

O—vy Zl, —m m
tloraz — ma rozklad t Studenta z y = D)1, —m stop-
vE ¥V B3l 7= 2 P

niami swobody.

Dowé6d. Rozklad Studenta jest okreSlony dla ilorazu dwéch zmien-
nyeh losowych, przy czym licznik ma rozklad normalny N (0, ¢), 2 mia-

nownik jest postaci ]/1 xf,, gdzie x, ma rozklad y% z y stopniami swobo-
4

dy, a wigec jest sumg y kwadratéw zmiennych normalnych N (0, o).
Stad i z okre§lenia zmiennej @ wynika, iz lieznik musi byé postaei
(0—»)B~', a mianownik, gdy VH jest wyrazone wzorem (16), postaci
VA3, —m), c. n.d.

LEMAT 3.5. Jesli zmienne losowe © oraz H sq okreslone jak w lemacie
3.4, to iloraz i_ 2L—m ma w granicy, tzn. gdy Dl,—m — oo,

vEY FIL
rozklad normalny N (1, 1) .
fo

Dowéd. Tloraz wyszczegélniony w tezie lematu mozna napisaé

O—vy z‘l,— m n y

va V FSL T BVESL Sk —m)
W tej sumie pierwszy skladnik dazy, gdy D'1,—m —> oo, do rozkladu
N (0, 1), co wynika z lematu 4.3; natomiast mianownik drugiego sktadnika
dazy do liezby fo, skad na podstawie twierdzenia Stuckiego (patrz np.

[2]) caly ten skladnik dazy do warto$ei »/Bo. Suma wige tych dwoéch
skladnikéw daje w rezultacie, w granicy, rozklad N (»/fs,1), c.n.d.

§ 4. Geometryczne wlasno$eci teorétycznej tablicy Czekanowskie-
go. W tym paragrafie zajmiemy si¢ geometryczng interpretacjg teoretycznej
tablicy Czekanowskiego. Sklada sig ona, jak juz méwiliSmy, z k = ﬂ%- 1
odleglofei, laczgcych punkty m-elementowego zbioru punktéw w n-wy-
miarowej przestrzeni euklidesowej, wedtug metryki (3). Stad wynika fakt,
ze odleglofci te nie sg niezaleznymi zmiennymi rzeczywistymi, lecz ze
istnieja miedzy nimi pewne zwigzki uwarunkowane metryks. Rozwazmy
mianowicie przestrzen euklidesows k-wymiarowsg 9, w ktérej kazda
ze wspomnianych odleglo§ci bedzie wspélrzedng punktu tej przestrzeni.
Teoretyczng tablice Czekanowskiego mozna interpretowaé w tej prze-
strzeni jako punkt. Zbadajmy, jaki zbiér w przestrzeni 9, tworza wszyst-
kie mozliwe tablice Czekanowskiego, okre§lone przez zbiér m gatunkéw
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w n-wymiarowej przestrzeni cech, z uwzglednieniem metryki (3). Zbiér
taki oznaczymy przez .

Zauwzzmy najpierw, ze wszystkie odleglosci sy nieujemne, wobec
czego wystarczy rozpatrywaé jedynie dodatni sektor ukladu wspéirzed-
nych, tzn. zbiér (= (CyyClay.eesla): £ 20,8, 20,...,0 =0, pray
czym przez AU, oznaczymy taki zbi(')r 0 hajmniejszej hezbie wymiaréw,
ZaWicrajacy m,. Latwo zauwazyé, ze wymiar tego sektora jest doklad-
nie réwny k, dim ,,=Fk; stad mozna oznaezyé «U,,= U,. Zbadajmy
wlasnosei zbioru &7, C%,,,.

Kazda wspélrzedna 6, (1 < » < k) wektora de,, czyli tablicy Cze-
kanowskiego, ma zmienno§é ograniczong przez k—1 pozostalych zmien-
nych §,. Réwnanie, ktére okre§laloby te zalezno§é, powstaloby z pel-
nego ukladu réwnan typu (3). Zobaezymy nieco dalej, iz <7, jest pewnym
wielo§cianem, ktéry nazwiemy ,,wielo§cianem typu 4.

Warto zwréeié uwage, iz w tréjwymiarowe) przestrzeni ;, czyli

dla m = 3, wspélzaleinosé trzech odleglosei, ktéra sprowadza si¢ do zna-
nego prawa tréjkata

(26) L+le=2ly Ctl>28,, G4+G > Cay

przedstawia si¢ jako nieograniczony ostrostup tréjécienny, oparty wierz-
cholkiem o poczatek ukladu wspéirzednych, a krawedziami o przekatne
fcian dodatniego sektora ukladu wspélrzednych. Latwo pokazaé, ze tak
jest, gdyz szukany zbiér jest iloczynem mnogofciowym trzech poélprze-
strzeni okreflonych nieréwnosciami (26). R6wnania krawedzi znajdujemy
kladae {3 = 0, a stad £, > ¢, i §; > {,, ezyli {; = {,, a nastepnie ¢, = 0,
skad {, = {;, oraz {, = 0, skad {; = {;. Podobnie gdy dwie zmienne sa
zerami, to i trzecia jest zerem.

Wielodeian ,,, W przypadku metryki (3) mozna przedstawié w po-
staci parametrycznej réwnaniem macierzowym

(27) i, = 5.

W réwnaniu tym r oznacza wektor rzeczywisty, m Xn-wymiarowy, po-
Staci: 1= (@1, ..., Thy By eeey Ty eeny T}y ..., Tn). Grupy n-elementowe re-
Prezentuja tu wektory gatunkowe. & = (6, 0gy ..., 0;) jest wektorem

reprezentu;adcym teoretyczng tablice Czekanowsklego Macierz I, sklada
si¢ z elementéw —1,0,1. Gdy odpowiednia réznica dwéch m—ow, wyni-
kajaca ze wzoru (27 ), sta,]e gie njemna, odpowiednie dwa elementy ma-
cierzy zmieniajg znak; stad zalezno§é tej macierzy od wektora I, wy-
razona indeksem. Cale przeksztalcenie (27) jest réwnowazne zespolowi

réwnan (3) bez wspélezynnikéw a; Wspéh'zedne r uwazamy tu za unor-
mowane.



22 J. Mikiewicz

Macierz I" dzieli si¢ w sposéb naturalny na bloki
Ey, ... El,m- 1
(28) r=_.-......

Jak widaé z okreflenia przeksztalcemia (27), wszystkie bloki majg licz-
be wierszy réwna n», natomiast co do liczby kolumn obowigzuje regula:
liczba kolumn w bloku E;; réwna si¢ m—j. WskaZniki 4, j maja tu inne
znaczenie niz w § 2 i odnoszy si¢ tylko do omawianyeh blokéw. Bloki
naprzekatne, czyli typu E;;, skladajg sie z samyeh elementéw ¢, tzn. —1,
lub 1; bleki, dla ktérych j > i, skladaja sie z samych zer; w blokach, dla
ktérych ¢ >j, (i—1)-8za kolumna sklada sie z elementéw ¢ o zna-
kach przeciwnyeh niz odpowiednia kolumna bloku naprzekgtnego o tym
samym wskazniku 4, a pozostale kolumny s3 zlozone z zer. To
okre§lenie wyznacza oczywiScie réwniez ogélng liczbe wierszy i kolumn
w macierzy I

Zmieniajac, zgodnie z (27), znaki elementéw ¢ w blokach naprzekat-
nych, mozemy je tak dobraé, by rzad macierzy Iy byl maksymalny;
odpowiada to pewnemu obszarowi zmiennofei wektora r. Jak wiadomo
(patrz np. [1] i [2]), ten maksymalny rzad réwna sie¢ wymiarowi wielo-
Seianu &, . Stad, znajac maksymalny rzgd macierzy I' przy m gatunkach
i n cechach, znamy wymiar wielofcianu «7,,,. Twierdzenie 3 podaje osza-
cowanie tego wymiaru poprzez oszacowanie maksymalnego rzedu ma-
cierzy I.

TWIERDZENIE 3. Wymiar zbioru o, przy metryce (3) daje sie osza-
cowad, w zaleznosci od wielkosci liczby cech n 4 liczby gatunkéw m, w spo-
80b nastepujacy:

1° gdy m—1 < n, to dimZy, =k = m(m—1);

2° gdy 3(m—1) <n<m—1, to mn—in(n+1) <dim,, <k;

3° gdy n < }(m—1), to mn—n(n+1) <dimos,, <mn <k.
Zakladamy tu ogdlnie, 26 m © n sq liczbami naturalnyms.

Dowdéd. Rozpatrzymy Kkolejno trzy przypadki wyszezegolnione
w tezie, okreflajac w kazdym przypadku liczbe ograniczajaca wymiar
zbioru &p,: od dolu — M,, oraz od géry — M,. Liczbe M; okreslimy
jako sume¢ maksymalnych rzedéw blokéw naprzekatnyeh macierzy I,
& wiec blokow K, ,, E,,,..., we wzorze (28), za§ M, = min[mn, {m X
X (m—1)], mniejszy z rozmiaréw macierzy I

Ad 1° Gdy m—1 < n, to mozna zawsze za Inniejszy z rozmiaréw
blokow naprzek@tnyeh przyjaé liczbe kolumn w tyeh blokach. Stad

M; = Z’z— 3m(m—1). Réwniez, zgodnie z definicja, M, = m(m —1).
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Ad 2°. Gdy » < m—1, to mamy m—1—n blokéw naprzekgtnych
0 mniejszym rozmiarze n wierszy oraz pozostale n blokéw o mniejszym
n

rozmiarze réwnym liczbie kolumn. Stad M; =n(m—1—n)+ )i =
i=1

= mn—3in(n+1). Opréez tego, je§li }(m—1) < n, to oczywiscie M, =
= im(m—1).

Ad 3°.Gdy n < }(m—1), to M, = mn, a takze mn < im X (m—1) =
= k. Poniewaz wtedy takze n < m—1, wige dolne ograniczenie jest takie
jek w przypadku 2°.

Dla zakohczenia dowodu wykazemy jeszeze, ze przy wszelkich ealko-
witych m, n, nier6wno§é mn— n(n+1) < 3m(m—1) jest zawsze spel-
niona. Niech bowiem 7 =n—m; woéwczas m(m+1t)— 3(m+7)X
X(m+7+1) = §(m+7)[m—(v+1)] = }[m?*—m—z(r+1)]. Poniewaz je-
dnck v(r+1) > 0, przy czym réwnosé zachodzi tylko dla v = —1, oraz
v = 0, to nier6wno§¢ jest spelniona. Tym samym udowodniliémy twier-
dzenie.

Biorage pod uwage fakt, iz zbidr ,,,, ktéry jest opisany analitycz-
nie wzorem (27) w postaci parametryeznej, da si¢ opisaé analitycznie
ukladem nieréwnosci, mozemy powiedzieé, iz o, jest wielo§cianem
nieograniczonym, zawartym w dodatnim sektorze A, k-wymiarowego
ukladu wspélrzednych kartezjanskich. Jefli idzie o zwiazek macierzy I’
z macierzg E, okre§long przez (5), to widaé, ze kazda oméwiona przy (27)
zmiana znakéw macierzy I' daje inng mozliwa macierz E; wréd nich sg
tez macierze empiryczne E. Na odwrét, maecierz E okrefla odpowiadajaca
jej macierz I Do tego zagadnienia powréeimy jeszeze w § 5.

Jak widzimy (pomijajac przypadek 2°), w przypadku 3°% gdy » < 3 X
X (m—1), wymiar wielo§cianu 7, jest mniejszy niz wymiar k sektora
A, do ktérego nalezy. Jednak nawet wéwcezas, gdy jest on réwniez wy-
miaru k, nie wypelnia calego sektora ;. Wynika to z nastepujacego
twierdzenia:

TWIERDZENIE 4. Przy wszelkich naturalnych m, n, jesli przez mr,

oznaczymy miare k-wymiarowq zbioru (k = ym(m—1)), zachodzi nierdw-
no$é

it (Ui L ) # 0.

Dowéd. W przypadku, gdy m > n-+1, twierdzenie jest oczywiste.
W przypadku, gdy m < n+1, oznaczmy przez ¥;; tréojwymiarowe sek-
tory dodatnie, ezyli zbiory typu (¢: Ly =005 ly1=00,20,(,.. >
=0, . >0). Kazdy taki sektor mozna traktowaé jako rzut przestrzeni
U, Lecz sektory U; , zawieraja w sobie rzuty wieloSeianu +,,,,, ktére ozna-
czymy «/;;. Rzuty te sg, jak juz wiemy, tréjScianami nieograniczonymi,
okre§lonymi prawem tréjkata (26). Stad mrs (2&,3\ &) # 0 dla kazdego 1,
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gdzie ¢ jest numerem dowolnej kombinacji trzeeh indekséw sposréd k.
Jefli teraz bedziemy tworzyé iloczyny kartezjanskie zbioréw 2[,-’3\ i3
przy czym wskaznik ¢ bedzie przebiegal wszystkie tréjki, to ich iloczyn
katezjanski «f,, nalezacy oczywiscie do 2, bedzie miary k réznej od 0
i o C %\ Ao ©. 1. d.

§ 5. Wlasnosci rozkladu empirycznej tablicy Czekanowskiego.
Obecnie zajmiemy si¢ lacznym rozkladem empirycznych odleglogei mieg-
dzygatunkowych d,, d,, ..., d;, pod warunkiem, ze ustalona jest macierz
znak6éw E, okreSlona przez (5). Jak powiedzieli§my w § 4, ustalenie macie-
rzy E odpowiada ustaleniu znakéw macierzy I', okre§lonej przez (27),
co odpowiada w konsekwencji ustalenin przynaleznoseci wektora ¢ do
pewnego obszaru liniowoSci funkeji £2;. Wynika to stad, ze chcemy za-
chowaé warunek nieunjemnosdei odleglosci teoretycznych. Jeli dla odleg-
lo§ei empirycznych odrzucimy ten warunek, to mozemy we wzorze (27)
zastapié o przez d = (d,, d,, ..., d), & wektor rzeezywisty tr przez wektor
losowy X = (X1, ..., Xn, X3y .oy Xiy ooy X1y ...y X, ustalajge przy tym
macierz I'y. Stad mamy

LeMAT 5.1. Zqezny rozklad empirycznej tablicy Czekanowskiego, czyli
wektora d, jest normalny, jesli wszystkie wchodzgce w jej budowe gatunks
majq rozktady normalne.

Dowdéd wynika z twierdzenia, ze kazda transformacja liniowa zmien-
nych normalnych jest tez rozlozona normalnie (patrz w tej sprawie
(11, 21, [70)-

W §3 (lemat 3.2) podano formule obliczania wariancji f*w*?
zmiennej losowej d*. Analogicznie mozna obliczyé kowariancje odleg-
lodei dP", dP%2, wychodzacych z jednego gatunku (empirycznie: wspél-
nego punktu losowego):

LEMAT 5.2. Kowariancja odleglosct d*%, d*%2, wychodzqeych z jednego
gatunku, wyrasa si¢ wzorem

I "% = LA () = 15" A (P

gdzie wektor n"'% = (a,e}'%, a,e}'%, ..., a, %),
Dowéd.

E (dpql _ apql) (dpqg . 61342) —
= B[( Y?i4 _pi’lql) +( Yar_ *qlm)] [( ‘fqu__ﬁqu) 4 Ylr_ "‘qzlp) _

= B( Yria —pPi) (?piqz_pqu) ,
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gdyz trzy dalsze kowariancje znikajg, z uwagi na niezalezno§é odpowied-
nich par zmiennych losowych. Stagd otrzymujemy dalej

E(YP'0 Py (TP P92y —
=F [27? a; P (XP — ,“?)] [Z a;eP%2(XP _ ,uf)] _
=1 i=1

— Z [atl |q1a¢28p|q2E(Xipl /""1)(X /‘11;)] — l;lnplqlA(np]qz)l.

i3,y

Czynnik liczebno&ei préby I,' powstaje tu analogicznie jak w lemacie 3.3.
Przemiennodé %, 4?12 wynika z symetrycznodei macierzy 4. c. n. d.

Lematy 3.2 i 5.2 pozwalaja wigc oblicza¢ ze wspélnej macierzy ko-
wariancji ecech 4, macierzy znakéw E, oraz wektora normujacego a, ma-
cierz kowariancji lacznego rozkladu odleglosci empiryeznych 2. Zbierajae
te wyniki mamy wiec

E(dpq_ 6”“)2 — ﬂzmﬂqul('))mq)' — ﬂ2pqw2pq;
(29) E(dml— 6zm1) (dpqz—- 62202) — l;lnplqlA(nqu)r —_ l;lwplqlqz;
E(ahf— g7 (aP%2— §P2%2) = 0; Py, @y  Ps,y qa.

Macierz 2 jest rozmiaréw % Xk i ma elementy na przekatnej pomno-
zone przez liczby 7, za§ pozostale elementy pomnozone przez liezby I,
gdzie wskaZnik r odpowiada gatunkowi, z ktérego dana para odleglodci
wychodzi. Mozna tez rozwazaé elementarng macierz £, dla odleglosei
elementarnych, czyli powstalych z préb jednoelementowych. W tej ma-
cierzy czynniki I, i f* nie wystepuja, a zamiast g™ jest V2.

Jak latwo zauwazyé, kowariancje typu o2 mogg byé ujemne, nawet
gdy macierz 4 sklada si¢ z samych dodatnich elementéw. By sie o tym
przekonaéd, wystarczy przyjaé we wzorze z lematu 5.2 1,

=14 &% = —1 przy kazdym .

Jesli oznaczymy przez A macierz kowariancji wektora X, to z uwagi
na wzér ¢ = tI'y, przeksztaleajacy forme kwadratows rA-'t, otrzymujemy
zwigzek 2 — I'g A r'g. Stad widaé, iz w 2 mozna wyr6zni¢ m — 1 minoréw
gléwnych, odpowiadajacych kolumnom macierzy blokowej (28). Ko-
wariancje zerowe z trzeciej réwno$ci (29) znajduja sie tylko poza tymi
minorami i to po }(m— 2)(m— 3) w kazdym wierszu i kolumnie macierzy 2.

TWIERDZENIE 5. Gdy gatunki majq rozklady normalne z warunkiem
(14), gestoéé lacznego rozkladu tablicy Crzekanowskiego wyraze sig wzorem

(30) f(&) = [12](2n)"] #exp[— }(—8)2 ' ({—8)'],
przy czym elementy macierzy £ wyrasajq si¢ wzorami (29), a ¢ = (&, Lay ...
.y {x) oznacza zmienny wektor rzeczywisty k-wymiarowy.

iz = 0 oraz
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Dowéd. Korzystamy tu z lematéow 3.2, 5.1, 5.2, oraz z tego, Ze
rozklad normalny jest okreslony przez swe pierwsze i drugie momenty.

Wniosek. Rzad rozkladu (30) réwna sie rzedowi macierzy przeksztal-
cenia liniowego I'g, wektora losowego %, ten za$ jest niewiekszy od wy-
miaru zbioru ., ktéry okrefliliSmy w twierdzeniu 3.

§6. Poziomy ufnosci dendrytow. W niniejszym paragrafie zalozymy,
podobnie jak w § 3, normalnosé rozkladéw gatunkowych z warunkiem (14),
oraz znajomosé teoretycznej macierzy znakéw E. Jak juz pokazaliSémy
w §3, kazda zmienna d, ma wtedy rozklad normelny N(4,, f.w,), na-
tomiast kazda zmienna s = s, = |85+ 1,8, (patrz wzér (25)), ma
rozklad 4* z y, = l,+1,—2 stopniami swobody. Stad, gdy przyjmiemy

2
" = ]/l 1 (1—— . ) = v,, zmienna
pq lp + lq ’

(31) g, = v,

ma rozklad ¢ Studenta z y, stopniami swobody. Oznaczmy przez 1—ea
poziom ufnoéci, ktéry ustalamy z géry dla dendrytéw. Jest on réwny
prawdopodobienstwu, z jakim zachodzi relacja <%y, gdzie obszar losowy
Fy zalezy od wektora losowego X, wprowadzonego na poezatku §5 i na-
lezy do przestrzeni euklidesowej k-wymiarowej X, zmiennyeh £,
1<% <k).

Na podstawie twierdzenia 6 otrzymujemy, przyjmujac za ¢, (1 <
< % < k) takie liczby nieujemne, ze

(32) P(]Ex] = 0,,) = Gy
nieréwnoéé
k
(33) l1—a=1—Ya <P(5I<0,|5l< 6. |5 | <)
=1
Stad, jesli w przestrzeni £, umieScimy poezgtek ukladu wspéirzed-
nych w punkecie = = (£, &,,..., &), t0 zgodnie z metody obszaréw
ufnosci Neymana bedzie
Ly = (§edyr [&] <oy |&] < Cay ooy |&] < )y

przy czym skladowe wektora = s3 obliczone zgodnie ze wzorem (31).
W praktyce bedziemy si¢ staraé, by wartosei ¢, byly réwne, tworzae w prze-
strzeni %) kostke k-wymiarowg &, o krawedzi 2c.

Rozwazmy teraz uklad nieréwnofci zachodzgcych miedzy % zmien-
nymi rzeezywistymi ¢, = (P? w przestrzeni euklidesowej %-wymiarowej
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9;, przy czym wskaznik x =1,2,...,k odpowiada pojedynczej nume-
racji z § 2, a p¢g — przemiennej numeracji podwéjnej z tegoz paragrafu;
p,q=1,2,...,m Uklad ten okreSlimy indukcyjnie:

1. Ja<d, 1<j<m; j#1,q.
5. < g—1,q; i=1l,q; i#4,
(34) 1<g<m; 1<) <m;
@ #1,q:5 J #1014

...............................

h. thqh<cij7 q;c"—‘l’QIr---’Qh—l; izlyQu-“’Qh—ﬁ i¢q;n
1<gp<sm; 1<j<m

qr #17q11"'7Qh—1; .7 9&1,41,---,!1;;—1,%-

Ten uklad nier6wnosci jest w przestrzeni 9, zmiennych ¢ odpowiednikiem
okreflonej struktury topelogicznej dendrytu zbudowanego metods wro-
clawska (’). Uklad (34) interpretujemy krétko w ten sposéb, ze wychodzge
z dowolnego punktu (tutaj gatunku), dolaczamy do juz zbudowanego
dendrytu punkt najblizszy.

System nicréwnosei (34) wyznacza w przestrzeni 2, wieloScian wy-
pukly; jest on bowiem iloczynem mnogo§ciowym poélprzestrzeni. Taki
elementarny wielo§cian bedziemy nazywaé ,,wielo§cianem typu B” i be-
dziemy oznaczaé przez #. Jesli wiec zachodzi relacja 6¢# C 2, oznacza
to, iz wektor 8, przedstawiajacy teoretyczng tablice Czekanowskiego,
Wwyznacza dendryt o okreflonej strukturze topologicznej.

Wielo§cianéw # jest tyle, ile réznych topologicznie dendrytéw
lakczaeych m punktéw w przestrzeni o wymiarze mgkszym niz jeden.
Latwo zauwazyé, ze rodzina wszystkich mozliwych wielocianéw %
pokrywa caly przestrzen 2. Jefli bowiem zbidr wszystkich réznych to-
Pologicznie dendrytéw pokrywa wszystkie polaczenia m punktéw, czyli
caly tablice Czekanowskiego, to odpowiadajacy mu zbiér systeméw
nieréwnoei (34) zawiera wszystkie mozliwe nieréwnosei, a wiee wszyst-
kie mozliwe polprzestrzenie, na jakie dzielimy przestrzer 2.

Niech zatem € oznzczz sume mnogo$ciows pewnej liczby wielo-
Seianéw &, a &; obszar ufnoei, tzn. taki obszar w przestrzeni 2, ze
pokrywa on prawdziwg tablice Czekanowskiego, czyli wektor 8, ze z goéry

) Uklad (34) odpowiada metodzie budowania dendrytéw podanej przez M.
Warmusa, réwnowaznej metodzie podanej w [5]. Te metode przyjatem ze wzgledu
Da moznosé przejrzystszego zaplsanla joj ukladem nieréwnoéci. O metodzie prof.
Warmusa poinformowal mnie prof.” St. Zubrzycki.
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zadanym prawdopodobienstwem. Do kazdego obszaru ufnofei #; mozna
zatem dobraé najmniejszy wielo§cian ¥ (oznaczmy go przez %) taki,
ze 8; C%; C 9,. W tym miejscu nalezy z2znaezyé, iz na skutek przyjecia
estymatoréw d podlug definicji (6), otrzymane przez nas w drodze loso-
wania obszary ufnodeci &; pokrywajg calg przestrzen 2, natomiast wek-
tor 4, jak pokazali§my w § 4, zawarty jest w wielo§cianie </, stanowig-
cym czesé przestrzeni 2. Poniewaz kazdemu wieloécianowi ¥ odpowiada
okre§lona rodzina £ dendrytéw réinych topologicznie, mamy:

Okre§lenie. Prawdopodobienistwo, ze prawdziwy dendryt A nalezy
do okre§lonej rodziny #; dendrytéw réznych topologicznie, jest to praw-
dopodobienstwo, ze wektor 6 nalezy do obszaru ufnofei &, zawartego
w okref§lonym wielo§cianie %, nalezagcym do przestrzeni euklidesowej,
k-wymiarowej 2, a wiec

def

(35) P(AeR) E P(5e55 C¥:C Dy).

W przypadku, gdy €, ogranicza sie do jednego tylko wielo§cianu %,
symbol P(4e#;) zastepujemy symbolem P(4 to=pD35)’ gdzie D; jest to
dendryt okreSlony topologicznie przez dany wieloScian # zawierajacy
obszar ufnofei ¥, ezyli krétko méwiae, jest to dendryt zbudowany na
§rednich z préby.

W celu wyznaezenia okreflonej przez (35) rodziny %, dokonamy
afinicznej transformacji przestrzeni 2, zmiennych ¢, £,, ..., {; Da prze-
strzen &, zmiennyech &, &,, ..., &, podtug wzoru

Cx_dn

(36) =20, (1<x<k).

Dzigki tej transformacji, obszar ufnodci ¥z, zawarty w przestrzeni
D, ktérego nie umiemy okreélié, przejdzie w kostke &, okre§long przy
(33), natomiast kazdy wielo§cian # przejdzie w wielo§eian, ktéry ozna-
czymy #*.

Wielo§cian # jest okre§lony przez uklad nieréwnodci postaci (34),
wobec ezego sklada sie z hiperplaszezyzn ortogonalnych wzgledem jed-
nej z plaszezyzn, zawierajacych wszystkie mozliwe pary osi wspélrzed-
nych. Transformacja, przeprowadzajaca za pomocg wzoréw (36) Z w #*,
nie zmienia tej ortogonalnofci, wobeec czego wystarczy rozpatrywaé
transformacje, wedlug wzoréw (36), prostych ograniczajacych poéiplasz-
ezyzny nalezgce do wielo§cianu %, w plaszezyznach odpowiednich paer
osi wspélrzednych. Nieréwnosé ¢, > (,, przejdzie zatem w nieré6wno§é

8y O, Vs
(37) by < b ()

’(2 "l N2
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Poniewaz w plaszezyznach par osi wspéirzednych, nalezgcych do
przestrzeni £, kostke &, reprezentuje kwadrat o §rodku w poczatku
ukladu wspélrzednyeh i o krawedzi dlugosei 2¢, rownoleglej do osi wsp6l-
rzednych, wige wystarczy znalezé warunek, jaki muszg spelniaé wspél-
czynniki b,, i h,, prostej

(38) fnz = by, 'ful‘*‘ h121

by przechodzila ona na lewo i w gore od tegoz kwadratu, nie przecinajae
go. Elementarne rozumowanie pokazuje, ze jest to warunek

(39) hya— (b1a+1)e =0

Kladae w (37), w miejsce znaku nieré6wnoseci, znak réwnosei, stwier-
dzamy, iz otrzymana prosta musi spelniaé warunek (39). Kazda para
liezb ¢, , &,,, tworzaca punkt lezacy na lewo i w gére od tej prostej, spel-
nia tym bardziej nieréwnosé (39). Stad, podstawiajac w (39) odpowiednie
wyrazenia z (37), otrzymamy podstawows nier6wnogé

do—d,

(40) c L ———— =
sxll’vxl+ 8,‘2/17,‘2

Nieréwno$¢ ta, w jezyku wroclawskiej metody konstruowania dendry-
tow oznacza, iz na poziomie ufnofci 1 — e, gdzie «, zgodnie z (33), okresla
‘staly ¢, zachodzi nier6wnogé 6., > 6,,, dla prawdziwych odleglosci miedzy-
gatunkowyech o wskaZnikach pojedynczych x, i x,. Jesli zatem chcemy
zbudowaé dendryt podiug zasady okre§lonej ukladem (34), musimy w kaz-
dym przypadku poréwnywaé odlegloci empiryczne za pomoesg wzoru
(40). W niektérych przypadkach, dla danego wiersza ukladu (34), odleglogé
wybrana bedzie jednoznacznie wyznaczona nieréwnodciami; w innych,
gdy nieréwnosei (40) nie wszedzie zachodza, bedzie do wyboru kilka ewen-
tualnogei. W takim przypadku przyjecie kazdej z ewentualnosci tworzy
inng strukture topologiczna dendrytu. Nieoznaczonofé zatem jednej
nieréwnosci w ukladzie (34) tworzy pare dendrytéw sasiednich. W ten
Sposéb, po wyczerpaniu wszystkich ewentualno$ei, otrzymamy szukang
rodzing #Z; dendryt6éw sasiednich, do ktérej nalezy prawdziwy dendryt 4,
z prawdopodobieristwem wigkszym niz 1— «. W skrajnych przypadkach
dostaniemy: albo — w najlepszym razie — jeden dendryt réwny topo-
logicznie dendrytowi prawdziwemu, co zapisujemy P(A = DI) >1—aea,

albo — w najgorszym — rodzine zlozong z Wszystkich mozhwych den-
drytow roznych topologicznie, zbudowanych na tablicy Czekanow-
skiego o danym rozmiarze.

Uwaga 1. Jedli s, 1 7 Suyy to wyrazenie Ty, z (40) jest wigksze niz
gdybysmy brali zwyk}ap odlegloéé pélplaszezyzny, nalezacej w rozpatry-
wanej plaszezyznie do #*, od poczatku wspélrzednych. Wynika to ze zna-
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nej nieré6wnosci, zachodzacej miedzy §rednig arytmetyezng a geometryecz-
ng. Dzieki temu moznz otrzymadé wieksze ¢, czyli wyzszy poziom ufnosei.

Uwaga II. Latwo wykazaé zbiezno§é stochastyczng metody po-
wyzszej wraz ze wzrostem licznofei I, prob gatunkowych do nieskoiiczo-
nosci. Woéwezas bowiem licznik ilorazu T,; w (40) coraz mniej sie waha
wok6t éredniej 4, — ., a w mianowniku to samo dotyezy licznikéw
8, 1 8, Poniewaz jednak mianowniki v, i v,, daza wtedy do nieskon-
czonosei, iloraz T dazy tez do nieskonczonofei. To za§ pozwala zwiekszad
nieograniczenie parametr ¢, co jak widaé z (33) daje poziom ufnodei 1.

§ 7. Nieznajomos¢ macierzy znakéw. W paragrafach 5 i 6 zakla-
dali§my znajomosé teoretycznej macierzy znakéw £; juz jednak powiedzie-
lismy w § 2, iz w praktyce zwykle jej nie znamy. W tych wiec przypadkach
musimy wnioskowaé o poziomie ufnofei rodziny dendrytéw na podstawie
samej tylko lgcznej préby losowej X, z ktérej otrzymujemy macierze
ZiE.

Jako metoda weryfikacji narzuca si¢ tu przede wszystkim szukanie
Iacznego poziomu ufnoéci dla rodziny dendrytéw %, oraz macierzy E.
W tym celu mozemy rozszerzyé zastosowanie nieré6wnosci zawartej w tezie
twierdzenia 6. Wezmy bowiem pod uwage wzoér (19). Jesli polozymy w tym
wzorze ¢, = ¢;, = a;,2;,, t0o prawdopodobieristwo okre§lone rozkiadem
Studenta e«;, =P(t >¢;,) bedzie poziomem ufnoéci odpowiedniego
& ». Stad, biorage pod uwage, ze wszystkich &-6w jest n Xk, otrzymujemy
w sumie prawdopodobieristwo Y'a;,, przy czym suma ta ma n Xk sklad-

nikéw, natomiast dla Wer_yfika,izji rodziny #; dendrytéw otrzymujemy
k

w sumie Ya;. Wobec tego, stosujac twierdzenie 6, otrzymamy wzér na
=1

ogélny poziom ufnosei dendrytu

k
(41) P(Aedts) >1— D a;— Doy
i=1 %

Metoda ta, jak widaé z twierdzenia 6, szacuje szukane prawdopo-
dobienstwo po lewej stronie nieréwnosci (41) w spos6b nader rozrzutny.
Aby wige po prawej stronie (41) otrzymadé np. 0,95, nalezaloby — wobec
wielkiej liczby wystepujacych tam wartoSei « — wzigé préby z poszeze-
gblnych gatunkéw bardzo liczne, powiedzmy po kilkaset elementéw.
Ze wzgledu na trudnosci praktyczne z tym zwigzane proponuje inny
sposéb postepowania.

Wykorzystamy tu, zamiast macierzy E, macierz empiryezng E,
uwazajac ja, przeciwnie niz dotad, za ustalong dla danej konstelacji
gatunkéw. Wiedzgc na podstawie wzoru (18) o zbieznosci stochastyeznej E
do E, mozemy przypuszezaé, ze obie macierze nie bedg sie wiele réznity
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miedzy sobg. Otrzymane w ten sposéb.estymatory d bedg w pewnych
przypadkach obeigzone, choé nadal roztozone normalnie. Lecz jednoczesnie,
stosujac w danej prébee obliczong z niej macierz E, zastgpujemy sta-
tystyki d, przez d,. Wskutek tego otrzymujemy (por. § 2) zamiast esty-
matoré6w wartoei 6,, estymatory wartodei 4,. W naszym zagadnieniu
nie interesujg nas prawdziwe wartosei np. é,, i 4,,, lecz jedynie prawdo-
podobienstwo nieréwnosci d,, > 0., . Gdy cheemy wnioskowz2é o prawdo-
podobienstwie tej nieréwno§ei na podstaww znanych nam wielkogei d,,l
i d,,z, to uwzgledniajge twierdzenie 7, pod warunkiem ze zastosowali§my
normalizacj¢ na dyspersje oméwiong w §3, musimy uklad nieréwnosei
(34) zastapié przez uklad (42). Ograniczenia wskaznikéw sg tu takie same
jak w (34):

Fat2(n—1)p(0) < ¥, (1)
@) Cq2q2+2(n_1)¢(0) < Cijy 2)
(%42 (n—1)p(0) < ¥, (h)

Przeksztaleajac teraz przestrzen 2, na przestrzen ¢, zgodnie ze
wzorem (36), przy czym zastepujemy d przez d oraz s przez § (patrz § 3),
otrzymujemy analogon nieréwnoseci (40),

dpy—8s—2(n—1)p(0)

(43) ¢ < =T.,.
By [0, 5y [0y 1

Uzasadnieniem probabilistycznego sensu tej nieréwnosci jest fakt, iz
Przy obliczaniu wystepujacych tu czterech statystyk zastepujemy je-
dynie macierz £ przez E, ktéra uwazamy za ustalons. W ten sposéb roz-
klad ilorazn (31) pozostaje niezmieniony.

Tak wige na skutek nieznajomos$ei macierzy FE, nier6wno&é (40) po-
garsza sie o skladnik 2(n—1)y(0), ktéry, jak widaé z dowodu twierdzenia 7,
odejmujemy od licznika z nadmiarem. Jest jasne, ze wobec tego odleg-
losei miedzypopulacyjne, ktére bylyby praktyeznie rozréznialne, staja
8i¢ niekiedy nierozréznialne. Niekiedy para odlegloSci moze sie w ten
Sposéb staé nawet nierozréznialne teoretycznie; dzieje sig tak woéwezas,
gdy warto$é oczekiwana licznika wilorazie T, nieréwnosei (43) jest ujem-
na. Nalezy jednak zwrécié uwage, iz warto§é, ktorg tu odejmujemy, nie
zalezy od lieznodci préb, wobec czego, gdy tylko warto§é oczekiwana
licznika jest dodatnia, wyrazenie 7T, réwnie szybko dazy do nieskon-
czonosci jak T,, ze wzoru (40).

W przypadku teoretycznej czy praktycznej nierozréznizlnosei, je-
dynym wyjéciem jest oczywifcie rozszerzenie rodziny dendrytow, ktéra
weryfikujemy.
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Na zakohczenie podajemy twierdzenie 6, ktére wykorzystaliémy
w §§ 6 i 7 oraz twierdzenie 7, ktére- wykorzystalismy w biezagcym para-
grafie.

TWIERDZENIE 6. Niech X oznacza n-wymiarowy wektor losowy, przy
czym skladowe mogq byé zaleine albo nie, a ich lgczny rozklad ciqgly lub
skokowy. Oznacemy przez sy, L, ..., A, odpowiednie pola zdarzetn,
czyli takie zbiory jednowymiarowe, s¢ P(X;e ;) = 1. Oznaczmy odpowied-
nio Preez ay,y Ay, ..., 0, prawdopodobieristwa zdarzen X,eX,Cof,, X,eX,C o,

X, X, C oy, gdzie X,,X,,..., %, saq zbiorami o mierze dodainiej. Niech
dalej: %X, = ,\¥%,, X, =\ %, ..., X, = A\ %,. Jesli polosymy

X, X XyX ... XX, =XC A, X Ay X...X Ay, 1o zachodei nieréwnosdé

P(X X) Za

Dowéd. Prawdopodobieﬁstwo tu rozwazane ma wlasno§ci miary
Lebesgue’a na zbiorach n-wymiarowych, wskutek czego prawdopodo-
bienstwo rozpostarte na okreslonym iloczynie kartezjanskim s zbioréw
jednowymiarowych jest n-krotng calkg Lebesgue’a na tym iloczynie.
Zalézmy najpierw, ze prawdopodobienstwo na wszelkich zbiorach typu

(%) % Koo x Ky, x Ky, X x

"k+1
gdzie liezby 4,, ..., ¢, sg dowolng permutacja liczb 1...n, a k > 1, jest
rowne zeru. Wéwezas

P(X¢%) = Zf _ [dP(,, ..., ) =
i=13%, % £,
= [ ... [ [JaP@,...,¢) = D e,
i=1 &, % " =1

gdyz zbiory typu ¥, x ...x %, x ...xX, sa rozlaczne. Stad, poniewaz
P(XE)+P(X¢%X) =1, P(XX) =1— Ya;. Jesli jednak prawdopodo-
biefistwo na zbiorach typu () jest dodatnie, to odejmujae od jednoseci
warto§¢ Dle;, odejmujemy wielokrotnie warto§ei prawdopodobienstwa
na tych zbiorach. Tylokrotnie mianowicie, ile razy dany zbidér wechodzi
do zbioréw o, X... XX; X... X ,, to jest k-krotnie. Stad prawdopodobien-
stwo na tych zbiorach odejmujemy k—1 razy za duzo. To dowodzi twier-
dzenia.

TWIERDZENIE 7. Jeseli 6,— 6, > 2(n—1)9(0), to 8, > &, pray ceym

zakladamy, s¢ E(Z;,—v;,)’ = 1. Usyle tu oznaczenia zostaly wprowadzone
w § 2.

Dowéd. Niech

(++) 0, = Z”i,l oraz 0, = 2”1,27
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przy czym niech »; > 0. W n-wymiarowej, kartezjanskiej przestrzeni ¢ ,,
okre§lonej warto§ci 6 odpowiada cze$é hiperplaszezyzny, zawarta w do-
datnim sektorze ukladu wspélrzednych, a okre§lona roéwnaniami ().
Oznaczmy te cze$é hiperplaszezyzny przez §,. Nazwijmy rangg punktu
P = (P1, Psy .-y Py), naleigcego do rozpatrywanej przestrzeni, liczbe

Z‘lpi, a wiec Z(p) = D'p;. Stad Z(p8s) = 6. Jesli zastepujemy 8 przez 8,

to zbiér S; przechodzi na zbiér S; przez transformacje homeomorficzng
Pi = Pi+2y(p;, 1), pray czym p* = (97,3, ..., pr)eS;, a funkeja o
jest okre§lona jak w lemacie 2.2.

W przypadku, gdy przestrzen ¢, jest tak znormalizowana, ze o, =
= 0y = ... = 0, = 1("), hiperpowierzechnie S; staja sie osiowo symetryecz-
ne wzgledem przekatnej dodatniego sektora ukladu, czyli wzgledem pro-
stej p = u, gdzie ¢« = (1,1, ...,1). Wykazemy teraz, ze przy tej norma-
lizacji
5 min #(p*) = 6+ 2ny(d/n).

17*:.5':

Weimy pod uwage funkeje Z(p*)—R(p) =2 v(p:), gdy o; =
=1 (1 <14 <n), oraz zbadajmy jej ekstremum z warunkiem ubocznym
2(p) = 6 = const. Otrzymujemy

6% [2 Y v@a+2{ pi—9)] = —28(—p)+2=0;

4 oznacza tu mnoznik Lagrange’a. Stad —p; = @7'(1/2), wobec czego
A =20(—6/n), d(— p) = P(— 6/n), czyh P; = 6/n. Dla skrajnego punktu
Pe8, to znaezy typu p = (0, ..., 0, 8,0,...,0), mamy, jak latwo widzieé,

R(p*) = 6+2(n—1)p(0)+2y(3) > 5+ 2nyp(8/n) = R(P*<S;),

gdyz (n—1)[y(0)— p(8/n)] > w(d/n)—p(J), z uwagi na to, ze funkeja y
Jest malejaca (patrz lemat 2.2). Dla kazdego punktu posredniego wartosé
Z(p*) jest posrednia. To daje nam zwigzek (). W granicy otrzymujemy
A(P*e8;) =6, a R(P*eS;) = 6+2(n—1)p(0), gdy &—> oo, co daje
Wwtedy réznice rang 2(n—1)y(0). Jak wynika z przebiegu funkecji v, ta
f4‘»I>I'0ksyma,cja, jest juz dobra dla é/n > 3. Dla mniejszych J réznica rang
Jjest mniejsza, gdyz, jesli n >1, to

2(n—1)p(0) > 2(n—1)[p(0)—p(8/m)1+2[v(8)— p(d/m)],

zgodnie z tym, co powiedzieliSmy poprzednio. To koniezy dowdd twier-
dzenia.

(1% Jest tak wéwezas, gdy przestrzen cech znormalizujemy na dyspersje, jak
to oméwiliémy w § 3.

Zastosowania Matematyki, VII, 1 3
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Uwaga. Gdy zadna skladowa p; nie zbliza si¢ zbytnio do zera, czyli
gdy dyskryminacyjno§é bezwzgledna we wszystkich cechach jest duza
(patrz § 3), to wspomniana réznica rang jest mala.

§ 8. Ogolne wnioski. Dokonamy tcraz krétkiego przegladu tresei
niniejszej pracy. Po wprowadzajacym w zagadnienie paragrafie 1 naste-
puje § 2, ktéry podaje formalne podstawy dzialan na wektorach losowych
wyjéciowych X', w-celu tworzenia z nich statystyk, z ktérych w § 5 bu-
dujemy rozklad empirycznej tablicy Czekanowskiego. Twierdzenia 1 i 2,
ktére podajemy na koncu tego paragrafu, shuza w nastepnym §3 do
wyjaénienia niektérych wlasnoéci estymatoréw d, ktérymi w zagadnie-
niach praktyeznych zmuszeni jesteSmy zastepowaé statystyki d. Wazny
tutaj wzér (22), ktéry opisuje zbieznoéé statystyki d do d, zaklada norma-
lizacje na dyspersje, ktérg omawiemy takze w § 3. Réwniez twierdzenie 7,
zasadnicze dla zastosowan praktyeznyech metody badenia pozioméw
ufnodci dendrytéw, zaklada te samg normalizacje na dyspersje. To wska-
zuje na szezegblng przydatnoéé tej normalizacji.

Nastepny z kolei §4 pozornie odbiega od zasadniczego tematu,
gdyz omawia podstawowe wlasno§ci teoretycznej tablicy Czekanowskiego;
jednak, jak to widzimy w § 5, zagadnienie to jest Scifle zwigzane z zaga-
dnieniem rozkladu empirycznej tablicy Czekanowskiego. Twierdzenie 5
z § 5, ma, jak to zaraz wyjasnimy, szczegdélne znaczenie przy obliczaniu
pozioméw ufnofei dendrytéw. Ten ostatni problem omawiamy w §§ 6 i 7.
Podana tam metoda szacowania od dotu szukanego prawdopodobienstwa
opiera si¢ na twierdzeniach 6 i 7, zamieszczonych na koticu § 7.

Znaczenie twierdzenia 3 miedzy innymi polega na tym, iz w przy-
padku = < $(m—1) (pomijamy nie wyjasniony przypadek prze-
ciwny), rzad rozkladu empirycznej tablicy Czekanowskiego jest mniejszy
niz wymiar kostki &, (patrz § 6), ktéry jest zawsze réwny k = jm(m—1).
Woéwezas oplaca sie zwigkszyé liczbe rozpatrywanych cech tak, by po-
wyzsza nierdwnodé nie zachodzila, gdyz wéwcezas rzad rozkladu i wymiar
kostki &, zréwnajg sie, dzieki czemu przy tym samym poziomie ufnosci
mozna uzyskaé wiecej informacji o konstelacji gatunkéw.

Metoda przedstawiona w §§ 6 i 7 daje oszacowanie szukanego praw-
dopodobienstwa od dotu i to w sposéb do§é rozrzutny. Jak bowiem po-
kazaliSmy w § 5, rozklad empirycznej tablicy Czekanowskiego jest przy
naszych zalozeniach normalny, ale zalezny. Idealne rozwigzanie powinno
wskazywaé takg transformacje zmiennych losowych, ktéra czynilaby
ten rozklad niezaleznym, co umozliwialoby juz dokladne obliczenie war-
tosci prawdopodobieristwa okres§lonego wzorem (35). Jednakze dwa po-
wody sklonily mnie do pominiecia tego zagadnienia: Po pierwsze —
wielkie trudnosei analityczne. Znalezienie, zreszty samo nader uciazliwe,
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transformacji ortogonalnej, podajace wartosci wlasne tablicy Czekanow-
skiego, nie rozwigzuje jeszcze zagadnienia. Aby bowiem uzyskaé rozklad
okreflonej postaci analitycznej (jak np. iloraz Studenta), nalezaloby
nastepnie poszcezegélne zmienne podzielié przez odpowiednie -wartosei
wlasne. Jednakze te wartosei; bedace oczywiScie funkcjami wariancji
i kowariancji z préby, same bylyby miedzy sobg zalezne (usunigcie tej
nowej zaleznosci byloby juz bardzo trudue). Po drugie — zachodzi tu
pewien dylemat statystyczny. Czesto mianowicie mamy w statystyce do
wyboru dwie ewentualnofci: albo dazyé do maksymalnej dokladnosei,
nie baczgc na wielki naklad pracy rachunkowej, albo przeciwnie — ko-
rzystaé z metod przyblizonych, majacych wlasnoei asymptotyczne, tak
by mée niedokladno§é kompensowaé pobieraniem odpowiednio liezniej-
szych probek.

Ot6z sydze, iz metoda przedstawiona w §§6 i 7, a nalezgca do me-
tod tego drugiego rodzaju, jest w zagadnieniach biometrycznych ko-
rzystniejsza. Latwiej jest bowiem na ogdél mierzyé wigkszg liczbe osobni-
kéw z poszezegdlnych gatunkéw, niz wykonywaé wielogodzinne, nader
ucigzliwe rachunki.

Rachunki potrzebne w omawianej metodzie istotnie s3 elementar-
ne. Po dokonaniu pomiaréw i otrzymaniu w ten sposéb realizacji wekto-
réw X', znajdujemy macierz E, a stad wartosei 7*'% z ktéryeh juz latwo
otrzymujemy realizacje zmiennych d (patrz §2). Za pomocsy tejze
macierzy E znajdujemy zmienne 3,, (patrz wzér (23)), a stad zmienne
3pq (Patrz poczatek § 6). To pozwala juz utworzyé ilorazy (40) albo (44),
W ilodei okre§lonej liczbg m(m—2), do uzyskania dendrytu pierwszego
Iz¢du. Dla dendrytéw dalszych rzedéw odpowiednie liczby beds oczy-
wifeie znacznie mniejsze.

We wszystkich tych obliczeniach wystepuja jedynie cztery arytme-
tyczne dzialania, oraz podnoszenie do kwadratu i pierwiastkowanie
kwadratowe. Tlo§¢é potrzebnych dzialan jest tu rzeczywiscie wielka,
lecz w dobie maszyn matematycznych nie jest to wada istotna. Zreszts
np. dla 10-ciu gatunkéw sytuacja jest nastepujaca: Liczba statystyk d,,
oraz s,, jest k = 45. Je§li przyjmiemy poziom ufnofei 1—a > 0,95,
to dis poszezegdlnych odleglosei musimy przyjaé poziomy ufnosei rzedu
0,999 (patrz tw. 6). Dla §rednich gatunkowych, np. dziesigcioelemen-
tQWYOh, jest to mozliwe do osiggnigcia. Dla znalezienia zatem dendrytu
blerwszego rzedu z 10-ciu gatunkéw nalezy obliczyé 90 wartoéei staty-
styk d, i3, a z nich macierz T elementéw T (patrz § 6) o rozmiarach
19 X8 = 80 elementéw. Jak stad widzimy, obliczenia te mieszcza
Si¢ w granicach mozliwosci jednego badacza, nie dysponujacego maszy-
nami cyfrowymi.

Na zakonczenie warto zwrécié uwage na zastosowania tej metody.
Powstala ona z mysla o badanizch biometrycznych — stad wprowa-
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dzono tu pojecie gatunku — leez oczywiScie mozliwosci stosowania jej
sg o wiele szersze. Zwr6émy mianowicie uwage na badania antropo-
logiczno-socjologiczne, gdzie pojecie ,,gatunku’ daje sie natychmiast
zastgpié pojeciem grupy spoleeznej, takiej ze przynaleznoéé osobnikéw
do niej nie budzi watbpliwoSei. Tak wigec mozna np. szukaé dendrytu
narodéw na danym poziomie ufnoéei, ze wzgledu na wyniki réznych
testéw psychologicznych lub innych, przy czym nalezy wybraé losowo
z kazdego branego pod uwage narodu zadang z géry liczbe osobnikéw.
Inng dziedzing zastosowan moze by¢é fizyka. Pojecie ,,gatunku’ mozemy
tu bowiem zastapié pojeciem punktu w przestrzeni, a rozklady gatun-
kowe moga byé konsekwencjg bledéw pomiaréw. W fizyee ciala statego
mozemy zastapié ,,gatunek” pojeciem molekuly; rozklady gatunkowe
bylyby tu wynikiem ruchéw cieplnyech. Przyklady powyizsze nie wyeczer-
puja oeczywideie mozliwoéei zastosowan omdwionej tu metody.
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Praca wplynela 17. 9. 1961

J.MIKIEWICZ (Wroclaw)
O POZIOMACH UFNOSCI W TAKSONOMII WROCELAWSKIEJ

STRESZCZENIE

Celem pracy jest dostarczenie badaczom w dziedzinie nauk przyrodniczych
i spolecznych statystycznej metody konstruowania dendrytéw wroclawskich. Podezas
gdy metoda podana przez autoréw taksonomii wroclawskiej pozwala wyznaczyé naj-
krétszy dendryt wigzacy okre$lony zbiér przedmiotéw, praca niniejsza dostarcza
metody statystycznegoe wnioskowania o dendryeie wijzacym ,,gatunki’, rozumiane
tu jake populacje o rozkladzie normalnym. ,,Dendryt gatunkéw”, to dendryt wiazacy
grodki ciezkodei rozkladéw poszezegdlnych gatunkéw. ,,Gatunki” mogg tu oznaczaé
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nie tylko populacje biologiczne, ale réwniei grupy spoleczne (np. narody), populacje
powstale na skutek bledéw pomiaréw, lub inne. Praca pozwala 1° wnioskowaé na za-
danym z géry poziomie ufnofci o topologicznej strukturze dendrytu gatunkéw,
29 oceniaé prawdziwe odlegloéei istniejagce w dendrycie gatunkéw. W pracy bada sie
réwnies zwigzane z tym zagadnienie wlasnodci teoretycznej tablicy Czekanowskiego
(dla odleglosci bedacych liczbami rzeezywistymi), oraz wiasnofci rozkladn empi-
ryeznej tablicy Czekanowskiego (dla odlegloéci z préby). Rachunki potrzebne przy
stosowanin oméwionej metody sa elementarne i nadajg si¢ dobrze do obliczania na
maszynach eyfrowych.

AHMHUKEBUUY (Bponaas)

O HOBEPHTEJABHOM YPOBHE BO BPOIlJIABCKOH TAKCDHOMHH

PE3IOME

BpounaBsckas TAaKCOHMOMEA HBAAETCHA METOROM HPENCTABIEHHA HA IJIOCKOCTH
B3aMMHOTO PACHONOME(HIA KOHEYHOTO MHOMECTBA TOUYEK B MHOTOMEDPHOM MeTDH-
4yeckoM npocrparcTse ([5], [6]). OToT MeTox OOHYHO HABHBAETCH ,,METOTOM AeHpU-
ToB”. C GMOMETPMIECKON TOUKY BPEHMA HTOT METOX CBOAMTCH K rpaduuecKoMy Ipen-
CTaBJCHAI0 BSAWMEOTO POACTBA, MIMW, WHAYE FOBOPH, CXOXCTBA OHNPEAECIEHHOr0 MHO-
HeCTBA MHIWBNJOB, UPWYeM 3TH €XOXCTBA NOHMMAKTCH KAK QYHKUMHN PACCTOAHWSA
B MHOTOMEPHOM INPOCTPAHCTBE, B KOTOPOM KarKAad KoopamHATa 0003HAYAeT HEKO-
TOPH €CTECTBEHHHN TAaKCOHOMMUCCKUA NMpusRaK. Ve TAKOro mOgXO0Xa K eCTECTBEH-
HOMY CXORCTBY HaxopuMm yme y Yeramopcxoro [3]. UexamoBCKMM OHI TaXe NaH
METON Trpaduueckoro NpeNCTABIEHMS OSTUX CXOACTB, HABHBaeMHM jamarpammoin Ye-
karoscroro ([3], [4]). Ho sror MeTox pmaBan Jawmms yXOPAKOUYEHMe WHIWBUAOB Ha
npsamo#t. Bponizasckas TaxCoHOMuA o6gagaer TeM IPEMMYLIECTBOM, UTO IIO3BOIACT
NONY4YuTh HEHAPUTHOE YHOPALOYEHME.

Bponmascrkan TakCOHOMMA, IpeAcraBieHEad B paborax [5], [6], me ABmserca
CTATHCTUYECKUM MeTOROM. ABTOD Hacrodmeil paGors cTpeMuTcst JaTh CTATHCTHIECKUH
MeToqn, paspemanmuit NMOCTPOUTH ¢ 3AXAHKOA BEPOATHOCTHIO NEHADPHT, PACTAHYTHIH
HAa COBOKYHNHOCTAX, HA3BAaHHHX Bjech ,.Bumgamu’ . Iloxm ,,Bumom™ 3pmech momgpasyme-
BaeTCA COBOKYHOHOCTP WHIVBHIOB C HOPMAJILHHEM pacupepemderueM. Bo usGemanue
OCHOHeHUA DPUEAMAEM YCIOBME, UTO BTM COBOKYNHOCTH TEHETUUECKH UMCTHL, TO
€CTh He CKPeMMBAKTCH ¢ MHIWBHAAMU JEPYTuUX coBorynHocreli. Torga HOpMaNbHOCTD
PacupexeneEus paHHOK OGmomormyeckodl COBOXYNHOCTH O06OCHOBaHA IEHTPAIBHON
Teopemoli. Pasymeercs, paccMarpumBaeMas B HacTosmelt pabore craTMCTHYECKAA
MOTeNb MOMET HalTH NPUIOKEHMEe TaKMe K UHHM eCTeCTBEHHHM U 00DIecTBeHHHM
HBICHUAM, TaKUM KaK OCI{eCTBeHHHE TPYUHNH (HANp. ONpeHeNeRMe NEeHIPUTA HA-
PONOB) ¥Mau COBOKYNHOCTH TOYEH, BOSHMKUIMX BCJEACTBME HOTPEIKOCTH W3MepPeHMHA.

Henrph rTamects pacnpepmeneHuii OTZEIbHEHX COBOKYIHOCTE! HasBeM BHJIO-
BHIMM BekTOpamu. Ecay GH 9TH BeKTOPH OHIM HWBBECTHH KparTdalimuit meHApuT, No-
CTPOEHHHI IO BPOUNABCKMM MeTOHaM, OHa 6H OXHO3HAYEO onpenejcl. Ho Ha Hpak-
THKE 3TH BEKTOPH HeMBBECTHH M MOJKHO MX TOJBKO ONEHMBATL HA OCHOBAHWH CIY-
YafHEX BHGOPOK, B3ATHX W8 YACTHHX COBOKYHHOCTeH. B Hacrommeit pabore nawnTod
MeTOAH, paspemalomue €HexaTh CTATHCTHYCCKME BHBOXH OTHOCHTEeNBbHO: 1° TOXO-
JOTHYECKON CTPYHTYPH AeHIPHUTA BUIOB ¥ 2° MCTHHHHX DACCTOAHMH MeMZY BHAAMH
CymecTBylomumMu B AeHppure. IloX TOMONMOTMYECKM PABHHMYU AEHAPUTAMYU HOXPABY-
MEBAEM JeHAPUTH, CBASAHHHE roMeoMopduamom. PeileHye BTOPOro BOIpoca TECHO
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CBA3aHO ¢ peureHuem Jjeproro. Peinenume mepBoro Bompoca CpA3aHO ¢ 0Go0uIeHHEM
METORA AOBEPUTENbHBIX uHTeDBaJop Helimama. JlaercA TOmOoJOrmvecKoe pPaBeHCTBO
MCTVHHOTO M BHOOPOYHOTO ACHIPHUTOB NIM NPHHAZIECIKHOCTH, MCTHHHOTO ACHIPHTA
K TOHOJOTMYECKH ONDEelCIeHHOMY CeMeHCTBY CMeKHHX pexapuros. Hampanh ns
DBOBMOIRHBIX METOJO0B NOCTPOCHMA BPOLNABCKOr0 AEHEPUTA — OYAbL 370 MeTOH, HpH-
pemennsilt B [6] uam meron MeunciaBa Bapmyca (HeomyGIuKOBaHHHR) — sBIAeTCA
PAXOM IIAroB, CBOXAIIMXCA K BHOOPY M3 MaHHOTO MHOKECTBA PACCTOHHWN KpaTvai-
wero u3 HuX. Tak KaKk SMINPUYECKWE PACCTOANHA ABIANTCH CIyJalHHME HmePeMe-
HBIMU, KaXKAb 1Iar MeTONA 3aBHCUTH OT cnyqaﬁnoro YHOPAJOYEHUA PaccToOAHNHU
B ompepeNeHHOM MHOMecTBe. OTCIOZA ONpeAcNeHHOe M3MeHeHNe YHODAZOUYSHUA BefeT
K TONOJOTMYECKM OTJIMYHOMY [EHAPHUTY, KOTOPHIH HA3HIBAEM CMEMHHM € Ypexbi-
AYINUM.

B pa6ore paccmarpmpaeTcAa CHAYAia TEOPETHMUECKAs M aMmuMpwYecKasd Talamua
Yeranoncroro. Teoperuveckas Tabamua YeHaHOBCKOr0 — 3TO MHOMECTRO BCEX
PaccTOAHNYE, COCNMHAIOMMNX m TOYEK 7-MEPHOTo NPOCTpaHCTBA. HoHeuHo, s3HayeHu#d
9THUX PACCTOAHME B3aBMCAT OT NWpuEATON MeTpurxm. B Hacrosmel pabore NpumHATa

n
MeTpUKa, ompepejieHHast Qopmynok d = D a;|d;|, mpuueM d; ABAAOTCH PasSHULHAMYA
i=1

KOMITOHEHT BMJOBHIX BEKTOPOB, a; — NOJOKUTEABHHIMM KO2DPUUmEHTAMH, HOPMHU-
pyoomumMu MacmTabn KoOpEWHAT.

B §4 noxasaHo, 4TO MHOMECTBO BCEX BOIMOMKHHX Tabmuy YexeHOBCKOTO O0Gpa-
3yeT B HPOCTPaHCTBE BceX k = im(m— 1) paccToAHWH ompenelieHELIA MHOTOI'DAH-
muk (Tun A). Ero pasMepH, B 3aBHCUMOCTH OT m ¥ n, onpejeaser reopema 3. dMuu-
puveckas Ttabamma YexaHOBCKOTO HBIAETCH MHOMKECTBOM DCEX MEMBHAOBHX pac-
CTOAHME, NOJY4YeHHHX M3 CYMMapHO! BHOODKM, TO €CTh W3 MHOMKeCTBAa BHOODPOK
YaCTHHIX BMEOBHIX COBOKynHocTe#. IIpu ompenelC(HHHIX HPEXIOIOMK(HUAX ISMIMPH-
yeckan Tabamna YexamOBCKOro MMeeT HOpMAlbHOEe pacupemesenue. IIopAmoxX aToro
pacupefeNeRus B TAKOM CIy4ae He G0Iblle PasMepa MHOTOTPAHHWKA THEA A.

TomomoruyeCKy ONPERCHCHHHNA QNEeHIPUT SKBUBAJEHTEH HSKOTOPOH CcHcreMe
HEPaBCHCTE MeMAY b PacCTOAHUAMY, CAeHOBATEeIAbHO, €My COOTBECTBYeT B k-MepHOM
NPOCTP2ECTBE HEeKOTOPH BHAYKILIK MHOTOrpaEEWK (Tmm B). CeMelicTBY REeHIPUTOR
€OOTBETCTBYET MHOMKECTBEHHAA CYMMA TAKMX MHOTOTPAHHWKOB. DKBUBAJEHTOM IpH-
HANJEMHOCTH MCTHHHOIO JERAPMTA K TOXOJNOTMYECKH ONpeJelieHHOMY CceMelcTBY
AeHAPUTOB ABIAETCA B 3TOM JIPOCTPAHCTBE NPMHAAJICKHOCTH TOUKM, NPEXCTaBIAIO-
et Teopermyeckyo Tabmmuy YexaHOBCKOrO, X ONpeHeneHHON CYMMe MHOFOTDaH-
HUKOB Tuma B.

B §6 npepgcranieH cmocol HAXOMAEHAA MHOMECTBA, OKDPYMKAIOIEro BEKTOP,
NpeACTABIAOIIMYE dSMIUPUYeCKYo TaGauny JeKaHOBCKOTO M COXEPrHAMMIA ¢ 3aXaHHON
BEPOATHOCTHI0 MCTUHHY (Teoperwdeckyio) rtabaumuy YexkaHoBCKOro. ITOT METOR
ocHosaH Ha yactHoM CrygeRTa. Tak Kak 9T0 MHOMeCYBO BCerga NPMHAAJICHUTE Oupe-
HeJeHRON CyMMe MHOTOTPAHHMKOB THHA B, TO CBA3aHHAN C HMM BEPOATHOCTD ABJIAETCH
TpeGyeMEM HOBEPUTEIbHHM YPOBHEM, AJXA HOTOPOr0 MCTMHHLIN AEeHAPUT NPUHAZIe-
KUTH K ONpeaedcHHOMY ceMelcTBY REHIPHTOB.

B pabGote ofcympmaerca cmocol mpuMeHeRuMs ofcy:mpaeMofl Teopuu npy Ha-
XOMOCHUN JEeHIPMTOB, PACTAHYTHX HA BH0BHX BEKTOPAaX C 3aJaHHON BePOHATHOCTHIO.
HecmoTpst Ha HeoGX0ANMOCTh BHIIONHEHMA BSHAYMTEIBHOTO KOJNMYECTBA PACIETOB,
3TOT METOX YAOGEH Ha NPAKTAKe, TAK KAK TpebyeT JWUmbL 3HAHUA dYeTHpex apume-
THYECKMX [elicTBWI, BO3BeNeHUA B KBAXPATHYIO CTeHeHb M MBBIACICHUA KBAIPATHOTO
KODHA. ABTOpP CYMTAeT, YTO BHIIONHEHHE THX PACYECTOB MOMKET BO MHOPMX CIYYaAX
O0KA3aTHCH BHIOXHHEM [Aif HAYYHHX WNIA APYrux uexel, 0oco0eHHo B yCIOBMAX NpU-
MEeHeHHS CUeTHHX MAIUNH.
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J.MIKIE WICZ (Wroclaw)
ON LEVELS OF CONFIDENCE IN WROCLAW TAXONOMY

SUMMARY

Wroclaw taxonomy is a method of demonstrating on a plane the arrangement
(constellation) of a finite set of points in a multi-dimensional metric space (see papers
[6] and [6]; the method in question is popularly termed the ,,dendrite method’’).
From the biometric point of view this means a graphic representation of the affinity
or — in other words — the similarities of a certain set of individuals, those similari-
ties being understood as functions of the distances in a multi-dimensional space in
which each coordinate denotes a certain biological measurement feature. This con-
ception of biological similarity is to be found in J. Czekanowski [3]. He also introduced
a method of graphical representation of those similarities which is called the Czeka-
nowski diagram (see [3] and [4]). This method, however, only gives an arrangement
of the individuals on a straight line. Wroclaw taxonomy is better in so far as it gives
a dendrite arrangement.

Wroelaw taxonomy, presented in papers [5] and [6], is not a statistical method.
The object of the present paper is to give a statistical method permitting the con-
struction, with a probability given a priori, of a dendrite spanned over populations
which are called here species. By a species we understand a population of individuals
with a normal distribution. To aveid complications we assume that the individuals
are genetically pure, i.e. not crossed with individuals from other populations. In
this situation the normality of the distribution of a given biological population follows
from the central limit theorem. The statistical model considered in this paper can of
course be applied also to other biological and social phenomena, such as social groups
(e. g. the determination of the dendrite of nations), or populations of points arising
from measurement errors.

The centres of gravity of the distributions of the individual populations will
be called the species vectors. If those vectors were known, the shortest dendrite con-
structed by the Wroctaw methods would be uniquely determined. In practice, however,
we do not know those vectors and can only estimate them on the basis of random
samples taken from the individual populations. This paper presents methods of sta-
tistical inference regarding 1° the topological structure of the dendrite of species,
2° the real distances existing in the dendrite of species. By topologically equal dendrites
we understand dendrites bound by a homeomorphism. The answer to the second
question is closely connected with the answer to the first question. The answer to
the first question is connected with the generalization of J. Neyman’s method
of confidence intervals. Namely we consider the probability of topological equality
of the dendrites — the real one and the one from the sample, or the probability of the
real dendrite belonging to a topologically defined family of neighbouring dendrites.
Each of the possible methods of constructing the Wroclaw dendrite, either the one
presented in [5] or the method (unpublished) of M. Warmus, is a sequence
of steps consisting in the choice of the shortest distance from a certain set of distances.
If we take into consideration the fact that empirical distances are random variables,
we shall observe that each step of the method is dependent on the random arrangement
of the distances in the set in question. Hence a definite change in the arrangement
of the distances leads to a topologically different dendrite, which we term neighbouring
with respect to the preceding one.

In the paper we begin by considering the theoretical and empirical tables of Cze-
kanowski. A theoretical table of Czekanowski is the set of all the distances connecting
m points in an n-dimensional space. The values of those distances depend of course
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on the metric adopted. In this paper we assume a metric defined by the formula

n

d = Ya;|d;| where d; are the differences of the component species vectors and a; are

i=1

the positive coefficients norming the scales of the coordinates. In § 4 it has been shown
that the set of all the possible tables of Czekanowski forms in the space of all
k = 3m(m—1) distances a certain polyhedron (type A). Its dimension in terms of
m and n is given in theorem 3. An empirical table of Czekanowski is the set of all
inter-species distnaces obtained from a joint sample, i. e. from the set of samples
from the individual species populations. Under particular assumptions, an empirical
table of Czekanowski has a normal distribution. The order of that distribution is then
not greater that the dimension of the type A polyhedron.

A dendrite defined topologically is equivalent to a certain system of inequalities
holding between k distances, and thus its counterpart in the k-dimensional space is
a certain convex polyhedron (type B). A family of dendrites corresponds to the set-
theoretical sum of such polyhedra. The fact that a real dendrite belongs to a topolo-
gically defined family of dendrites has its counterpart, in the space in question, in
the fact that a point representing the theoretical table of Czekanowski belongs to
a certain sum of B type polyhedra.

§ 6 contains a method of finding the set surrounding the vector representing
the empirical table of Czekanowski and containing, with a probability given a priori,
the real (theoretical) table of Czekanowski. The method is based on the Student
ratio. Since the set in question always belongs to a certain sum of B type poly-
hedra, the probability connected with it is the required confidence level with which
a real dendrite belongs te a certain family of dendrites.

The paper then discusses a method of practical application of the above theory
to seeking dendrites spanned on species vectors with a probability given a priori.
In spite of a large amount of calculation needed, the method is easy in practice since
it only requires the knowledge of the four operations of arithmetic, of squaring and of
extracting the square root. The author believes that it will be worth while to eonduct
these calculations in a great many cases for scientific or other purposes, particularly
with the use of electronic computers.
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