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ITERACYE FUNKCYI LINIOWEJ.»

7. Trzecia postaé¢ wzoru gtownego—udziat funkcyj trygono-
metrycznych.

§ 138. W niniejszym rozdziale zbadamy iteracye funkeyi alge-
braicznej, wymiernej, ulamkowej, liniowej o spdlezynnikach rzeczywi-
stych, majacej urojone sprzeZone miejsca niezmienne. Rzecz sig uprasz-

cza o tyle, Ze warunek (A B) + BC <0, (A+D) (AD-BC)<0,

ogranicza rzecz do dwéch jednoczesnyeh warunkéw: AD — B(C >0,
‘B << 0, z wylaczeniem ewentualnosci B=0, lub C=0. Polézmy:

A"‘D +i I/(AD—BC')— A—;@)z

Orn+D_ c0s2g+1isi
- = Q+1isin2q,
D~ . ' 2
Ory+ —-g—-—ZI/(AD—BC)— (A—;-b)
przyczem:
D A-+-D\?
42 (4p—50) — (4£2)
cosq=m, sinq=- AD—R0

1) Ciag dalszy i dokoficzenie. Patrz ,Wiad. Matem.“ 8, str. 291 301.-
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A+D

Kat ¢ przyjmujemy w granicach od 0° do 90% gdy —>— = 0, nato-

A-I—D

miast w granicach od 90° do 180°, gdy << 0, a wiegc zawsze

dodatni, Wobec tego wzor gléwny :

(Cr,—]— Dy,
—7 Cryt+D + 7L+ 7y
2 " (CrH I\
Cry+ D
he) = (ﬁc’tdr 2+ 1
ri—ry \Cryt D _n + 7\
g Ot Dy, 2 | T
(Crﬁ—}— D)

/
przyjmuje postat:

(r_lgirg cotg nq + i‘é‘_"a) Z— 17
74 +72) T
2

fal2) =

2+ (7_'_1_—%'2 cotg ng —
Poldzmy:

=ty __ .. Ntrs _ .o V_B
2,‘ - Qsmp, 2,& —QOOSP, 9 V : 0 *

Kat p przyjmujemy w granicach od 0° do 90°, gdy A%D > 0, nato-

miast w granicach od 90° do 180°, gdy 142;0 <0.

Podstawiajac to we wzér gléwny, otrzymamy, po latwych prze-
rébkach, wzor:

fa(¢) _ zsin (p+ng) - osin ng
e  zsinng— o sin(p—nq)

Na podsﬁawie tego mamy odrazu rezultat ogdlny :
Twierdzenie: Funkecya algebraiczna, wymier-

na ulamkowa, liniowa: f(z)=%, czyniaca za-
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—D\2
dos$é warunkom: (A—2—'p) — BC<0, C=>0, Boczywi-
$cie>0, AD+BC’ oczywidcie>0, BiD liczby dowol-

ne, iteruje signa mocy wzoru:

fa(2) __ _#sin (p{ng) + gsinng
o  #zsinng + osin (p—nq)

f»(z)= 2 sin (nQ‘l‘P)“l‘Q_ﬁiﬂ’ﬂ_ gdy p<ngq, o=+ V:g. ,

, gdy p>mnq,

0 zsin ng — g sin (ng—p) °’
A+D D\2
5 l/<A0+ B0) — (447
CO8Q = ————, sinq=—|— . N
* T vaD+ BC 4D BC

przyczem pamigtaé naleiy, ze 0°<<qg<<90°, gdy
A+ D>0,zas 90°<<q<<180°, gdy 4+ D <0.

e A

sin p = —, CSp= ———— ;

4 e

tuznowu O0<<p<<90°, gdy A—D >0, zas 90°<<p<<1800
gdy A—D <O,

8. Zastosowanie twierdzenia Hoppego do przypadku, gdy
oba miejsca niezmienne zlewaja sig.

§ 14, Wedlug twierdzenia Hoppe go n?* iteracya danej fun-
keyi liniowej, ulamkowej da sig przedstawié w postaci:

. (Beta)z+B _ RB.+(BC+a?)
fa(2) = CeF (Br—a) ° Rujr = —2 T,

Obecnie przychodzimy do przypadku, gdy BC+-a?==0, t.j.
.gdy miejsca niezmienne zlewaja sig. W tym przypadku, nasza funkeya
liniowa okresla podstawienie paraboliczne. Wzér na R, daje:
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J— ’R1 R"
-R’H"l_ .Rl—l"Rn )

a wiec:

stad wynikas

L _ n
R, R’
czyli
Ry = Ry
n
Wiemy jednak, ze R, = 4 _2l_ D , a zatem R, = ¥A;[—TD .
Twierdzenie, Funkcya algebraiczna, wymierna, ulamko-
wa, liniowa f(2) = 42+ B iteruje si¢ na mocy wzoru:
’ Cz+D
_ (B.+a)z+ B
= T —a)
A—D .
przyezem @ == ——— , a W razie a?—+4 BC réwnego zeru, mamy
R, = Jﬂ A zatem :
2n
A4 —
( +D A D) ¢+ B
fol)=—"—p
" oz + A+D A—D)
( 2n 2

9. Rachunek iteracyj funkcyi utamkowej liniowej za pomoca
wzoréw zwrotnych.

§ 15. Napiszmy ogélnie:

An2+ B,
he = G D
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i znajdzmy zwiazek, jaki zachodzi pomiedzy dai1, But1, Cat1, Dat1,
a Ay, By, Cy, . W tym celu wykonajmy podstawienie:

4dz+ B

f +l(z) = f”(z ) — A"zl + B, — An =53 G + D + B
n 1 anl —|— D, C,, Az _|_ B + D.
Cz+D

 (Adw+ CB,) 2+ (Bdu+ DBy)
= T4C, + CD.)z £ (BC»+ DD

Stad wynika:

An+1 = A,A.n"l— CB”; Bn+1=BAn+-DBn,

Cn+1:ACn+ CDn; -D14+1=B01¢+-D-Dn’
i zarazem prawidlo: Aby obliczyé nta iteracye funkey
f(Z)'— AZ+B AnZ+Bn

— Cz+D Cuz +D,

prowadzié¢ rachunek za pomoca wzoréw zwrot-
nych postaci:

A.1=.A, B1=B,

A2=A..A1 + CBI' .B’2=BA1+D.B1,

Ay = AA, + OBy, B; = Bd,- DB,,

A4=.AA3+CB3, .B4=BA3+ DB3,

A; = AA, + CB,, B; = BA, + DB,,

musimy prze-

w postaci f,(z) =

4,=AA,1++CB,—1, By=BA,—1+DB,,
C, =C, D, = D,

C,= AC, + CD,, D,= BC, + DD,,
¢, =AC, + CD,, D, = BC,+ DD,,
C,= AC,+ CD,, D, = BC; -+ DDy,
Cy,=AC,+ CD,, Dy= BC,-+ DD,,
C,=ACy—++CDy—1, Dy=BCy_1+ DD, ;.

Wiad. mat. IX. 1905.
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‘Wrzory te majg oczywiScie warto$é jedynie dla calkowitych, do-
datnich wartosci wykladnika iteracyi n.

§ 16, 'Wzory te moZzemy znacznie uprosci¢. Znajdzmy zwiazek
pomiedzy wyrazami :

Am+n, Bm+n, Cm+n, Dm-}-n; Am, -Bm, Cm, Dm;
Apn Bn, Cuy, D,.

W tym celu wykonajmy podstawienie:
Az + B,
Anza+B.  An Tz p, T B

frin(2) = [ fo (2) = = —
Cm o + ‘D"l Om 104-nz + Bn + Dm
w2 =+ Dy

_ (An 4y Bu o) 2+ (4n Bu + Ba D.)
(Cn Au + Dw Cy) 2+ (Cw B, + Dn D,)
Stad wynika:
Am+n=AmAn+Bm C =AnAm+Bn Cm,
Bm+n=AmBn+Bm-Dn=An Bm+Ban,
Cm+n=CmAn+-Dm Cn=CnAm+Du0m,
Dm+n=0m Bn+Dm Dn_——Cm Bm+-Dn-Dm-

Cheac zatem obliczyé Ay, By, Cy, Dy rozkladamy M na su-
mg dwu liczb: m i m, przez co rachunek znacznie uprosci sig, gdyz
w razie m>n zamiast m - »n wzoréw rachunkowych, mamy tylko
m— 1. Pierwsze m wzoréw po drodze daje juz A,, B,, C. D,
a w rezultacie daje Am, Bny Cmy Dn, ostatni (m-}-1)-szy wzér dajé
Am+,., .Bm‘+,., Cm-{-n, Dm—l—n-

§ 17. Inny rodzaj uproszczenia rachunku podamy w postaci:
4y, = A+ B,C,, By=(4,+ D,) By,
4,= A4* + B,C,, B,=(4;+ D,) B,,
4y = 4.2+ B,C,, By=(4,+ D, B,,
A¢= 4y’ + ByCy', Byg= (44 + D) Bs,
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C,=(4,+ D) C, D,= B + D?,
C,=(4;+ D,) G, Dc = B,C; + Dy,
CG=4+ D) C, Dy=BC,+ DS
Cie=(43+ Dy) Gy, Dye= B,Cy + Dy,

Teraz tak postgpujemy: piszemy M= 2?4} m,, przyczem p, jest
to najwigksza potegaliczby 2, jaka sig w M zawiera: 22ct1 > M > 27,

Piszemy teraz: Ay = A,».. Ay + By».. By, it. d. jak poprze-
dnio. Ay, Bypy ... .. obliczamy wedlug tabeli dopiero co wska-
zanej,

Aby obliczyé A, , Bu, Cu,, D. piszemy n, = 2% -} n,,
20t > g > 90 i i otrzymujemy: A, = Ayps An, + Byps By,it. d. jak
w art, 16; A,p Byps . . . . . juZ obliczylismy.

W ten sposdb rachunek sprowadzamy do niewielkiej liczby
-dzialan.

Przypusémy, Ze mamy obliczyé Airzs, Bires, Cires, Dimes. Po-
stepujac wedlug art. 16 mielibysmy 4,1725 wzordw, za$ wedlug wska-
zoéwek niniejszego artykulu, obliczamy: 4,..., 44.., 4s..., 4s..., 432 ..,
Ass oo, Ayzgen, Aasgen., Asrzee, Aioss..., nastepnie piszemy:

Ayras = Arozadin + Bz Cron i . d.,

A7yt = Asiz A1so + Braz Cigo i b, 4.,

A1gg = A12s A + Bi2sCs1, Bigo = A18Bs1 + Bias Dy

Ag = Az A+ Bs:Co, Bei= A3By+ ByuDay,

Az = Awgdis +B1sCis By = A1sBys + By D3 N

Az = Agds + BsCs, B3 = A3 Bs + By Ds,

4, = 444, + B,C,, Bs;= A4B, + B4D,,

Cigy = Cssdss + Dy Car it d.,

Css =UssAzn+ DpCpit. d.,

Cyp =CieBys+ DysCi3it. d.,

Cis = GsB; + DsCs, D;3= CsB;+ Dy Dy ’
¢, =C,B,+DiC;, Ds=CiB,+D.D,,

a wiec tylko 4,17 wzordw.
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10. Rachunek iteracyj funkeyi algebraicznej, wymiernej,
utamkowej liniowej za pomoca funkcyj symetrycznych obu miejsc
niezmiennych.

A+ B

§ 18, Wiemy, Ze n-ta iteracya funkeyi f(2) = Ce+D majacq
miejsca niezmienne r, i 7y, mozemy przedstawié w postaci:
[71(Cry+D)*—ry( Cry+ D)")o—[( Cry+D)* -( Cry+D)*r,ry

/&) = (G DP—(Cry DY To—(rs(Cri+- Dy —r,(Ory+ DF1
Polézmy:

Cri+D =g, Cry+ D=g,;
otrzymamy po latwych przeksztalceniach :

j01"(0;—D)—0y"(0;—D)} C2— {0."—0y"}(0,—D)(9;—D)
: (e1"—e0y") C*z — {tea—D)o," — (0,—D)gy"} C

fn2) =

"n__ "
Kladazc—% = T,, znajdziemy:
1= &2

£ 0) o _(Tus— DL 24 BT,
" CT.z— {(AD—BC) Tyy1—DTy} °
Twierdzenie, JezZeli przez T, oznaczymy funk-
cy¢ symetryczng miejsc niezmiennych » i 7,

funkeyi
A2+ B
f(z) (,vz D ’

inapiszemy ja w postaci:
Tp = (Cry4-D)*' 4 (Cry+D)*2(Cry+D) + . ..
.« . 4+ (Cry+D) (Cry+D)y—2 4 (Cry+D)y—1
lub w postaci:
Th=eo""4o" e+ ... + e + o,
tootrzymamy:

fi(z) = (Tw41 — DTy) 2+ BT,
g Clyz~+ DT, —(AD—BC) Tu]”
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Elementy T, T}, 1;, T, ..... sg funkeyami ale f réwnania
kwadratowego.

11. Rachunek iteracyj funkcyi algebraicznej, wymiernej,
utamkowej, liniowej za pomoca utamkéw ciagtych.

§ 19. Rozpatrzmy wzér:
A4 (z+ ﬁ)
Az+ B ( A

fle) = = .
Cz+ D D
0 fe+2)
w postaci:
BO— AD
I S ——
T’

-a otrzymamy:

Twierdzenie. Funkcya algebraiczna, wy-
mierna, utamkowa, liniowa:

e

iteruje sig za pomocag ulamkoéw cigglych namocy
WZOorow:

=)

A c?

fz) = (‘5) + (%} +z_ )
BC’—.AD)

01 = ()= (E7AD) |
(A-l(;D) + .\ -110

(o) +:
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2t

) =(5)+

BC—AD
( ct

Twierdzenie, JezZeliprzesz:

P P P, Py

Q' @ QT

oznaczymy kolejneredukty ulamku cigglego, pe-
ryodycznego:

BO—4D
12
%"" : B(,_mﬂ
T =vY
A+D+ A-|-I§2 ,
o

Wéwezas funkeya f(z) = g:ig iteruje sig na

mocy wzoru:

Puyz -|-( P4 -BEAD 7,

BC—AD )

fu(2) =
Qn—l & + (D Qn—1+——— — Qu—2
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