L. BOTTCHER.
ITERACYE FUNKCYI LINIOWEJ.

1. Pierwsza metoda rachunku iteracyj funkcyi liniowej,
utamkowej. Rachunek pary punktdw niezmiennych.

Az-B
Cz+D -
Niechaj a, b, ¢ bedg trzy jakiekolwiek rozne liczby; oznaczmy: f(a)=a,,
f(d)="0,, f(¢c)=¢,. Oczywiscie a,, b;, ¢; réwniez beda réine po-
migdzy sobgy. Poléimy zarazem: f(2)=z2,. WyraZenie:

§ 1. Niechajbedzie funkecya liniowa, ulamkowa: j(2) =

z—a  c—a

z—b  c—b "’

nazywamy stosunkiem podzialu podwoéjnego czte-
rech liczb: a, b, ¢, 2 i oznaczamy przez (2, ¢, a, b). Jest to prze-
niesienie pojecia stosunku podzialu podwdjnego czterech punktéw
na liczby. Dowiedziemy, ze:

1 20 G— O _ 24 G
( ) z,—b ¢g,—b  z—b  c¢—b "’
‘W samej rzeczy:

Az+4-B  Aa+B _ (AD—BC)(z—a)
C:4+D ~ Cat+D ~— (C2+D)(Ca+D)’

zl—al =
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i podobnie :

(AD—BC)(z—a) (AD—BC) (z—b)

a0 = (G ID)(Caf D)’ = (CeFD) (CoFD)

2

()_ __ !4AD—BC) (¢c—a) . —by) = (4D BC) (c—b)

ara= (cc+D)(Ca+D)' 4= "(CoF D) (Cv+D)
—a,, 6=, __2—4 ¢—a

—b, e;—b,  z—b' c—b"

Mamy zatem:

Twierdzenie: Jezeliliczby a, b, ¢; 2 sa polaczone z licz-
bami a,, b, ¢, z; za pomoca wzordw f(a) = a,, f(b) =b,, fle)=c¢,,

flz) =2z, f(z)= %:‘-g , wowczas:

€ —a,
2,—ay, _ ¢—b z2—a
z2,—b =~ c¢—a " z—b "~
c—b

§ 2. Zbadajmy, jaks postaé przyjmie wzér otrzymany, gdy
przyjmiemy, Ze a,, b,, a wige rownieZz a, b réznia sig nieskonczenie
malo, (byleby Aa+D bylo rézne od zera). W tym celu napiszmy
b,=a,+da,, b=a-da; bedzie:

5y—ay, __ C—a c—a—da z—a
z,—a,—da, =~ ¢,—a,—da, c¢—a z—a—da’
a wiec:
1 _ 1 ( 1 da 1
1_ﬂl_—1__d_a_'_. T o— 1— da_°
z, —a, ¢ —ay g—a

skad, po opuszczeniu rézniczek rzedéw wyZszych, otrzymujemy:

' de, da, da da

Zy—a;, ¢ —a, 2—a& C—G4
Poniewaz a,—f(a), wige da,=f'(a)da.Stad:
"(a 1 (a 1
o __ Loy re

z, —a, ,  c—a




Iteracye funkecyi liniowej. 293

Twierdzenie, Jezeliliczby a, ¢, z sa polgczone z liczbami
a,, ¢;, £, ga pomocy wzordw f(a)=a,, [(c)=2¢,, f(z) = 2,, przyczem

_ Ae+-B .
f(Z) = m-ﬁ' . woéwczas:
flia) 1 f'(a) 1
) 2, — iy =:—aT 6n—a,  c—a

§ 8. Twierdzenia te zastosujemy, biorac za liczby aid w§1
oba niezmienne miejsca 7, i7, funkeyi f(z), okreslone przez réwnanie

[n=r,
__ Ar+B

B vl Ort (D—A)r—B—
o—Cr_l_D,c?yh Cr?+ (D—A)r—B=0,

jezeli one sg réZne pomiedzy soba, lub teZ za liczbe a w § 2 wez-
miemy jedno niezmienne miejsce 7, gdy oba pierwiastki réwnania :

Cr? (D — A)r— B=0,

83 réwne, a wigc oba niezmienne miejsca 7 i 7, zejdg si¢ w jednem
miejscu 7,

2. Rachunek iteracyj funkeyi liniowej, utamkowej w pierw-
szym przypadku.

§ 4. .Aby znalesé miejsca niezmienne funkeyi £(2), t. j. liczby 7,
czynigce zadodé warunkowi f(r) =7, a wige i warunkom:
r=fr)=HE)=Hr)=.....
musimy rozwigzaé réwnanie kwadratowe:

%;ip—B =7, cayli Cr*+ (D—A)7r-—B=0; réwnanie to

daje nam:

(A—D)+V(A- D)’44C _ _ (A—D)—V(A—Dy+4BC
= 20 y 2= 2C .
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Wezmy teraz znéw pod uwage wzér (1) § 1, poldZmy w nim
a=r,, b=r,, a wigc a,=r;, b;=r,, przyczem c jest liczbg dowolng,
a otrzymamy:

5=y G—1y —Ty 2—P
2, —ry  C¢—ry C—7y  z—ry "

Korzystajac z dowolnodci wyboru liczby ¢, mozemy wyznaczyé staly
stosunek:

5H—r "

g—ry Ty

Postapimy jednak nieco inaczej, Z wzoru (2) w § 1 otrzymujemy:

zy—a, #—a _ Cb+D
z—h, ' z—b ~— Ca+D '’

kladge a=r,, b=r,, znajdziemy:

zy—ry , 2—n, __ Cry4D

Z—ry  2—ry  Ory+D ’
a wiec:
. a—r _ On+D  2z2—r
*) g—r,  Or,+D ° z2—r, °

Twierdzenie., Stosunek podzialu podwdjnego ktorejkol-
wiek pary odpowiednich liczb z i 2,, oraz pary miejsc niezmiennych
jest wartoscig stala,

Z wzoréw (4), na podstawie zasady lacznosci iteracyjnej, bedzie:

b

— 7 (Lr2+D)" 2—r,
(r+D/ z—r,

Cry=+D \* z2—
7 ( C:jip) i_:;
( Cry+D ) z—r,
Cri4D/ z—ry

— 7y
skad wynika :

2y =

ostatecznie :
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2, = T3\ Cry D) (z—r))—r\(Cry D) (z—14)
" T (Ot DPG—r )~ Crok Dy (a—ry)

a po otwarciu nawiaséw :

= {rs(Cry+-D)*—r,(Cri+D)* }e—{(Cry+D)"—(Cr+-D)"}riry .
{(Cry+-Dy—(Cry+D)*} 2 -— {r,(Cry+ D" — 7y (Cr,i+-D)*y
Twierdzenie. Funkcya algebraiczna, wymierna, ulamko-

As+4-B
Co+D°

wa, liniowa f(2) = majaca dwa réZne miejsca niezmienne:

(A—D) + V(A—D)+44C (A-D)—V(A-D )2-|-4Ac
"= 20 2= 2C

iteruje si¢ na mocy dowolnego z nastepujacych wzoréw:

Za—Ty 101'2—|—D)" z—r,
Zu—Ty \,Crl—l- D] z—r,’

{”1( Cr—+D)"—ry(Cry+D)* }‘?_{( Cri+D)y*— (Cry+D )"}"1"2
{(Ory++-D)"—(Cry+D)*} —{ry( Cri+D)*—r (Cry+-Dy*} *

(Cm—}-D =r__

R Or+D) o—r, !

"= ((J -Iﬂ) —r _,
Cri+D] z—r,

Ry =

(8)

2 = T2 (0"'2‘1"1))” (z"""l) " (07'1+D ” _(5_"2)
= (Cry+-D)y (e—r)) — (Cry+D)* (z—ry)

przyczem:

Cr\+D =

(A4D) + V(A+D)? — 4AD—BC)
2 9

Or,4p=ATD— V(A+2D)“— 44D—BC)

§ 4. Z powyzZszego wynika, Ze wszystkie iteracye funkeyi linio~
wej, ulamkowej sa réwnieZ funkcyami liniowemi, ulamkowemi, majacemi
te same miejsca niezmienne.
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Cry+D
Cr,+D

réing od jednosci, wéwczas funkeya f(2) =

jest liczbg rzeczywists, dodatnig,

As+B
“Ce¥ 1)
wienie zwane hyperbolicznem; jeeli jest liczbg urojong o mo-
‘dule réZznym od jednodci, albo liczba ujemna, rézng od —1, wéwezas
funkcya okresla podstawienie zwane loksodromicznem; jezeli
-wreszcie jest liczba urojona, o module réwnym jednosci, albo réwns
—1, wéwcezas funkeya okresla podstawienie zwane eliptycznem,
" Otéz funkeya liniowa jest w tym ostatnim przypadku iteracyjnie peryo-
dyczna o okresie wymiernym (catkowitym ) lub niewymiernym,stosownie
do tego, czy wyrazenie:

arg. (Cry+ D) — arg. (Cr,+ D)

27 ’

Jezeli wyraZenie

okresla podsta-

jest liczbg wymierng czy niewymierna,
Uwaga 1, Jezeli funkeya f(z) = A-CTZ;}‘—% posiada same tyl-

ko rzeczywiste spilezynniki 4, B, C, D, wéwczas réwnanie
Cr? 4 (D—A) r—B=0, posiadajac dwa rézne pierwiastki, wyznacza
albo dwie liczby rzeczywiste, albo dwie liczby urojone, sprzgZone
Cry + D, Cr,+ D. Stosunek zatem tych liczb, gdy 4, B, C, D sg
wszystkie liczbami rzeczywistemi jest, albo liczbg rzeczywista, albo
liczba urojong o module réwnym jednosci. W tym wige przypadku
mozliwe jest tylko podstawienie eliptyczne i hyperboliczne; co sig zas
tyczy podstawienia loksodromicznego, to je dy ne mozliwe zachodzi,
gdy ten stosunek jest liczbg ujemn a,

Uwaga 2. Wiréd réznych innych typéw funkeyj liniowych,
ulamkowych, wymienimy postaé:

o=
A=a+4 b, B=c+di, C=—c¢+di, D=a—bi;
AD—BC == (a+bi) (a—bi) — (—e+di) (c-di) ;
AD—BC=a’+}+ b+ +d?; A+ D=2a;
(44-Dy—4(AD—BC) = 4a?—4(a? b3 c*+-d2) — —-4(b*+c3+dY) .
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Mamy wiec:
Cra+D  a—ilViitcrfa?

Cri+D  ahVPfota
‘W obrebie tego typu funkeyj liniowych ulamkowych jedynie mo-
tliwe jest podstawienie eliptyczne, Wiszystkie tego rodzaju funkeye sg
iteracyjnie peryodycznemi, o okresie wymiernym (calkowitym), lub
niewymiernym 1),

3. Rachunek iteracyj funkeyi liniowej. utamkowej w drugim
przypadku.

§ 6. Niechaj miejsca niezmienne funkeyi liniowej, ulamkowej
schodzg sig w jednym punkcie ». Stosujemy wzér podany (3), kladac
w nim a=r.

Jezeli réwnanie f(¢)—z=0 posiada pierwiastek wielokrotny 7,
to jest on wspélnem rozwigzaniem dwu réwnan: f(2) —2=0,
{f(9) —z} =0, czyli dwu réwnai: f(z)—z=0, f’(s) —1=0.
Poniewas tu 7 jest pierwiastkiem podwéjnym, wige f(r)="r, ['(r)=1;
otrzymujemy wiec:

11 R S

&, —r 2—r Cy—r c—r

Kladac h=oc0, a wige ¢; = %, znajdziemy :

1 1 c

=

g —r —r + A—Cr °

Z réwnania Cr?+ (N—A)r—B=0 wiemy, e ten podwéjny pier-
wiastek ma wartodé r — _‘i‘__‘ﬂ , & wige:

20
c 2C . o1 1 2C
= tat : = - _—.
1= Cr irD’ i ostatecznie: i—r pom + A4D

1) Szczegdélowy wyklad znajdziemy u Kleina; Vorl 6. d. Tkosaeder,
Leipzig, Teubner 1884, str. 20—36; Klei'n und Fricke: Vorl i. d. Theorie der
elipt. Modulfunktionen, 2 tomy; Vorl. 8. d. Theorie der automorphen Funktio-
nen. 2 tomy.
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Stosujac zasade Iacznosei iteracyjnej, otrzymujemy:

1 1 2nC
Zy—1r  a—r + A+ D’
wynika stad :
‘ B (A+D)r + (A+D+2nCr) (z—r)
= (A+D)+ 2nC (2—7)
A poniewaz r = A—2—-02 , 1= — % , bedzie takse:

__ {(A4-D)+n(4—D)} 2+ 2nB
= onCz+ (A+1) —n(A—D)] '

__ j(m+1)A 4 (n—1)D} s+ 2nB
"= TG (DD —(—D)A]

lub

Twierdzenie, Funkcya algebraiczna, wymierna, ulamko-

wa, liniowa f (2)= % , majaca jedﬁo ‘miejsce niezmienne
dwukrotne: r = A—2—z,2 , = — —g» , iteruje sig na mocy dowol-
nego z Wzorow :
1 + 2nC
o A+D’ -
Y z<A+D>+n<A—D): (6=7) + (A+D)7_
" on (' (6—r) 4 (A+D) ’
. _ (4D +n(A—D)je+2mB
" onCz + | (A+D) —n(A—D)] °
. — f(m41) A+ (n—1)D}z+2n B
"7 2mCes+4{in4+1)D—(n—1)A4} °
Funkeya tego rodzaju f(2)= —fcié_-l"_% , czyniaca zado&¢ warunkowi:

—D \
( A2D )-|- BC =0, lub, co na jedno wychodzi, warunkowi:

2
(-A—-;—-D — (AD—BC)==0, okreéla podstawienie, zwane parabolicznem.
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4. Druga metoda rachunku iteracyj funkcyi liniowej, utamkowej.
Twierdzenie Hoppego.

§8. R. Hoppe w artykule p. t. , Wiederholung, Interpolation
und Inversion einer Funktion unter gemeinschaftlicher Form“ (Zeit-
schrift fir Mathematik und Physik, tom V, 1860, str. 136—139)
podal wytworny rachunek iteracyj funkeyi liniowej, utamkowej, oparlszy
go na nastgpujacem prawie:

Twierdzenie, Jezeli f(2) jest funkecysg alge-
braiczng, wymierna, ulamkowa, liniowa typu
f(z):-ﬁ-t-B— wowczas kazda jej iteracya jest row-

Cz+ D’ :
niez funkcya algebraiczna wymierna liniowa,
dajacg sig przedstawié w postaci:

(Bita)z+B, __ A—D

A4+-D
f»(ﬁ)=m, a=—5, =,

R, = 3
Twierdzenie to, oczywiscie prawdziwe dla n—=1 i latwe do spraw-
dzenia dla #=2,3,..., udowodni¢ mozna na drodze indukcyjnej, przy-
jawszy, Ze jest prawdziwem dla n =m, i dowodzac jego prawdziwo-
ci dla n==xm-1. Otoz przyjmujemy, ze, istotnie:
4

_ (Bwta)e+B
@) = g, ¥ (Bn—a)’

a chcemy dowiesé, Ze:

(Roy1+a)z+ B
fat1(2) = Cz (Rmp1—a)

W tym celu piszemy: fmt1(2) = [uf(2) =[n(2y), a zatem,
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(Ry+a)z+B
oz 4n_ P o g B
Pt = Co - (Bu—a — , Byt B

e —a) T

{ (Rwta) (Bi+a)+DBC| 2+ (Rm+a+R1_a) B
C(Rn—a+H+a) z + {(R.—a) (#,—a) + BC]
(Rwta) (Bi+a) + BC
R R s+b
~ (fim—a) (R,—a) + BC '
Cz + R, T

skad wypada:

R I F. +afstB
li /f —{—(BC+a2)
e N —al

fa+1(2) =

Kladac:

R, — BBt (DC+a)
. m+-1=—"— Rl + Rm L}
otrzymujemy :
_ (B +a:+ B
f""l‘l (2’)—- CZ—'—(H,”.H—Q) ’

co mialo byé udowodnione.

§ 9. Aby przeprowadzié¢ badania w dalszym ciggu, rozréZnimy
dwa przypadki: 1° BC+-a? od zera rézne, 2° BC--a?=0. Zajmijmy

si¢ najprzéd pierwszym. N

Twierdzenie Jezeli wyrazenie BC+a’jestrdzne
od zera, wéwczas zmienny parametr B, daje sig

otrzymaé w postaci:

Pt

a’+ BC.
‘W samej rzeczy, napiszmy:

R,— iip" VaiF BO,
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skad :

14 P, C14p
Bnta = :P,.: Vaf B, Bi=1Ty) | Vit BC,

i znajdzmy zwigzek, jaki zachodzi pomigdzy Py, P,, Poy;. W tym
celu podstawmy powyZsze wzory w réwnanie:

R, Rn+(BC+a?)

e =" ¥R
a otrzymamy :
1+4-Pn
B 2P (B0t +BOa)
Rm.[.‘ -
1—|-Pl 1+P,,. '
(1—P Tiz P,,.) VBCta®,
1+P, 14P, 41
_ I—Pl 1 =.Pm D 2.
RBupr= R T VBCFa%
1—P1+1_ID;

po dokonaniu latwych uproszczen, znajdziemy :

1 .__
R,,,+1_1"‘ﬁ'"+l Ve FBC=1T f,f"l L2 Ve T B, Pari=PiPn

skad wynika: P,,=P,”, co bylo do udowodnienia.

Twierdzenie. Funkeya algebraiczna, wymierna, ulamkowa

liniowa f(z) = ‘é—_—::TI; iteruje sig przy pomocy wzoru:
_ (Ru+ta)z+B
fn(z) - Cz—[—(R—a) ’

5 8 W razie a4 BC réinego od zera, mamy:

przyczem q=

_ (4+D)—V(4—Dy*F4BC
(A+D)+V(A—D)y*+4BC’

1P e
Ry= Ttﬁ Yo+ BC,
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5. Pierwsza postaé wzoru giownego; udziat funkcyi potegowych

§ 10. Zobaczmy, jaki zwigzek zachodzi miedzy wzorami, otrzy-
maneini w § 4, a obecnie otrzymanemi wzorami. W tym celu, przed-
stawmy wzér (5) § 1 w postaci:

7, (Cry D) — ry (Cry + 1)
(Cr,+D¥ — (Cry+D)"

s+ ry (Cr\+D)y* — ry (Cry+D)

(Cryi+-0y* — (Cryt-D)

jahis (Cry+ Dy*+ (Cry+ Dy +ﬁ_+ﬁ}
2 ' (Cr,+ Dy —(Cr,+ D) 2

z+ {r,—r, (Cry~+D)* + (Cry+D)* _f,__—|-&

(Cry+Dy* — (Cry+-D)y

Z réwnania Cr? 4 (D—A)r — B= 0 wiemy, ze:

g — 17,

fo(2) =

Z2—1r "

B V(4-- D)*+4BC A—D
"= = ( : é_'- v 2=__’
polézmy;

A—

420 Y BT 500
a ofrzymamy

B 2a
"= — g " "2—-—(‘)'8_, ritr=

Podstawiajac to we wzér gléwny, otrzymujemy, mnozac licznik i miano-
wnik przez C':

(Cri+Dy*+ (Cr,+ D)
fulz) = i(_‘lf&_l?)':_(w:+n)~ tajs+B
w(2) = oz+{ﬁ (Cri+ D)+ (Gt Dy J
(Cry+ D)y*— (Cry+ D)* }

Twierdzenie. Funkcya algebraiczna, wy-
4B
Cz+D’

mierna, ulamkowa, liniowa f(2)= majgcadwa
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rdzne miejsca niezmienne ri, 7y, iteruje sig przy
pomocy wzoru:

_ (Reta)s+B
P = Fh—a)

przyczen :

R (Cry+D)"+( Cryt-Dy
c="2 ¢~ 2 B=F e oy
albo tez

P Cr,+D
B=fip P= (Cr2+D :
Parametr P jest wigc stosunkiem podzialu podwdjnego dowolnej pary
odpowiednich liczb z, z,=f(z), oraz pary punktéw niezmiennych,

6. Druga postaé wzoru gtownego— udziat funkeyj hyperbolicznych.

§ 11. Wzory, wyprowadzone przez nas w §§ poprzednich,
moga byé znacznie uproszczone, jezeli zamiast funkeyj potegowych
wprowadzimy funkcye hyperboliczne lub funkcye kolowe, Uprosz-
czenia te okazgy sig szczegdlnie dogodnemi, gdy mamy do ezynienia
z funkcyami ulamkowemi liniowemi o spélczynnikach rzeczywistych.
Stosujemy wtedy funkeye hyperboliczne, gdy funkeye te posiadajg rzo-
czywiste miejs ca niezmienne; natomiast stosujemy funkcye kolowe, gdy
fankcye te posiadaja urojone sprzeZone miejsca niezmienne, Przyj-
mujemy najprzéd, ze te oba niezmienne miejsca 7, i r, funkeyi 7 (z) o
spdlezynvikach rzeczywistych 4, B, C, D sa rzeczywiste, a wiec Ze
a?+ BC>-0.

Wprowadzimy tu pewne klasyfikacye funkeyj wymiernych ulam-
kowych liniowych., Jako podstawe tej klasyfikacyi bierzemy wyrazenie
AD—BC, o ktérem zakladamy, Ze jest résne od zera. Otdéz uwzgled-
nimy dwie klasy funkecyj badanego typu:

1° Klasa pierwsza, gdy wyrazenie A D—BC jest dodatnie;

2% Klasa druga, gdy AD—BC jest ujemne,

W obecnym przypadku, gdy méwimy o funkeyach, posiadajacych
oba niezmienne miejsca rzeczywiste, mozliwe sg obydwie klasy, Kazda
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z nioch rozpatrzymy z osobna. We wszystkich przypadkach mozemy
przyjaé, ze C jest liczba dodatnia,

Klasa pierwsza funkcyjliniowych: AD-BC>0,
C >0. Rozwazmy wzdr glowny, napisany w postaci:

+D
lrl——rg (g::i—?)) +1 _|_’l__;_’?l z
Cr;-l-l)

— Ty

fx(2) =
{Cri+D
I R 7= o R
D) (Cr1+D) ) 2 l
Cry-+D
Poniewaz:
A+D A-+D\?
N [z

Cry+D A+D I/(i—_‘—_l_) N (AD—BC)
wyraZenie za§ AD--B( jest dodatnie, iloraz ten bedzie zawsze
dodatni, niezaleznie od tego, czy.” A—+ D bedzie liczbg dodatnia, czy
ujemng. Tylko, %e w pierwszym razie bedzie on wigkszy od je-
dno$ci, w drugim za$ mniejszy od jednoscii W obu kladziemy
we wzorze gléwnym:

44 D A D
1 = ¢%; czyli &2 =

Cr,+D A+D ( A_ -+ _D) mj

Gdy A__':P > 0, jest tez q=0; gdy za$ i-;-—-D <O, jest tez ¢ <TO.
A—-I—D

Gdy > 0, kladziemy:
fl_‘i;_]-? . (A_';i))z_ (AD—BC)
ok 0=t yap g T ip—pc >
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A+D

a gdy —5— <70, piszemy:

44D (A2f— (ap—p0)
3 - ap—pc 1<%

‘W obu razach, jak to latwo jest sig przekona(': otrzymamy :

s Fry
(—9— cotgh nq + ) z—nrry,

fn(ﬂ =
z —|--I "% cotgh nq— ‘+'2}

czyniac prazy tej sposobnosci uwage, ze tak w jednym, jak i w drugim

razie mamy:
A-+Dy:
I/ T_I_)—(AD—BC)

44D ’

2
(dodatnie gdy A4 +-.D <<O, ujemne za$, gdy A+ D <0)

- We wszystkich tych wzorach: cosh ¢ ma statecznie znak -,
jest liczbg dodatnia, tghg, wskutek postawienia przed znakiem pier-
wiastka (--), zgadza sig co do znaku z (4-}D), sinh ¢, wskutek odpo-
wiedniego znakowania pierwiastka, réwniez zgadza si¢ co do znaku
z wyrazem A-}D. W ten sposéb znak ilosci ¢ zgadza sig ze zna-
kiem wyrazenia A-+D V.

§12. Aby mddz wzér nasz w dalszym ciagu uproscié¢, musimy
wyraznie odréznié przypadek, gdy bezwzgledna wartos¢ sum.y r,—r,
bedzie wigksza od bezwzglednej wartosci réznicy 7, —r,, od
przypadku, gdy bezwzgledna warto$¢ réznicy r, —r, bedze
wieksza od bezwzglednej wartosci sumy 7,7, Wzory:

) (52
= 5 ,

tgh ¢ =+

rntry__A—D n—n
2 2C ° 2

1) Mozemy positkowa¢ sig tablicami funkeyj hyperbolicznych, podanemi
przez Ch. Guderman na w ,Theorie des Potentials oder cyklisch-hyperboli-
scher Functionen® lub z tablicami Kulik a (Krakéw 1851).

Wiad. mat. VIIL. 1904. 20
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w ktorych C przyimujemy zawsze dodatnie, a réznicg r—r,
wskutek ustawienia :

— A=D)+V(A—D)+4BC "
. 2 0 ,

1=

(A—D)—V(A—D)® + 4BC
7’,= 20 L)

oraz warunku (=0, réwniez przyjmujemy za dodatnia, pouczajg nas,
e zalezy to od tego, czy B bedzie ujemne, czy dodatnie. ‘W pierw-
szym razie, 't. j. gdy B jest liczbg dodatnia, podobniez, jak i C,
r6znica r;—r, jest wigksza od bezwzglednej wartosci sumy 7r,—r,,
a wiec mozemy polozyé:

T2 — g cosh p; C‘—_.L_—rlﬁesinhp; p=l/£.,
s

p jest liczba dodatnia, gdy 4 — D >0, a ujemns, gdy 4— D<<0
Podstawiajac to we wzér gléwny :

. ("1_:1' ? ctgh ng 4 r,_-l-_r,) z2— 7,
fue) = -
2+ ( —2 cotghng —-——2—-)

otrzymamy na mocy znanych wzoréw

cosh (@ + f) = cosh a cosh § =+ sinh a sinh 8
wzdr:

In(2) _  zcosh(p—4-ng) — o sinhng
@ 2 sinhng -+ g cosh (p—nq)
W drugim razie, t. j. gdy B jest liczba, ujemnsa, rdéinica r,—r,

jest mniejsza od bezwzglqdneJ wartodci sumy 7, ~-7,, a wigc moiemy
polozyé:

1 £ —1‘,

= - g sinh p, %ﬁ_+gcoshp, o= +l/

@ gdy A—D>0.
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natomiast ;

r—7,

5 = —esinhp; r';l_r’—_——gcoshp, Q=+I/__
(n gdy A—D<O0.

‘We wszystkich tych wzorach cosh p jest liczbg dodatnia, a wiege, aby

utrzymaé zgodnosé znaku ilosci 7,47, i (4—D), bo C>0, stawiamy

w wiadomem miejscu znak 4, gdy 4--D>0, znak —, gdy

A—D<<O (wzory I, II). W pierwszym jednak przypadku bedzie p

dodatnie, w drugim za$ ujemne. Co zreszta widaé z tegoe, Ze

7, — 1y > 0, oraz z pierwszej pary odpowiednich wzoréw.
Podstawiajac to we wzér glowny :

(712—_7‘9 cotgh mq 4 m) g — 17y

s —+ ( ! cotghng — _—é—_rz,)

f(#) =

Otrzymamy, na mocy znanych wzoréw

sinh (a +=fg) = sinha cosh § + cosh a sinh 8,
wzlr; )
fa(2) = zsinh (p—nq) + o sinh ng
e —  #sinhng =+ p sioh (p—nq)

1

Znak + stosujemy, gdy 4 -— D>0; znak —, gdy 4 — D <0.

(D. c. n.)



