L. HORDYNSKI.

0 wyznacznikach czesciowo przetworzonych.

Prace, odnoszace sig do teoryi wyznacznikéw, uwzgledniajg
przy danym wyznaczniku, wyznaczniki, powstajace z danego
w ten sposéb, ze wnim wszystkie elementy bez wy-
jatku zastepujg sie¢ podwyznacznikami tych elementéw 1.

Tu zajmiemy si¢ wyznacznikiem, utworzonym z danego
wyznacznika w ten sposob, ze tylko pewng liczbe wierszy (ko-
lamn) pozostawimy nienaruszons, a elementy pozostalych wier-
szy (kolumn) zastapimy przez odpowiednie pierwsze podwy-
znaczniki danego wyznacznika: Tak powstajacy wyznacznik
z wyznacznika D, o n? elementach, gdy r wierszy (kolumn) po-
zostawimy, nazywa¢ bedziemy wyznacznikiem przetworzo-
nym w(n—r) wierszach (kolumnach).

Wedlug tego, wyznacznik, zlozony z samych pierwszych
podwyznacznikéw bedzie wyznacznikiem przetworzonym w n
wierszach (kolumnach), czyli calkowicie przetworzonym wy-
znacznikiem,

‘W dalszym ciggu zajmiemy sig pytaniem, jakim przetwo-
rzeniom (podstawieniom) uledz muszg elementy samego da-
nego wyznacznika, aby da¢ szereg przetworzonych po ko-
lei wyznacznikéw.

1) Por.: Studnigka, Casopis pro péstovani mathematiky a Fysiky 1,
str. 6—10; IX str.97. Sylvester, Crelle’s Journal LXXXIII, str. 49—68.
Meh m k e, Mathematische Aanalen XXVI, str. 209.

Wiad. mat. VIII. 1904. 12
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1. Okreslony we wstepie wyznacznik, przetworzony
w (n—r) wierszach (kolumnach) z danego wyznacznika D, o n?
elementach, oznaczamy przez A,,; a wigc w szczegélnosci jest
Ann wprost = D,. Celem uproszczenia pisania, pozostawia¢ zaw-
sze bedziemy » pierwszych wierszy (kolumn), a przetwarzaé(n—r)
koncowych wierszy (kolumn), gdyz przez stosownie dobrany
znak mozna zawsze przejs¢ do tego przypadku.

Jezeli elementy danego wyznacznika D, sg a,,,, a podwy-
znaczniki 4,, nalezace do a,, tworzg wyznacznikA,,, podwyznacz-
niki A’;; nalezace do 4,; tworza wyznacznik A’,,, podwyznacz-
niki A4”,; nalezace do A’,, tworza wyznacznik A”,, it.d., to
wiadomo, ze zachodza zwigzki:

@)
2

n—1
An,o = Dx ",
A[ —_— Dn-—2 .
8= Qrg . Up -

Zadaniem naszem teraz bedzie analogicznie znales¢ zwig-
zek miedzy wyznacznikiem:

au a12 oo a“; a“ al? . aln
Qo Qyg oo lian P Y
: * | awyznaezni-|" ° :
D.=lan ap . Qrn K A arq a2 e Qry
em Q,, =
ar~|-—l,l ar+l.2 oo Aryim Ar+1,1 Ar+1,l D Ar+1,n
. P o . . ’
A1 An2 R/ ') Anl Anz . Am‘
, r=012...4u
Polozmy:
" 8=1,2 B
3) Gy Q1+ sz @iz . . - Qo Bt = X Ay Qi
k=2 =1,2...r
” §=12...n
(4) ] Au “I" 2% AIZ + e + Usp Atn=2 Qs Ak
. k=1 t=r4-1,r42,..n
bedzie:
" Ddlas=t
(5) 2 Qs AII: =

0dlasgt"

k=1
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Pomnézmy D, przez A,,; uwzgledniajac (3), (4), (B) 1 od-
noszac wszystkie sumy do k=1,2 ..., otrzymamy:

2%, Doy, Shp g« - ..., Xaygeax 00...0
Sty g, S0k, Sk Osg . .. .., Sandyx 00.,.0
Szt Sk ok y % ... ., Sazray 00...0
S, SOk, 200z «. ..., 2%  00...0

P Ay 41,50 h ar+1,ka2k,2 Ar -1,k A3k o0 Py Art1,x8rk D,0...0

D,. Au,r=

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S Wiy Sk Qo Dk Agp -, Sanax 00...D,

—~ o ——— e ——

kolumn r kolumn (n—7)

Zauwazmy, ze:

n n $=12,...,n
sk gy = Sy sk
k=1

=1 1=1,2,.e.7

stosujgc prawidlo Lia p 1ac ea, obliczania wyznacznikéw, otrzy-
mamy :

Saty, S oy S Zoxy. oo Sk Gy
S oy S0k SOk 03k y « .+ Zap Qry

©) A P Xa Gsr, SOz, 2%k, o .« S0zx Gyx
— j—1"—
g = Ly

. . . . 'Y . . . . . . . . .

a1, Sk Qryy A3k Crk -+ - 2a?y

= D:-—r—l . P’_. r=0,1,2,...,%.

Dochodzimy zatem do takiego twierdzenia :

Wyznacznik przetworzony z danego wyznacznika o n? ele-
mentach w (n—r) wierszach (kolumnach) réwna sig iloczynowi
(n—r—1)-szej potegi danego wyznacznika 1 pewnego wyznacz-
niks symetrycznego o r? elementach. Na przekatnej gléwnej
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L] n ”
mamy w nim sumy ;Z'agm ,kZaz,, ye oo, S0’y ; pozostale elementy
=1 =1 k=1

n
sg postaci Xay an, gdzie ss=t=12,...,r, a n>r=0,12,. n,
k=1
& wszystkie a,, wchodzace w P,,sg temi elementami wyznacz-
nika D,, ktére nie byly zastgpione przez podwyznaczniki. Dla

r =0 dostajemy z ostatniego wzoru wprost wzér (1), Dla r=n
mamy:

205 Xy, . ..y XAk G |
A D P D X/ LS. Y Y
an = L

Zalkahk’2a2kank’ ey Zaﬂnk |

(sumy odnoszg sig¢ zawsze do k=1,2,...,n);
a ze widocznie drugi czynnik jest tu = D?,, dostajemy zatem:
An,n= D”_10 -D2n=.Dn,

jak juz na poczatku wspomniano.

W przypadku =1 powyzsze twierdzenie da si¢ w latwiej-
szy sposob udowodni¢. W tym przypadku A,; przedstawia sig
tak:

Au, Gag, « « « o« y Qin
4, A : A
219 929 o e o o 9412 , ,
A4 4 =ad'yy +apd+ ...
An,1 = 31 A327 ----- y £13n ,
L '+' al'lA in «
. An])An2,.....,Am.

Stosujgc wzor (2), mamy:
By = %y D2 —ady, Dr—2 .. A%, Di—t = Di—t Sa?,
k=1

2hai
Przyjmijmy, ze D,=1 lub = ¢"—2 dla pewnego oznaczonego
calkowitego %, bedzie stgd:
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n
An.‘l = 2 a21k;
k=1
zatem :

Wyznacznik D,, ktéry ma wartosé jednego z (n—2)-gich
pierwiastk6w jednosci, daje zawsze na przetworzony wyznacz-
nik A, sume kwadratéw elementéw swego pierwszego wiersza

(kolummny). Jezeli przytem z"’a”l,, =1, to widoczna, ze A,;=1.
k=1

Tak si¢ ma rzecz np. z wyznacznikiem:

ay, bl » Gy
D, = |02, by, 6| =1,
ag, bg, ¢
w ktérym (a,byc,), ashyc;), (ashse;) sa dostawami katow, jakie trzy

do siebie prostopadle proste tworzg z osiami (xx), (yy), (22)
ukladu Descartes’a. Widocznie bowiem w tym razie mamy:

Doy = o + B 4 o

a Ze a? 4 % 4 ¢% =1 wige tak, 2e A;; =1.
To samo odniesé trzeba do wyznacznika kazdego prze-
ksztalcenia prostokatnego n zmiennych x,, &,, @, . .., Z,.

Wienmy teraz:
Ay Gy, Gy

Dy= |ag;, Gpg, g3
@31y A3, 33

1 utworzmy:
A1y Gygy Gy

Byp = |Gy, @Gy, gy |,
Agyy Ay, Agg
gdzie A, 4,5, 4,, sa podwyznacznikami elementéw d;;, ay9, @y3;

rozwijajac wyznacznik podlug elementéw ostatniego wiersza,
mamy przedewszystkiem :
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by, = “1231 + A232 + Agaa
= (@11 09— B9, 019)? | (B19Gy—Ag90y3)? — (@1305,—Ageay, ).

Z drugiej strony, na mocy wzoru (6), bedzie:

a1+ a%; - a’s, 4418y, - a3, - a0y,
@189y T Cralgg + Gy3tgy ;. A% + a?g - a%y,

= (a?;;1a%5+a%;) (a%4a’y+a;) — (8189401 30991-015055)%
a stad:

Ag.g = DO

(@11 @99 — B31 019)* (19005 — 0@y 3)~(@1 309, — A0y, )?
= (a%;; 40?3102 ;) @y Fa%,+a%y) — (44109403059 40438,,) .

Jest to znana toZzsamosé Lagran ge'a.
Polézmy we wzorze (6) »r =mn—1, otrzymamy:

An,n-l = P, ]

gdzie P, ; jest wyznacznikiem symetrycznym o (n—1)? ele-
mentach. Z drugiej strony, jezeli podwyznaczniki, nalezace do
elementéw ostatniego wiersza @, Gne, Gus. . ... 0xs W Wyznacz-
niku D, oznaczymy przez A,i, Ans, Ass.....Awms 1rozwiniemy
A, n—1 podlug tych wlasnie podwyznacznikéw, otrzymamy:
An.n—l = A2n1 + A2n2+ ceeee -I— A%, ,
A2”1+A?nz +.....+A2nn=Pn—1,

a wigc:

Réwnanie to mozna uwazaé za ogdlniejszs forme tozsamosci
Lagrange’a.

Wyznacznik przetworzony A,, rozdzielmy na dwie naste-
pujace macierze prostokatne:

all’ a12 e o o o o aln ."r+1,1, Ar+],2 e 0 v o 0 Ar+1'n

azl, azg « o o @ -‘azn A’+]71’ Ar+2’2 © e 0 oo Ar+2’”
D R T “« e e .« . P e e

an,a,z‘.....am Anl, Anz... ..A,m
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Biorac z pierwszej macierzy wyznaczniki Ay, 4, .. . Kk, O 12
elementach, z drugiej wyznaczniki A, 41, Frpg, - By O (B—7)* ele-
mentach, tworzgc iloczyny i dajac im znak e=-1, — 1 we-
dlug potrzeby, otrzymamy A,, w postaci:

A”’r =2 ¢. A/;,,k,,,__kr . A"r+1"’r+2"“’ku .
Fakaenky

Z drugiej strony, na mocy wzoru, (6) bedzie:

— Pr—r—1
\ kzké‘ ik, Dby ket = D Py
1Dy
r=0,1,2,...,1m

a te rownania uwaza¢ mozna za szereg tozsamosci, uogdlniajg-
cych wspomniang juz wyzej tozsamos¢ Lagrange’a

Dla n=4, r=3, gdy elementami wyznacznika D, sg
a,,, a podwyznaczniki sg 4, rozwijajac A,,; podlug elementéw
ostatniego wiersza, zawierajagcego A,, Ay, 4,5, 4,, dochodzimy
do zwigzku:

A4,3 = A241 + A242 + A243 ‘|" Aau .

Z drugiej strony mamy wzor (6), przez polgczenie otrzymamy réw-
nosé :

2 2 2 2
Qg Qry Ay Ayp Gy Qo Gy Aqg Gy A1 Ghg Gy
Agg Qg Gyy| 1 |Gy g Gog |+ |Gor Gy gy | - |y Ggy Ay | =

Azg Q33 Ay O3y Gy3 gy G3; G3p Qg A3y @3q Ggg

2
y 11+a912+a213+“214; Ay 18y 0y g gy 130031 0140 45 Qg3 Qg1 0y ghgg- 11305541 g

?

ey 1+“22“m+“23“13+“94a14, ay 0%y yatsyta’y, @05, 4-a99a55Fagsass+ s, ay,,

aa‘all‘l"“w“u‘i'asaam‘l‘aat 14y Oy Oy +0390a9—t 033005~ F g gy, 0% Fa%55 02510y,
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Wezmy dwa wyznaczniki D, i Dy o r wierszach identycznych:
Gy Qg ¢« o v ¢ A1 A1 . o o o C1n
aal 622.....(1/3r a2.r+1 o v e v o Qo
Du= an Arg e o o 0 . Qp ar',+1 P / "

Qr41,0 Ar41,2 «

e Qr41y Qrddr41 o0 o o Qriin

. . . . . . . . . . . . . .

A1n Anl « « « « « Qur an,r-]-l e o o 0o « Opn

all a12 o o o o alr 01,,4_1 s e e e a2n
azl a22 e o 4 . agr az,,-....1 e o o s a;),u

Dn: a,1 a/n. « s o » a,, a-_r+1 e o o o » “rn

/3r+1.1 ﬂr+1,2 . . ﬁr+1,1ﬁr+l,r-|-l DRI I3r+1,n

. . . . . . . . . . . . .

ﬂ»l /3:;2 D) ﬁnr ﬂn.r+l LI ﬂ;m

Takie dwa wyznaczniki nazwaé mozna podobnemi w»
tym stopniu. W sposéb znany utwérzmy z nich odpowiednio
A, i A.,. Zastosujmy wzdr (6), to dostaniemy:

“:azu;, e ey S A
An‘r = D:—r -1 e e e e e s e e 1
S0 A1y g o o oy Sa?,;
2ty .y Dok Gy

- =y - -1

An,r = D; T R T Y
Zarkalln L | Zaa’k

(sumy odnoszg sig zawsze do znaczku k=1,2,...,n).

a wige:

P n—r—1 , n—r—1
An,r . An,r == " . Dn L)
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czyli,
An,r . Kn,r = [Dn : D-”]n—r—l .
Stad twierdzenie:
Stosunek wyznacznikéw przetworzonych w (n—r) konco-
wych wierszach z wyznacznikéw podobnych w # tym stopniu réwna
sig (n—r—1)-sze] potedze stosunku samych danych podobnych

wyznacznikow.
2hsi

Gdy D, = D, lub = D . ¢ dla pewnego oznaczonego
catkowitego &, to widoczna, ze:
A»,r - Kn,r .

W wyznacznikach D, i D, pozostawmy ¢ wierszy pierwszych
nienaruszonych, gdzie g oznacza jedne zliczb 0,1,2,...,r, to
oczywiscie, ze takze:

A”n‘.’ : E"-e = [D,: Bn]"'e'" . =0,1,8,..,7
Stad wnosimy, ze gdy D, = D,, to takze:
A"~9 = Eu,g' 0=0,1,2,...r

2. Wezmy znowu wyznacznik:

i jego wyznacznik przetworzony:
An.r = i au 022 o v o Qpp Ar+],r+1 o o e Ann, r=0,1.2,..2 |

uwidocznia, Ze z D, przechodzimy do A,, zapomocs podsta-
wienia: ‘

Qi o o o o o
Spy = “ I=r41,r42,..n
Alu e w o o o n=12,..,n

Znaczek (n—r) oznacza, ze tylko elementy n—r koncowych
wierszy (kolumn) zastgpuja sig przez ich podwyznaczniki. Ana-
logicznie, by z wyznacznika A, , utworzy¢ wyznacznik
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A’n,r = Zi Q19 o o o Qff A,r-f-l'r-]—l e A',,!,, r=0,1,2, ..»

uzyjemy podstawienia :

T — (A/’»P LR ) A=r41,r41,.
ey = p -t
A oo pu=1%,..n

a do przejscia z A, do
Ay =2 4 a8 . .. Ay A"r+1,r+1 voo A, r=0,1,8,...,

uzyjemy podstawienia :

’ A-,) Boeoe e 1=
T =r+1,742...n
n—r L4 —
A Ao oo . p=12,...n

W ogdlnosei, aby przejsé z ALY do

3 k {3
Ai:.l =3+ a0y ...0 -‘15--1’-1'r+1 co AD ) r=0,1,2,. .%

uzyjemy podstawienia :

k—
T(k..l) {244 n P A=rd1,r4-2,...n
A(’f) H=12.mn

Otrzymamy wigc wzory :

(7) Sn—r -Dn = An,r y Tn—r An,r = A,n,r. . T’n—r A’n,r = A”nr oo

il

1-(/(—2) A(k— 2) A(k -2) T:‘k—] A(l‘—l) A( YA Tf.k),A(") A(k-{-l)
ce e —r =0ur, — .
r_0,1,2,...,n, k=0,1,2... .

Na zasadzie wzoréw (6) i (7) [ustep 1] mamy przedewszystkiem:
A'”'r An-r—] P’ .

P, pozostaje niezmienione, bo nan podstawienie 7,_, nie dziala.
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Wyrazajac A, przez D, i P,, dostajemy stad dalej:
A, = Dp—r=0 proreiH  pr-1t pla—r—ipe—r)
Analogicznie:
A"n,r = _Df."—'-—l“ H"-r—l)(”_r)+l — Di:t—r——l)’ Pi”-r—l)'(n—;-).{.(,,_r_])o ’

A”,n,r — Ds.n—r—-l)‘ an—r—l)’t»-r)—l—(n—r—l)+1= Dgz —r—=1)* P(;n-r—-l)°(n—-r)+(n—r-—1)‘+v(n‘—r—1)°

.

i) (n—r—1)F+1 —r—1)F ¢ T(n—, — =2 . e(e—r—=D)°
AW pla—r=1*FT per—nF b —F R pwr=D

Kladac:

k-2
(n—r—1)2 4 (n—r—1)¢14 ... +(n—r—1)° = fo(n—r—l)’ ,
dochodzimy de wzoru ogélnego:

k—2
& —r—1)k-F1 —r—1)¥—1(. -, 3 (n—r—1)?
Al DS." r—1) .Pﬁ” r—1)"" (n--r) +v=o(’¢ =)

& nr =

r=0,1,2,...,n, k=12,.....

Majsc to, uwzglednimy teraz podstawienia Su—,, Ta—s, T'a—r,
"esreoo Dlak=0mamy:

(m—r—1)3

(podlug 8) Tn_r An,r = A,n,r ==Ly -P:—r’

(podlug 7) Su_rBuy = 8u_y D} P, = DY P2
Sn—r A»,r == Sgn—r -Dn )
zatem:

€)) TorByy = 8%, D,.
Dla k=1 mamy:
(podtug 8)  T'._, A, = AY,, = D~V Pir—— o0t
(podlug 7) Sn_y Ay 8y, DF 7TV P = Dpr Y pla—r—he-n

(podlug 9) Sn-.r A’u,r = Sau—r »Dn )
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zatem :
(10) A"”,= 1',._, A’n'r = San_r .D,. 3
a Ze
Aln.r-= Tn—r An.r ’
wige
(10a) Ay =T Turdsr = 8% Dy,

Dla k=2 mamy:

(podhlg 8) T”n,r A”,,,= AIII”’r=D£‘”""— n P£"’T-1)'(”*’)+ (w—r—1)+1

(podlug 7) St A s = Sy DY PRI
=' Df.n—r-l » Pgn—r—] Y(r—r1+ (r—r—1)41 ,

(podlug 10) Su—y A, = 8%+ Dy,

zatem :

(11) T"sr Anr = S*— Du,

i podlug (10a)

(11a) Ay = Ty T'ay Tar Buy = 8% Dy

Przyjmijmy jako udowodniony dla k=1 —1 wzér;
(12) 79D M) = 8iF, b, i

(12a) TéD e T T Ay, = S, D,
to dla k=I otrzymamy :

) +1
(podlug 8)  TY_, AV, — A" = pir—r—V* p—r—tho—r=n+ 3 a—rt?
—
(po dtu g 7) S, Af,?,: Dg.—r-x)l+2 P’(.n—r—l)l(n—r)+ rio(n—r—x)"’
(podiug 12) Sa_,AD =8 D,,
zatem

(18) 19, AY, =82 D,,
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czyli:

Ba) T, TED. ... Ty Tucs Doy = 8F5 D,

We wzorach (10a), (11a), (12a), (18a) mozna jeszcze i A, , zasta-
pié przez S,_, D,.

Z tego wnosimy, ze podstawienia :
, b
Sn—ra Tn—r, T'n—r, 1"»—r PP T,(...r,
stosowane kolejno do wyznacznikéw :

. f U]
Dy, Au,, ANy, A, ..... AY,

celem otrzymania AYt" sg réwnowazne z (I4-2) - krotnem po-
wtorzeniem jednego podstawienia S,_,, zastosowanego do sa-
mego danego wyznacznika D, .
Dla n=3, r=1 mamy:
D; = & & ay gy g
8y = 85— Dy = I tay, Agy A33=Dy . (0%, + a*yy + a?y,) .
Ny =Ts—184.; = TS Dy = Zta, A’y A"y = D, . (a?+a’,+0%;)? ,

a zc
Ts—l Aaal = 823—2 Da )
zatem:
(14) 8%, Dy = Dy. (a®, 4 a’, | a?;)?.

Obliczmy wprost S%;_, D,. Przedewszystkiem mamy:

ay, Q9 (4T3

Ss—1 Dy = | Q13039 — )9035, F11033— 013031, Cy903,—Cy,83q |,
A19Qo3—A13Ag9y T1309,— 11093, GyyBag=— 090y

Ay Gry Q3

= 2, (@1923—0y325) — 25 (1, 23—0y32;)

8% D=2z 2, 2
+ 2¢ (a1,25—a5,2,) ,

2y 2y 2
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gdzie:
2y = U13(A13031 — O41033) — G35(0)1859 — Ay98yy) = A, (a?y; + @%5)
— @y (81959 + g3y,
2y = G13(011859 — Qy9lgg) — By3(B 13895 — (13Gpy) = Bpy(@?y; + a%)
— a5 (811891 + ay3045) ,
Zy = yp(B198g5 — @13tyy) — By (Gy38a; — G13035) = ags(a®y; + @%5)
— @y (a8 - a1584,)
2, = @yy(@y90y, — 01y030) — Gy3(a11 053 — Gy303;) — agg(a?y, + a%y)
— @q1 (B13835 + Ag3853) ,
2y = Gyg(@13059 — Bygllyy) — Gyy(@1903 — By1G39) = Gg9(a’yy + @%y3)
— @15 (91185, + 43033) ,
25 = Oy (@103 — Qy30y;) — 15(@y3sy — Gya053) = agg(a’yy + a%y)
— Qy3 (81,851) + 019033)
stad dostajemy:
By9%3 — G132y = (A1ap5 — A13003) (g + 0Py +@°4) ,
1125 — G432 = (84855 — G130,) (@% + @%15+ a%)
118, — g9y = (411859 — oy (0% + %5+ a%y),
a wige:
8%,_y Dy = (a2, ;Fa’ y4-a?s) { (031 (¢%1510%15)—011 (19735105 055)]
[@19895—013855] — [A35(a% 1% 3) — B15(811031F013055)]
[@y 1095 —01309;] - [@55(a%11-0%12) — @13(011031FG1a230)]
(@11 Qg0 —0g,00, 1} = (a?) 1+ 502 15)? (@150 g3+ Oy 9Bp3015
F 13091053 — Qyaly0g; — 841853835 — Q13093
= (a?,; + a2, + a’,)*. D; zgodnie z wzorem (14).

Lwéw, marzec 1904.



