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0 MIEJSCACH ZEROWYCH FUNKCYI ¢ (9.

Na kongresie matematykéw w Paryzu w r. 1900 wymienil D,
Hilbert caly szereg” problematéw, ktére, wedlug jego zdania, ma-
tematyka w niedalekiej przyszlosci musi koniecznie rozwiazaé, jezeli
ma dalej rozwina¢ sig jeszcze wspanialej jak dotychczas. Osmym
problematem jest przeprowadzenie dowodu twierdzenia, wypowiedzia-
nego przez Riemanna w roku 1859, a do dzi$ nieudowodnionego,
a mianowicie twierdzenia, Ze wszystkie miejsca zerowe funkeyi:

Loy =1+ 5+t o ¥

mijg postaé s = -—g— -} ti. Dowdd twierdzenia tego rzucilby jasne swia-

tlo na nierozstrzygnieta po dzis kwestye liczby liczb bezwzglednie pierw-
szych. Kwestya tego dowodu nalezy do jednej z najtrudniejszych
kwestyj w analizie; postep tworza, gruntowe bgdania Goldschthidta,
Hadamarda, dela Vallée-Poussina iinnych, a w najnow-
szych czasach E, Landaua, ,

W dzisiejszej nocie mam zamiar wskaza¢ pewien punkt, ktéry,
mem zdaniem, moze kwestye tg¢ posunaé dalej, oraz jedng z drdg,
mogacych doprowadzi¢ do udowodnienia powyzszego twierdzenia.,

‘W tym celu wyjdzmy z formy, jakiej uzy! Riemann w swych
badaniach nad liczbg liczb pierwszych ?; forma ta opiewa:

1) Por. np. Nachrichten der k. Geselsch. der Wissensch. Gottingen 1900.
Math- Physik. Klasse, Heft 3. Wiad. mat. t. 7, str. 184,
) Werke, str. 136,
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gdzie 11 jest funkcyg I' Eulera:
I'(s)=I(s—1),

a_: 7 (x) =3 e s=a+ i
1
Z réwnan (1) wynika:

1 LA

(2) C(s)=TI(T—_—_1_)_II2 [-.T;T)-+j:(;v)(x%—l+x—¥]dw.
1

Cheac znale$é miejsca zerowe funkeyi £ (8), a wiec roswigzaé réwnanie:

L(s )= O’
trzeba rozwiaza¢ réwnanie:
1 - —;- — _ '—’:—'
Cazynnik 81 = sl—- g
(1) (5

nie wplywa na miejsca zerowe funkcyi ((s), gdyz — jak z badan
1
Weierstrassa wynika-funkeya I’ (—2?- — ?) jest nieskoneczono-

dcig, (a wige odwrotnosé jej zerem) tylko dla wartoéci argumentu:

s—1
—§—=O, —1, —2,....

') Por.np. Pascal, Repertoryum matematyki wyzszej. Warszawa 1900,
I, 433,
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czyli dla

s=1 —1, —38,....;
s = 1 jako biegun funkeyi [ (s) nalezy odrzuci¢, a tak samo g=——1,
—38,...., bodla tych wartosci {(s) zamienilaby si¢ na sume calko-

witych dodatuich poteg, ktora to suma bylaby nieskorniczenie wielka,
Z réwnania (3) wynika:

1+s

S oo—u’na 1 T2 1
zfe (x® = 2)olac=—s—(-1Ts)—.

=11
A 7e, jak to widoczne:
s—s? = a—a? 4 2 4 (1—2a) i1,

1 (a—a’+?°) 4 2a—1) 2
s(1—s) ~ (a—a?+ 1334 (1—2a)? ¢? °

s 142 14a

a
m?_l—l- 2 % = cos 8% lo2g d (e(? _1) log +e = lo”)

1+4a
4 isin tlo 2ga: ((——1)104;4» e—-—z-logz),

przeto przyréwnawszy czeSci rzeczywista i urojong do zera, otrzy-
mamy nastquja,ce réwnania:

. tloga( 3 - = —a'
0 B A e et e

n=11

. tlogz( 2 —1 — e (2a—1) ¢
5) 2 [e-n’:wsm—?' (xz —x 2 |dx= (i B T (1-2a)8

n=] 1

Miejsca zerowe funkeyi {(s) dla argumentu zespolonego muszs,
przeto spelniaé powyisze dwa réwnania, czyli wszystkie miejsca zerowe:

s=ua + ti,

muszg byé utworzone z pierwiastkéw obu réwnan (4) i (5). Odrazu
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widaé, Zze dla jakiegokolwiek ¢ réwnanie (5) spelnia sig dla a =1,
gdy? dla tej wartodci obie strony rdwnania staja sig zerem; a wtedy
réwnanie (4) przejdzie na:

o o0
. tloge _ 38 2

(6) Zﬁ-mcos 5 @ 4da:=—1+4t2 )

n=11

Gdyby przeto udalo si¢ udowodnié prawdziwosé réwnania (6),

czyli gdyby rzeczywidcie suma tych calek réwnala sig prawej stronie,
tobySmy mieli dewdd, Ze istotnie czeSé rzeczywista pierwiastka
réwnania {(s) wynosi 4. Dowdd twierdzenia Riemanna bylby
jednak wtedy tylko zupelny, gdyby si¢ udalo dowiesé, e a =1 jest
nietylko jedng, ale i jedyng wartoscia, rozwiazujacs réwnania (4) i (5).

Lwéw w kwietniu 1904,
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