MISCELLANEA.

Z DZIEDZINY
GEOMETRYI ELEMENTARNEJ TROJKATA.

W jednym z ostatnich zeszytow czasopisma ,Zeitschrift fir math, und
naturwiss, Unterricht“ 7 Tuni 1908, 6 Heft, p. Eckhardt z Ham-
burga podaje nastepujacy bardzo prosty wzér na kwadrat boku
trojkata. '

W trojkacie BCA (fig. 1) proste BA, i CA,, przecinajace sig
w punkcie 4, tak, ze .~ CBA,=_ BCA;= a=A spotykajs prosty £
przechodzace przez wierzcholek A réwnolegle do BC odpowiednio
w punktach I£'i D. Oznaczajac odcinek ED przez a,, a boki tréjkata

odpowiednio przez a, b, ¢ i zwazywszy podobienstwo tréjkatow: ABC,
EBA, ACD, dostaniemy

D4 ¢ = aa,.

‘Wzor ten udowodnié mozna na innej, mniej prostej lecz dosé¢ ciekawe;j
drodze. Przypomnijmy najprzéd w kilku slowach kilka pojeé’z now-
szej geometryi elementarnej. o

Jeeli boki dowolnego kata M ON przetniemy prosta dowolna
PQ(Pna OMi @ na ON) i poprowadzimy P;Q, (P, i @, tei leg
na bokach M0 i ON) tak, ze .~ OPQ:= ~ OQP,, to prosta P,Q,
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nazywa si¢ przeciwréwnolegla do prostej PQ. Tréjkaty POQ
i Q,OP, sapodobne. Srodkowej w tréjkacie POQ odpowiada w tréjkacie
P, 0Q, prosta, przechodzaca przez srodek odcinka P, Q, i nachylona do
boku 0Q, pod tym samym katem, jak poprzednia do boku OP. W stosun-
ku do tréjkata POQ ta prosta nazywa si¢ symediang. Symediang
danego boku tréjkata mozna okresli¢ tez jako miejsce geometryczne
Srodkéw odcinkéw prostych, przeciwréwnoleglych do danego boku,
Trzy symediany przecinaja si¢ wszystkie w tak zw. punkcie
Lemoine’a,

W tréjkacie 4B C (fig. 2) poprowadzmy wysokosci CHi BW,
$rodkowa CM, symediang CM,, przeciwréwnolegle: BB, do boku AB
i BB, do boku BC' (. CB;B= . AB;B=  B) a tak?e lini¢ CH,
symetryczng do CB wzgledem CH. Z trojkatéw podobnych 4BC
i BB,C, a potem z tréjkatéw A BC i 4 BB, tez podobnych dostaniemy:

(1) BC?*=AC.B,Ci AB'— AC.AB,.

Dodajac stronami, po uwzglednieniu pewnego prostego przeksztalcenia,
dostaniemy:

@) AB® + BC? = AC (AC + B,B,).

Znak -}-stosujemy wtedy, gdy LB<—’—;- ,znak—, gdy ~ B> %,Od-

cinek 4C =+ B, B, nazwijmy b, i wtedy wzdr (2) przybra¢ moze taka
postaé:
+ar=0>5.b.

Inne podobre wzory napiszemy tak:
a"-’—|—b2 =c.¢; ¥P+c2=a.a.

Jezeli teraz prawe strony powyiszych réwnosci pomnoZzymy odpowie-

a b,

dnio przez b e , & stosunki —* T’_c‘n

b'ca

czymy przez Q,, Q,, Q,, dostaniemy.
@+ =cq,
@) 0?4 ¢t = b7q,
V4 =a3Q

odpowiednio ozna-



301

Z tych réwnosci mamy, dodawszy odpowiednio ¢?, b?, a?:

1 c? 1 b? 1 a?
0, T AU THG, T @t G, e
czyli i "|i g + I _*1_ 2, + I _:: a =1, a odejmujac fq réwnos¢ od toz-
samosci 3 = 3 znajdziemy: l—fQ-IQ + 1-320, -+ 1_% 0, = 2.
1 2 3

Spélezynnikom @,, @, Q; mozna nadaé postaé geometryczna,.

Symediana w punkcie przeciecia sig z bokiem tréjkata wyznacza
na nim odcinki, ktére sa w stosunku kwaddratéw bokéw przyleglych.
Dowiesé tego mozna krdcej, uZywajac rachunku poél, lecz latwo tez,
opierajac sig na znajomosci podobienstwa figur. Wiec:

AM, AC?
“BM, ~ “BC
Stad :
AM,+BM,  AB‘ AC*+ BC?

AM, — BM, ~ eMM, AC:—BC®
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Z wzoru (2), gdy ~ B= % (fig. 2) wypada, poniewaz w tym
przypadku B, B, =0, znane twierdzenie o tréjkacie prostokatnym:
AC*—BC* = AH* — HB' = 2AB. MH .

W takim razie: ,
AB AB?+ BC* MH

= i 2 ) - ettt
(4) SMM, — 2AB MH czyli AC?2HACP= AR 17 A
Stad Q3=—%f71 . Gdy ~ C =%, @, =1 i symediana staje si¢

wysoko$cia, spuszczong na przeciwprostokatng A B, o czem si¢ moina
przekonaé takze inaczej, przy pomocy wlasnosci symediany.

Gdy bok tréjkata jest niezmienny, warto$é odpowiedniego mu
spélezynnika @ moze si¢ zmienia¢ w granicach { i co. Nie moze by¢,
jednocze$nie np. @, =Q, =1 lub tembardziej @Q,=Q,=@;=1.
Jezeli dwa tréjkaty maja po dwa réwne boki, a katy migdzy niemi
spelniajace si¢ do 7, to odpowiadajace tym katom odwrotnosei liczb @
spelniaja si¢ wzajemnie do 2. O tem sie moZna przekonaé z twierdze-
nia o sumie kwadratéw bokéw réwnoleglego boku, Srodkowa i syme-
diana tréjkata bez trudnosei dajg sie wyrazi¢ w funkcyi odpowiednich
bokéw tréjkata i ilosei Q. Srodkowe bokéw oznaczmy przez m,, my,
m,, a symediany przez m'y, m’'y, m'.. Z ogdlnie znanego wzoru na
srodkows wypada, wzigwszy pod uwage réwnodci (3) :

_ b _
me= o V2Q—1, my=—o V2G—1, mo==—o V2Q—1 .

@ jest stale, gdy srodkowa i bok si¢ zmieniaja, Poprowadémy teraz ére-
dnicg C D kola, opisanego na tréjkacie, i oznacamy przez K—punkt prze-
ciecia si¢ Srodkowej & tem kolem; AA CDK i CM, H s3 podobne, wiee:

(5) CD.CH = CM,.CK = ab.
Stad: ’
ab ad

CMI == ER: ———-—nlc—l—MK ,



s \2 2
a poniewaz m,. MK = (—g—) , to MK = . , wiee

4m,
c? CcQ,
CKI ¢ _
we + 4dm, ]/QQ'._. 1
ab ¥2Q,—1
6 OM, =m', = L I15%s—°
( ) 1 m CQ3

Latwo tez widzie¢ miedzy innemi, ze CK.CM = ba'g‘ﬁ )
Na. podstawie wzoréw (1) i (2) mona wyprowadzié znane ogélnie:
ABY' 4+ BC? — ACt + 2 AB. HB,
i  (AC*—CT?).TB+ (BC'—CT?) AT=AB.AT. TB,

gdzie CT jest dowolna poprzeczna, przechodzaca przez wierzcholek
i spotykajaca bok 4B w punkcie 7.

Rzeczywiscie, tréjkaty A CH, i ABB, sa podobne, wiec:
AC.AB, = AB.AH,,
a z réwnosei; BC?= A C.J,C mamy:
AC?— BC*= AC.A4B,.

Mozemy tedy napisa¢ takie rownosci z trojkatow ACT i TCB (CT nie
podane jest na fig. 2):

AC?—CT? = AT (AB+ BH,),
BC— CT® = ¥ BH,.TB,

gdzie punkt M, , na figurze nie podany, jest symetryczny do punktu 7
wzgledem CH.

Pierwszg rownosé¢ mnozymy przez T'B, druga przez AT i doda-
jemy je, wtedy:

(AC?—CT?) TB + (BC*—CT?) AT = AB. AT.TB c.b.d. o.
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Tréjkat BB, B, jest réwnoramienny, a tréjkaty WBB, i HBC sg po-
dobne, wige : ‘

BB, BW __AB . _ _ _ 24B.HB
sHB — CH — 4¢ Vi BiB=—(Z5—-
Stad z (2) AB'4+BC*=AC*T24B. HB.

Jest to wzér ogdlnie znany.

L. Zarzecki




