Watecki.

DOWOD TWIERDZENIA D’ALEMBERTA Y.

Kazde réwnanie algebraiczne E(x)=0, gdze
E(x) jest wielomianem calkowitym o spélczynni-
kachrzeczywistych lub urojonych posiada przy-
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty lub uro-
jony postaci a-bi.

Dajmy, Ze wielomian FE'(x) jest stopnia p. Rdwnani® dane mo-
%emy napisaé w postaci P 4+ Qi=0, gdzie Pi ) sa wielomiany cal-
kowite o spdlczynnikach rzeczywistych; réwnaniem sprzeZonem bedzie
P—Qi=0. Réwnanie P?}Q2>—0 stopnia 2p ma spélezynniki rze-
czywiste. Jezeli to rownanie posiada pierwiastek postaci a—-di, to
napewno i réwnanie P--Q¢=0 bedzie mialo pierwiastek. Gdy bowiem
napiszemy a-}-bi zamiast x, w iloczynie (P-4-@Qi)(P—Qi), otrzymamy
w wyniku zero; stad jeden z czynnikéw iloczynu musi znikaé; jezeliby
tym czynnikiem byl P—QZ, to ilosé u—bi bylaby pierwiastkiem réw-
nania P+ Qi=0. .

Polézmy P? -+ Q*=/{(x) i zamiast  napiszemy y-}-z, tak Ze

bedzie: e
f(®) =@ (2y)+ 2y (2% y),

1) Podany tu dow6d twierdzenia zasadniczego teoryi réwnan algebra-
ieznych ogloszony zostal najprzéd w nocie w ,Comptes rendus* Akademii pa-
ryskiej 96 str. 772773 (1883), nastepnie w ,Nouvelles Annales de mathéma-
tiques* (3), 2, str. 241—248 (1883). Powtérzyl je B. Niewegltowski
w 8wojej ,Algebrze“ (Patrz Sprawozdanie nasze w zeszycie 1—2 ,Wiadomo-
Sei z r. b. str. 76—81). Loria ,Esame di alcune ricerche concernenti I'esis-
tanza di radici nelle equazioni algebriche“ (Bibliotheea mathem. 189.) i ,II
teorema fondamentale della teoria della equazioni algebriche“, (Rivista di ma-
tematica I, 1892) zalicza ten dow6d do kategoryi dowodow wezeSniejszych
Clifforda (1870) i Maleta (1878). Mimo to uwazalismy za wladciwe
oglosi¢ go w pismie naszem (wedlug tekstuu Nieweglowskie g o), ponie-
waz jest u-nas prawie nieznany.
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gdzie @ (2%,y) y (s%,y) beda wielomiany calkowite co do 22 o spdl-
czynnikach calkowitych co do y.

Dajmy najprzéd, ze liczba p jest nieparzysta, Wypadkowa wie-
lomianéw ) @ (2%y) i w(2%y) wzgledem 22 jest stopnia p (2p—1) co
do zmiennej y, a wige stopnia nieparzystego i o wszystkich spélczynni-
kach rzeczywistych; bedzie wiec miala przynajmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty y=0. Wastawmy te wartos¢ b zamiast y w wielomiany
®(2%,y), w(2%y), inacze] méwiac: w wielomianie f(x) napiszmy b2
zamiast . Moze si¢ zdarzyé, ze y (2% 0) bedzie wtedy tozsamoscio-
wo zerem, ale nie moze to staé sig¢ z wielomianem ¢ (23,5), gdy% moina
zalozyé, Ze spdlezynnik wyrazu najwyiszego stopnia w wielomianie
@ (2?) jest jednoscia, Jezeli y(22,0)=0, bedzie f(x)= f(b}-z=p(2%b).
Lecz ¢ (22,b) jest stopnia nieparzystego p co do 22, a zatem posiada
przynajmniej jeden czynnik z?—a=(x—0b)?"—a?. W tym przypadku
réwnanie f(x)=0 posiada pierwiastki x=1>0+Va.

Dajmy teraz, Ze (2% b) nie jest toZsamosciowo zerem, wtedy
wielomiany vy (22.0), @ (22,0), ktérych wypadkowa jest zerem, majs
pewien czynnik wspdlny 0 (2?), w skutek czego f(x) jest iloczynem
dwdéch wielomianéw catkowitych f(x) i fy(x), ktdre sg oba stopni pa-
rzystych: 2p' i 2p", tak ze p=p’+p". Otéz p jest liczbg nieparzy-
rzysts, przeto jedna z dwdch liczb p’, p" jest nieparzysta, druga—pa-
rzysta, Dajmy, Ze nieparzysts jest liczba p’, Z funkeya fi(z) poste-
pujemy tak samo jak z funkeys f(x); stopien 2p’ funkeyi f,(x) jest
mniejszy od stopnia funkeyi f(x). Funkeya f,(x) albo posiada dziel-
nik stopnia drugiego (x — 0’)? — a’, albo bedzie mozna jg rozlozyé na
iloczyn dwu wielomignéw, W ten sposéb mozna is¢ dalej; ale ponie-
waZ liczba dzialan jest ograniczona, albowiem ich stopnie wciaz
zmniejszajg sig, to dojdziemy z koniecznoscig do dzielnika rzeczywi-
stego stopnia pierwszego lub drugiego.

Rozpatrziay teraz réwnanie o spdlezynnikach rzeczywistych lub
urojonych stopnia m=—2*%.p, gdzie p jest liczba nieparzysta, Dla
skrécenia méwié bedziemy, 2e m jest parzystosci k-tej i okazemy, Ze gdy
twierdzenie jest dowiedzione dla wszystkich réwunan, ktérych stopieh

1) Zaklada sig tu, ze teorya wypadkowej dwich wielomianiw jest
utworzona niezaleznie od pytania o istnieniu pierwiastkach wspolnych.
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jest parzystoSci niZszej niZ k-ta, to jest takZze prawdziwe i dla stopnia
parzystosci k-tej; bedzie tedy ogélnie prawdziwe, bo jest prawdziwe dla
parzystodci zero,

Niechaj f(x) bedzie strong pierwsza réwnania, JeZeli zalozymy,
jak wyiej, x=y- 2z, oraz f(x)=¢(2%y), to wypadkowa dwdch
wielomianéw ¢ (2%, y), vy (2% y) wzgledem 2? bedzie stopnia
m (m—1) = 21, p (2* p—1) co do y. Jest ona tedy parzystosci
k—1 i dla tego znika dla pewnej wartoSci rzeczywistej lub urojonej
wielkodci y.

Wielomian: ¢ (22, y) jest wzgledem 2? parzystosci k—1; jezeli
tedy b jest pierwiastkiem wypadkowej i jezeli v (22,0)=0, to @(22,b)
ma dzielnik 2?2 —a, a wtedy f(x) ma dzielnik stopnia drugiego,
(x—b)2—a; jeZeli zas v (22, b) nie jest toZsamosciowo zerem, to, jak
wyZej, bedzie f(x) iloczynem dwéch wielomianéw calkowitych fi(x),
fa(z). Jeseli 2¥p’ i 2¥"p" sg stopnie tych czynnikéw, wtedy:

2. p = 2¥p’ + 2.

Nie moze byé, oczywiscie, jednoczesnie k' >k i k" > k, lecz moze
byé naprzyklad k'=Fk, k" >k’ i jeseli k" =k h, wtedy:

2+ 2" = 2* (7 +2);

w tym razie p’ 4 2*p" =p, a wige p’ <p. Nakoniec jedna z liczh
%' np. moze byé mniejsza od k. Tym sposobem stopien jednego z czyn-
nikéw, ap. czynnika f,(x) bedzie tej samej parzystosci co m lecz mniej-
szy od m, albo parzystoSci mniejszej niz k. W tym ostatnim przypadka
f(x) posiada pierwiastek; W innych razach bedziemy f(x) traktowali
tak, jak wyZej f(x). Otrzymujemy tym sposobem widocznie ciag
ograniczony wielomianéw, ktérych stopnie weigZ zmniejszajg sig tak,
e wreszcie dojdziemy koniecznie do czynnika stopnia 1-go funkeyi f(x).




