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II. MECHANIKA ANALITYCZNA.

1. Zasada prgdkosci przygotowanych i Statyka Lagrange’a.

Czy uwazac bedziemy przyciggania i odpychania wzajemne
punktéw materyalnych za rzeczywistosci nieprzywiedlne do postaci
i ruchu, czy tez, przeciwnie, za skutki ruchéw, ukrytych jeszcze
przed naszem badaniem, w kazdym razie fizyk moze i powinien
nietylko wprowadzaé do swych rozumowan figury i ruchy wyraz-
ne, lecz odwotywaé sie musii do sil, istotnie ré6znych od poje¢,
nalezgcych do Geometryi i Kinematyki., Wyrazy: wyjasnic
zjawisko fizyczne majg skutkiem tego znaczenie zupelinie
inne niz to, ktére nadawali im filozofowie kartezyanscy lub ato-
misci; wyjaénienie, zatrzymujace sie na sile, uwazanej za ele-
ment rzeczywiscie lub tymczasowo prosty, ma analogi¢ z wyja-
$nieniem scholastycznem przez jakoSci i wlasnosci ukryte.

Wedlug Newtona, jak i wedlugLeibniza, Fizyke nows
od Fizyki Szkoty r6zni zasadniczo ogdélno§¢ zasad pierwszej
z nich. Fizyka nowa nie powinna wyjasnia¢ zadnego zjawiska
przez stwarzanie z powodu niego nowej specyalnej przyczyny;
powinna ona staraé si¢ o rozwiklanie wszystkich szczeg6tow fak-
téw, obserwowanych w Prazyrodzie ciat, przy pomocy najmniejszej
liczby zasad, mozliwie najrozleglejszych.

Bezwatpienia, Fizyka, ktorej plan nakreslit i podstawy zato-
2yt Newton a catkowita budowe zanalizowat Boscovich,
zadziwia nas juz prostotg i rozlegtoscia swych zasad; ale czyz obok
hypotezy podstawowej, ze w $wiecie istnieja: czas, rozcigglos¢
masa i sita, Fizyka ta nie czyni zadnych innych zalozen, ktdre
moznaby wyeliminowaé? Czy zamiast sprowadzania materyi do
mnogosci punktow nierozciggtych i odosobnionych, nie moznaby
przyjgé cial rozciggtych, zmiennej postaci, mogacych si¢ wzajem-
nie dotykaé? Czy zamiast uwazania wszystkich sil za wzajemne
Przyciggania lub odpychania, bedace funkcyami jedynie odleglo-
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$ci punktéw, na ktére dzialaja, nie moznaby pozostawié tym sitom
zupelnej nieoznaczonosci, jednoczgc jedynie z kazdem dziataniem
przeciwdzialanie, réwne mu i wprost przeciwne? Czy nie mo-
Znaby tym sposobem dojs¢ do -zasad Mechaniki w najwyzszym,
jaki poja¢ sie daje, stopniu ogélnosci?

Najwieksi geometrowie XVIII wieku pozostawili nam przy-
czynki do takiej konstrukcyi Mechaniki rozumowej; Daniel Ber -
noulli, dAlember t, Euler, ze wymienie tylko najznako-
mitszych, zwigzali imi¢ swoje z tg lub owg czescig tej budowy;
catkowite za§ wykonczenie jej zawdzieczamy Lagrange'owi.

Lagrange, powiedziat Fourier?, byt urodzony na to,
aby czyni¢ odkrycia i bogacié¢ wszystkie gatezie Rachunku. Na
kazdem stanowisku, pasterza czy ksigcia, bylby on zostal wielkim
geometrs; stal sie nim z koniecznosci i bez wysitku...*

»Rys wybitny jego geniuszu polega na jednosci i wielkosck
jego widokdw. We wszystkiem trafial na mysl prosta, prawdziwg.
i bardzo wzniostg. Jego glowne dzielo ,Mechanika anali-
ty c z n a** moglaby byé nazwana Mechaniks filozoficzng, albowiem
sprowadza w niej wszystkie prawa rownowagi i ruchu do jedy-
nej zasady, i, co jest niemniej godnem podziwu, poddaje wszystko
jednej metodzie Rachunku, ktérego sam jest wynalazca.

Pierwsza cze$¢ ,,Mechaniki analitycznej'‘ jest po$wigcona
Statyce; zaczyna si¢ ona od stéw:

»Przez site lub potege rozumiemy ogélnie przyczyne
jakakolwiek, ktéra nadaje lub usituje nada¢ ruch ciatu, do ktorego-
uwazamy jg za przylozona; sila ta lub potega wyraza si¢ iloscig
ruchu nadanego lub gotowego do nadania. W stanie réwno-
wagi sita nie ma istotnego skutku; wytwarza wtedy tylko dgznos¢.
do ruchu, lecz nalezy zawsze mierzy¢ ja skutkiem, ktoryby wytwo-
rzyta, gdyby nie doznawata przeszkody.

Saint Venant na marginesie egzemplarza ,,Mechaniki:
analitycznej*, ktéry kierowal jego rozmyslaniami, napisat te sto-
wa: ,Tak wiec autor ,Mechaniki analitycznej'* nie poddaje

»Eloge historique de M.la marquis de Laplace prononeé dans la
;fance.de I’Académie Royale des sciences le 15 juin 1829 par M. le baron
ourier. ) .
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w watpliwos¢ istnienia sit lub przyczyn specyalnych kazdego ru-
chu'* W rzeczy samej, przytoczony ustep odiwarza prawie do-
stownie my$l, zawartg w pewnych fragmentach u Leibniza;
Lagrange podobnie, jak L eibniz, uwaza pojecie sity jako
jedno z pierwszych poje¢ Mechaniki; jezeli wymienia ruch, to
dlatego, aby dla pojecia tego, przestepnego dla Geometryi, médz
znale$¢ odpowiedni symbol liczbowy, nadajacy sie do wystgpowa -
nia we wzorach.

Lagrange zajmuje si¢ na poczatku postawieniem zasad
Statyki, t. j. ustaleniem okolicznosci, w ktdrych sity, dziatajgce na
uklad materyalny, utrzymuja go w réwnowadze.

Problemat statyczny byt tatwy w Fizyce newtonianskiej.
Poniewaz kazdy ukiad sprowadzat si¢ do punktéw swobodnych,
rownowaga ukladu wyplywala z réwnowagi kazdego punktu;
kazdy za$ punkt znajdowat sie w réwnowadze, gdy pozostawal
pod dzialaniem sit, ktérych wypadkowa jest zerem. Tak wige
cala Statyka wynikala z jednej reguty réwnolegloboku sit.

. Pytanie to staje sie atoli subtelnem, gdy przywrécimy cialom
ich rozciaglos¢, postaé, moznos¢ $lizgania sig i toczenia jednych
po drugich, wreszcie odksztatcania sig.

Juz Archimedes, badajac réwnowage takich ukiadow,
przynajmniej w przypadkach bardzo prostych, postawit zasade
réwnowagi draga. Dilugie opracowywania, ktére w biegu czasow
nowszych urobily Mechanike, przeksztalcily powoli te starg re-
gule na zasade nieskonczenie ogélniejsza: Zasade przesu-
nieé przygotowanych.

Aby znale$¢ Zrédlo zasady przesunieé przygotowanych, na-
lezy cofnaé si¢ do czaséw Odrodzenia, do Leonarda da
Vinci i Guida Ubaldi. Widzimy ja juz wyraZnie w pis:
mach Galileusza, ktéfeg‘o rozumowania sa komentarzem for-
muly:  ,zysk na sile, jaki daje mechanizm, pociaga za soba réw-
nowazng strate na predkoéci; wpismach Descartes’a, ktory
wychodzi z twierdzenia: ,ta sama sita, ktéra' moze podnies¢
ciezar 100 funtéw na wysokosé dwoéch stép, moze podnies¢ cigzar
200 funtéw na wysokos¢ jednej stopy; Toricelli'ego, Pascala,
ktéry przyjmowat zasade: ,nigdy cialo nie porusza przez swoj
cigzar, jezeli przytem jego érodek cigzkosci nie spada.”
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Zaniedbanej nieco w czasie, gdy Huygens i Newton
tworzyli nauke ruchu, zasadzie predkosci albo lepiej przesunied
przygotowanych nadal forme zupelniejszgq i ogélniejsza Jan II
Bernoulli, ktéry zakomunikowat jg wr, 1717 Varignonowi;
ten ostatni w .,Nowej Mechanicé“ podat liczne tej tej zasady za-
stosowania; Lagrange’owi wszakze pozostawiona zostala
zasluga odkrycia do$¢ szerokiej podstawy, aby mozna byto osa-
dzi¢ na niej calg Mechanike V.

Ciala, sktadajgce uktad materyalny, nie moga doznawa¢ ja-
kiejkolwiek dowolnej zmiany swej postaci i polozenia; natura,
ktérg im przypisujemy, od ktérej nadajemy im nazwy, ktdra
stanowi wiasciwie ich definicye, wylacza pewne przesunigcia, pe-
wne odksztalcenia, ktérych bez wprowadzenia sprzecznosci cia-
lom przypisywaé nie mozna. WeZmy cialo stale. Jego miejsce
moze si¢ zmieniaé, lecz.postaé i rozmiary muszg pozostawaé bez
zmiany. Dwa ciata stale sg w zetknieciu. Moga one tworzy¢
sie i §lizga¢ jedno po drugiem, nie przenikajac si¢, ani odksztal-
cajagc. Nitka gietka i nierozciagliwa moze zakresla¢ wszelkie ga-
tunki linij, byleby nie zmieniata swej dtugosci. Plyn niescisliwy
moze zajmowa¢ przestrzenie najrozmaitszej postaci, byleby one
mialy te samg objetosé. Nazywamy polgczeniami te warunki
Sciesniajace, wyplywajace z samej definicyi ukladu mechaniczne-
go, aréwnaniami potagczeri nazywamy rownosci alge-
braiczne, przez ktdre wyrazajg si¢ te warunki.

Jezeli nie chcemy by¢ w sprzecznoéci z definicyq uktadu, nie
mozZemy mys$lg narzuca¢ cialom go skladajagcym wszystkich moz-
tiwych przesunigé, lecz jedynie tylko takie, ktdore sg zgodne z po-
taczeniami. Sg to wlasnie przesunigcia, ktére nazywamy przy-
gotowanemi.

Nadajmy uktadowi, ktory mamy zbadaé, nieskoriczenie mate
przesunigcie; punkt przylozenia kazdej z sit, dzialajacych na uklad,
opisuje droge nieskoriczenie matg, ktorg mozna uwazaé za prosto-
liniows. WeZmy sktadows sity wzgledem tej drogi nieskoriczenie

) Lagrange. ,Mécanique analytique*, I-re partie sect Il. (Cytu-
jemy zawsze to dzielo wedtug wydania 2-go, ostatniego, ktére przygotewat
sam Lagrange).
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malej i pomnézmy wielko$é skladowej przez dtugosé drogi. Otrzy-
many iloczyn bedzie prac a sity w kierunku rozwazanego nie-
skoriczenie malego przesuniecia. Jezeli przesuniecie jest przygo-
towanem, i praca bedzie pracg przygotowana.

JesteSmy teraz w stanie wypowiedzieé zasade podstawowg,
Statyki: Aby uktadsitutrzymywal wréwnowa-
dze uktad materyalny, jest koniecznem, by dla
kazdego przesuniecia nieskoficzenie mate-
go, nadanegouktadowi materyalnemu, suma
prac przygotowanych sil dziatajacych byta
ré6wna zeru.

Ilez to mysli nowych i ptodnych grupuje si¢ na okoto tej za-
sady w pierwszej czeSci ,,Mechaniki analitycznej*! Wyktad jej
u Lagrange’a miesci si¢ w kilku wierszach, ktérych wielka
doniostos¢ z kazdym dniem niemal rosta.

Jest rzecza jasng, Ze praca przygotowana pewnej liczby sit,
dziatajacych na uklad materyalny, doznajacy danego przesunigcia,
zmienia tylko znak, skoro zwrot wszystkich sit zmieniany na przeci-
wny, nie zmieniajac ani wielko$ci, ani punktu przylozenia zadnej
z nich. WyobraZzmy sobie teraz dwa uklady sit, rézne od siebie, lecz
takie, by dzialajgc na jeden i ten sam uklad materyalny, wytwa-
rzaly dla kazdego przesunigcia przygotowanego tez samsg prace..
Pozwélmy tym dwom uktadom sit dzialaé réwnoczes$nie, zmieniw -
szy uprzednio zwrot wszystkich sit w jednym z nich na przeciwny.
Kazde przesuniecie przygotowane wytworzy teraz prace zero, tak
ze uklad materyalny bedzie w réwnowadze. Tym sposobem jeden
ktérykolwiek z naszych dwoch ukladéw sit jest rownowazony
przez drugi, gdy w tym ostatnim zmienimy zwrot wszystkich sit
na przeciwny. Innemi stowy, nasze dwa uklady sit sg $cisle réwno-
wazne dla badanego ukladu materyalnego: jeden z nich mozna
podstawi¢ za drugi, nie zmieniajac w niczem wilasnosci mecha-
nicznych tego uktadu.

Nie jest tedy rzecza waznag znaé poszczegdlnie kazda
z sit, dzialajacych na rézne ciala ukladu, jej punkt przyloZenia,
jej wielkos¢ i kierunek. Wystarczy, jezeli mamy tylko nalezyte
dane o uktadzie sit, pozwalajgce wyznaczy¢é prace, wykonang
W kierunku pewnego przesunigcia przygotowanego. Wszelkig
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dane uzupelniajace bylyby juz zbyteczne; dane rézne co do formy,
lecz prowadzace do tego samego wyrazenia pracy przygotowanej,
sg tozsamemi w oczach mechanika V.,

Tak wiec, zamiast réznych sit, dzialajacych na cialo state,
mozna podstawi¢ uktad dwoch sil, albo tez jedne sile i jedne pare,
albo tez inne kombinacye sil. Wszystkie te kombinacye, rézne
dla geometry, dajg te sama prace dla danego przesuniecia przygoto-
wanego ciala stalego; mechanik nie odréznia przeto jednej od
drugie;j.

Wynika stad, ze mechanik, badajgc rownowage i ruch ciata
stalego, nie bedzie mogt rozstrzygnaé, czy grupa sit, ktorej to ciato
istotnie podlega, jest ta lub inng z tych kombinacyj; pytanie to nie
ma dla niego zadnego znaczenia. Zachodzié tu bedzie nieozna-
czono$¢ w rozwiagzaniu zadania dla geometry; nie ma jej dla me-
chanika, ktéry choé krétko zastanowié sie zechce nad zasadami
uprawianej przez siebie nauki: spostrzeze on jasno, ze zamiast
kazdego uktadu sil, zdolnych do wytworzenia ruchéw obserwa-
cyjnych w ukladzie, podstawi¢ mozna nieskoriczenie wiele innych
ukladéw, wytwarzajgcych te same ruchy.

Aby okresli¢ w caltej ogdlnosci przesuniecie przygotowane
‘nieskoniczenie mate ukladu mechanicznego, nie trzeba w wigkszo-
Sci przypadkéw znaé wielkosci i kierunku drogi, przebiezonej
przez kazdy z punktow materyalnych; wystarcza, gdy dane sa
wartosci pewnych nieskoriczenie malych, odpowiednio dobranych
wielkosci. Podania, ustalajace nature ukladu materyalnego, po-
zwalajg juz z danych wartosci tych nieskoriczenie matych wyzna-
cza¢ droge, jaka przebiega punkt ktérykolwiek.

Dajmy, naprzykiad, ze uklad badany jest cialem stalem.
Dobrze znane twierdzenie poucza nas, ze mozna zawsze to ciato
stale przeprowadzi¢ z jednego potozenia dowolnie danego w inne
polozenie réwniez dowolne, za pomocg metody nastgpujacej:
Obrawszy raz na zawsze trzy proste, wzajemnie prostopadie,
wychodzgce z jednego punktu, nadajmy Kkolejno cialu stalemu

) Lagrange. ,Mécanique analytique* wyd. 2-gie I-re partie,
Bect. 11 X 14.
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-obrét odpowiedni okoto kazdej z tych trzech prostych, nastepnie
-odpowiedni ruch post¢powy wzdtuz kierunku kazdej z tych pro-
stych. Znajomos$¢ tych trzech obrotéw i tych trzech przesunigé
‘wyznacza juz trajektorye jakiegokolwiek punktu tego ciala stalego
i wyznacza zupetnie przesunigcie przygotowane.

Wyobrazmy sobie tedy, ze wszelkie przesuniecie przygoto-
wane nieskoriczenie malego pewnego ukiadu materyalnego jest
juz zupelnie znane, gdy damy waryacye nieskoniczenie male

da.dB,....., jakich doznajag pewne mniej lub wiecej liczne wielko-
&ci a,f...... ; wielkosci te sa zmiennemi niezaleZnemi
ukiadu .

Wyrazenie pracy przygotowanej sil dzialajacych na ukiad
‘bedzie miato posta¢V: Ada + Béf—+-.....

Aby poznadé wszystkie skutki sit dziatajacych na ukfad, jest
koniecznem i dostatecznem zna¢ wyrazenie ich pracy przygoto-
wanej; aby za$ znaé to wyrazenie, jest koniecznem i dostatecznem
znaé wielkosci 4, B..... Tak wiec dla mechaniki istotnie wazna
jest znajomo$¢ tych wielkosci, nie za$ bynajmniej znajomos§¢ sit
samych, przy pomocy ktérych mozna je uwaza¢ za utworzone.
Mozna wielko$ciom tym nadaé nazwe sit uogélnionych?.

Natura sity uogélnionej A zalezy od natury zmiennej a, do
ktorej sie odnosi, gdyz iloczyn Ada powinien zawsze przedstawiaé
prace. Jezeli a, a wiec da jest dlugoscia, A jest sitg we wia-
$ciwem tego wyrazu znaczeniu; lecz jezeli a i da sa katy,
wtedy A bedzie wielkoScig tego samego gatunku, co moment
pary; jezeli a i da sa objetosci, A bedzie wielkoScig jednorodng
Zzcif$nieniem.

Skoro prace przygotowang sit dziatajacych na uktad przed-
stawimy w postaci Ada—+ B+ ....., gdzie sity uogdlnione
4, B, ... podlegajg znanym prawom, wtedy warunki réwnowagi
uktadu otrzymamy bezposrednio w formie najogélniejszej i naj-
prostszej; warunki te powinny zamienia¢ na zero kazda z wielko-
$ci 4, B.....

—_——

)) Lagrange. ,Mécanique analytique, wyd. 2-gie, I-re partie,
seet II, Nr. 121 13.
» Lagrange. ,Mécanique analytique®, tamze Nr. 9.
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Analisci wiedzg, 2e w ogble wyrazenie takie jak Ada—-Bdf+...,
gdzie 4, B]...zalezg od a, 8..... nie jest zmniejszeniem (ubytkiem)
jednej wielkosci,ktora jest zupetnie znana,gdy znamy wartosci zmien-
nych a, ... . Lecz zachodzi to w pewnych przypadkach szcze-
golnych; praca, wykonana w przesunigciu przygotowaniem jakiem-
kolwiek, jest wtedy zmniejszeniem, jakiego doznaje dla tego prze-
suniecia pewna wielko$¢, ktéra dla kazdego stanu ukladu ma war-
tos¢ oznaczong V. Lagrange wielkoSci tej nie dat nazwy oso-
bnej; dzi§ nazywamy jg potencyatem sit, dzialajacych na
uklad.

[stnienie potencyatu sil, dziatajacych na uklad, jest dla mate-
matyka wlasnoscig wyjatkows,; lecz jezeli przyjmiemy, ze uktad
podlega jedynie dzialaniom wzajemnym punktéw materyalnych
lub skiadajgcych go elementéw objetosci; jezeli przyjmiemy
z Newtonem, 2e dzialanie wzajemne dwodch elementow jest
przycigganiem lub odpychaniem, i Ze wielko$¢ tego dziatania znaj-
dujemy, mnozac przez masy dwoéch elementéw funkcye ich wza-
jemnej odlegtosci, znajdziemy, ze ukiad sit ma potencyat. Badanie
ukiadu, majgcego potencyal, obejmuje w sobie jako przypadek
szczegllny badanie ukladu odosobnionego w przestrzeni i zbudo-
wanego tak, jak chce Fizyka newtoniariska. Gdy ograniczymy
si¢ do badania uktadéw, ktorych dziatania wewnetrzne po-
siadajg potencyat, wydawaé sie¢ bedzie geometrze, zeSmy sie zam-
kneli w zagadnieniu nieskoriczenie szczegélniejszem; tymczasem
zagadnienie to w swej obszerno$ci i ogdlnosci przewyzsza nie-
skoriczenie problemat, postawiony przez Newtona i jego
uczniow,

Skutek mechaniczny ukiadu sit zalezy jedynie od wyrazenia
na ich prace przygotowana; skoro sily maja potencyal, to prace,
ktérag wykonywaja przy pewnej jakiejkolwiek zmianie przygotowa-
nej, mozna obliczy¢, jezeli znamy tylko warto$¢ potencyatu w kaz-
dym ze stan6w ukladu. Znajomo$¢ ta zastgpuje i czyni zbyteczna
znajomo$¢ sit lub sit uogélnionych. I tak, by wyznaczy¢ catkowi-

') Lagrange. ,Mécanique analytique*, I-re part. Seet. I[I, Nr. 21.
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cie wlasnoéci mechaniczne ukiadu cial, nie jest koniecznem wy-
szczegllnienie sit, dzialajacych wewnatrz tego ukladu, ani sit
uogdlnionych, ktérym one sa réwnowazne; wystarczy wskazag,
w jaki spos6b potencyal wewnetrzny zmienia sie wraz ze
stanem uktadu.

Péjdzmy jeszcze dalej: Mozemy, jezeli chcemy, rozwazaé
w Mechanice tylko grupy cial, catkowicie odosobnionych w prze-
strzeni. Wystarczy w tym celu obja¢ w jednym ukladzie i ten
uklad szczegélny, ktéry badaé chcemy, i ciata, ktérych wplyw
na nasz uktad nie moze by¢ zaniedbany. Wtedy bedziemy mieli
do czynienia tylko zsitami wzajemnemi, dzialajacemi pomiedzy
réznemi cialami jednego ukladu; mozna zalozyé, ze te sily we-
wnetrzne zalezg od potencyalu, ktdrego znajomosé czyni zbyteczna
znajomo$é samych sit. Tak wigc pojecie sily, po rozplynieciu sie
W pojeciu obszerniejszem sity uogdlnionej, traci, Zze tak po-
wiemy, ceche pierwotnosci i ukazuje si¢ jako proste pojecie po-
chodne pojecia potencyatu. Taki jest naturalny wynik z zasad,
postawionych przez Lagrange’a.

Plodnos¢ tych zasad nie zostala przez to jeszcze wyczerpana.
Dadzg one nam pojecie nowe, odgrywajace wazng role w dyskusyi
nad Mechanikg rozumowa, a mianowicie pojecie sity potaczenia

Rozwazmy dwa uklady, ktore oznaczmy cyframi 1i2. Stan
uktadu 1, wzigtego osobno, wyznacza si¢ przez zmienne nie-
zalezne ay, B,,...; praca przygotowana wszystkich sil, dzialaja-
cych na uklad, bedzie 4,8a, + B,8p, +.... Stan ukladu 2, wzie-
tego osobno, wyznacza si¢ przez zmienne niezalezne a,, f,,...;
praca przygotowana wszystkich sit nan dziatajacych bedzie
Ajda, -+ B8y + ... .

Teraz, nie zmieniajac w niczem sil, dziataja-
cych rzeczywiscie na uktady 1i2, umiesmy obok
siebie te uktady w ten sposéb, aby pewne ciala pierwszego uktadu
znalazty si¢ w zetknigciu z pewnemi ciatami drugiego, i rozwazmy
zjednoczenie obu uktadéw, jako tworzace ukiad jedyny.

Kazde przesunigcie przygotowane uktadu wypadkowego nadaje
wielkoscioma,, By, - . - g By, - - -zmiany nieskoficze mate da,,d,,...
Oy, 8B,, .. . .. , a sitom dzialajacym prace A4da, + Bidpi ...
oot dy8a, + Bydfs+ .. . lecz—itu jest wiasnie punkt zasa-

Wiad. mat. VIL 1008, 10
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dniczy tych rozwazari—nie otrzymamy zawsze przesunigcia przy-
gotowanego ukladu wypadkowege, kombinujgc jakiekolwiek prze-
sunigcie przygotowane ukladujl z jakiemkolwiek przesunigciem
przygotowanem uktadu 2. Kazde z tych dwéch przesunigé przygo-
towanych dawalo si¢ pomysle¢, gdy kazdy z uktadéw 1 i 2 istniat
osobno; ich zesp6t moze staé si¢ niemozliwy, skoro uktady 1i 2 sa
zestawione razem, albowiem mialby jako skutek sprowadzenie
réwnoczesnie i do tego samego miejsca w przestrzeni pewnych
ciat ukladu 1 i pewnych ciat uktadu 2. Zestawienie wiec uktadow
1i 2 naklada przesunigciom kazdego 2z nich nowe ograniczenia,
nowe polgczenia; polgczenia te nie pozwalajg na zupetng dowol-
no$¢ wartosci nieskoriczenie malych, ktére w przesunieciu przygo-
towanem nadawaé mozna przyrostom da,, 8f,,...8a,,88,,...; Wy-
magajg one, aby te warto$ci czynity zados$¢ jednej lub kilku row-
nosciom, zwanym ré6wnaniami potagczen.

Troska o 0g6lno$¢ matematyczng powinna w tem pi$mie usta-
pi¢ miejsca zyczeniu przedstawienia mysli w postaci najprostszej
i najbardziej uderzajacej. Przyjmijmy tedy, 2e zjednoczenie ukla-
déw 1 i 2 dato poczgtek jednemu réwnaniu polaczenia:

6, 0a, +b 08+ . . . +aday+ b0+ ... =0.

Aby znale$¢ warunki réwnowagi ukladu, powinni$émy wyrazi¢ nie
to, 2ze kazdy uktad wartosci,nadanych przyrostomda, ,38,,...4a3,86, ...,
czyni prace przygotowans rowng zeru, lecz to jedynie, ze ta praca
jest zerem, ile razy spelnia si¢ warunek potgczenia. Algebra uczy
nas, ze mozna znale$¢ pewien taki czynnik 4, zalezny od stanu ukta-
déw 1 i 2 i od sit na nie dziatajacych, przy pomocy ktérego zagadnie-
nie sprowadza sie¢ do nastgpujgcego: Dla kazdego ukladu wartosci
przyrostow da,, 8f, . . . 8a,, 8f,, . . . uczyni¢ réwng zeru sume pracy
przygotowanej i pierwszej strony rownania polgczenia, pomnozo-
nego uprzednio przez 4. W ten spos6b otrzymamy nastgpujace
warunki rownowagi naszego ukladu zespolonego:

A1+lal=o ’ Bl+lbl=0,.. .
Ady+4a;=0 , By+4by=0, ...
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WeZmy réwnania pierwszego wiersza; s to rownania, ktére otrzy-
maliby$my wprost jako warunki réwnowagi ukladu 1, gdyby$my
go byli uwazali, odwracajac uwage od przymusu, jaki zetknigcie
z ukladem 2 nadaje jego przesunigciom, i zaktadajac, Ze jest pod-
dany nie sitom uogélnionym 4,, B,,..., lecz sitom uogdlnionym
A, + Aa,, B, 4 4b,, ... . Réwnania drugiego wiersza nasuwaja
nam podobne uwagi, dotyczace uktadu 2.

Widzimy tedy, ze mozna otrzymaé rOwnania réwnowagi
kazdego z dwdch ukladéw dwiema drogami, na pozér réznemi,
lecz w istocie §ciSle rownowaznemi.

Na pierwszej drodze rozpatrujemy kazdy z dwoéch ukladéw
jako poddany sitom, ktore nan dzialajg rzeczywiscie, lecz uwzgle-
dniamy ograniczenia, jakie wzajemne zetknigcie uktadu narzuca
przesunieciom przygotowanym kazdego z nich.

Na drodze drugiej traktujemy kazdy z ukladéw, jakby ist-
niat sam jeden, lecz do kazdej z sit uogélnionych takich, jak A,
ktorym istotnie podlega, dotgczamy sile uogdlniong czysto
fikcyjnag da,; forma tej sity potagczenia zalezy od na-
tury warunkéw potlaczenia i od wyrazenia czynnika 4, zwanego
mnoznikiem Lagrange'a.

Mozna stosunek tych dwéch metod scharakteryzowaé krétko,
moéwigc, ze w pierwszej zachowujemy warunki polgczen a unikamy
wprowadzenia sil potaczen, w drugiej przeciwnie usuwamy wa-
runki potaczen a wprowadzamy sity potgczen.

By o$wietli¢ podstawy statyki L a gr an ge'a, rozwazali$my
uktad, ktérego stan jest calkowicie oznaczony przez pewng mniej-
szg albo wieksza, ale ograniczons, liczb¢ zmiennych niezaleznych.
Lecz nie wszystkie uklady dajg si¢ w ten sposéb okreslié. Sa
uklady ciggle, ktére nalezy rozkiadaé¢ na nieograniczong liczbe ele-
mentoéw nieskoriczenie matlych, stykajacych sie jedne z drugiemi;
kazdy z tych elementéw zalezy od skoriczone] liczby zmiennych.
Pomiedzy temi uktadami ciagtemi jedne, jak nici lub prety sprezy-
ste, rozciggaja sie wedlug jednego tylko wymiaru, inne, jak blony
i ptyty—wedtug dwéch wymiaréw, inne, wreszcie, jak ptyny lub
Ciala stale sprezyste, maja rozciaglosé skoriczong we wszystkich
wymiarach. Zasady, wyzej w ogélnych zarysach przedstawione,
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stosowaé¢ mozna bez glgbszych zmian do takich ukladéw 1. Je-
dynie wyrazenie pracy przygotowanej, zamiast byé wprost sumg
wyrazow, bedzie catkg pojedynicza, podwdjna lub potrdjng i bedzie
poddane prawidiom Rachunku waryacyjnego.

Przez to prawa rownowagi nici i bton gietkich ¥ nabieraja
opobliwej jasnosci i ogdlnosci; lecz nadewszystko badanie rowno-
wagi cieczy stwierdza szerokos¢ i przenikliwosé metod L a g r a nge'a.

Od czasow Archimedesa, Hydrostatystyka uczynita
bezwatpienia znaczne postepy. Galileusz, Stevini Pas-
cal doszli po wielu prébach do odkrycia doktadnych prawd réw-
nowagi ptynéw ciezkich. Zagadnienie o postaci planet zniewolito
geometréw do poddania analizie ciat plynnych, pozostajgcych pod
dziataniem innych sil, niz sifa ci¢gzkosci; zamiast zaryséw, poda-
nych przez Huygensa, Newtona, Bouguera, Ma-
claurina, Clairaut postawil metod¢ ogdlng i &cisla,
w matym traktacie ¥, arcydziele jasnosci i wytwornosci, ogtoszo-
nym w r. 1743, ustanowil on zwigzek pomiedzy Hydrostatyks
a teoryg rézniczek zupeilnych, wykazal, ze plyn nie moze by¢
utrzymany w rownowadze przez wszystkie gatunki sit, odkryt
wreszcie wlasnoéci zasadnicze powierzchni poziomu. W r. 1755
Euler znalazt ponownie rezultaty Clairauta droga odmien-
ng; taz sama droga postuzyta pézniej Ca uch y'emu do postawie-
nia praw, od ktérych zalezy ci$nienie wewnatrz jakiegokolwiek
ciata.

Mimo tych ciaglych postepow, nie wszystko byto jasnem
i Scistem w tej teoryi ptynéw. Natura ciSnienia hydrostatycznego
pozostawala ciemng. Przyjmowano, 2e ci$nienie to istnieje, ze
jest zawsze normalne do elementu powierzchniowego, do ktérego
si¢ odnosi, ze wielko$¢ jego nie zmienia sig, gdy ten element obraca
sie okoto jednego ze swych punktéow; lecz nie posiadano Zadnego

1) Lagrange, ,Mécaniquu analytique*, wyd. 2-gie, Partre I,
sect, 1V, § 11,

) Lagrange. Tamie 1-re part. sect V, Chap. IIL.

%) @lairant. Théorie de la figure de la Terre, tirée des principes
de I'Hydrostatique, Paryz 1743,
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dowodzenia tych twierdzeri, ani nawet zadnej doktadnej defi-
nicyi ci$nienia.

Lagrange otrzymuje razem ! wszystkie te twierdzenia
przy pomocy swej metody ogélnej. Cisnienie hydrostatyczne
wprowadza si¢ do jego rozumowan jako jeden z mnoznikéw, kt6-
rych uzywa Rachunek waryacyjny, by uwolnié si¢ od warunkéw
potaczen; definicya cisnienia jest przez to &cisle zwigzana z poje-
ciem sity potgczenia. Zatrzymajmy sie nieco nad tg definicya,
gdyz byla ona powodem powaznych rozpraw, o ktérych pézniej
moéwi¢ bedziemy.

Wystawmy sobie, ze powierzehnia S dzieli ptyn, bedacy
w réwnowadze, na dwie cz¢éci 4i B; gdy plyn doznaje przesu-
nigcia przygotowanego, wtedy dwie czeSci 4 i B nie przenikaja
si¢ wzajemnie; to przesunigcie tedy nie mogtoby wyniknaé z ja-
kiegokolwiek przesunigcia czesSci 4, rozwazanej osobno, skombi-
nowanego z jakiemkolwiek przesunieciem czeSci B, uwazanej
osobno; zetknigcie obu czgsci stanowi dla kazdej z nich potg-
czenie.

Zatrzymajmy dla czesci 4 jej posta¢ i polozenie; usurfimy
cz¢es¢ B, lecz pozostawmy bez zmiany wszystkie
sity,dziatajgce istotnie na cze$¢ A; jezeli porie-
dzy temi sitami sg takie, ktore wyptywajg z czesci B, wyobrazmy
sobie, ze zastgpiliémy je innemi sitami doktadnie réwnemi, lecz
wychodzgcemi z innych cial, nie stykajgcych si¢ z czescig A.

Oswobodzony od przeszkody, ktorg stawiato zetknigcie z czg-
Scia B, ptyn 4 nie bedzie wogdle w rownewadze. Metoda L a -
grange'a stwierdza, ze przywrécimy go do réwnowagi, jezeli
do kazdego elementu d8 powierzchni § przylozymy sitq normalng
do powierzchni 8, przenikajacg do wnetrza obszaru 4 i majaca
wielkosé IIdS. Czynnik II pozostaje niezmienny, jezeli element
dS obraca sie okolo jednego ze swoich punktéw; wyobraza on
ciSnienie hydrostatyczne w tym punkcie.

Skoro tedy dwie czgsci plynne 4 i B sq w zetknigciu, ciénie-
nie hydrostatyczne nie dziata w istocie ani na jedne, ani na druga,

———

) Lagrange. ,Mécanique analytique* 1 part.secl. VII, § 11,
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lecz jezeli w mys$li usuniemy jedne z nich, aby rozwazaé druga,
jakby istniala sama, nalezy przylozy¢ do niej ci$nienie hydrosta-
tyczne, aby zastgqpi¢ niem przeszkode, jakg czes¢ tamta stawiala
jej ruchowi.

2. Zosada d°'Alemberta i Dynamika Lagrange'a.

Badania Galileusza nad przy$pieszeniem w spadku ciat
cigzkich i Huy gensa nad sitag odsrodkowg w ruchu kolowym
doprowadzily Newtona do postawienia prawa ruchu punktu
materyalnego pod dzialaniem sity, danej w jakikolwiek sposéb.
Rozpatrzmy z jednej strony prosts, ktéra te sil¢ przedstawia;
z drugiej prosts, majgcq kierunek przyspieszenia i o dtugosci réw-
nej iloczynowi przys$pieszenia przez msse punktu; we wszystkich
okolicznosciach te dwie proste sg jednego kierunku i tej same;j
dtugosci.

Zasada ta wystarcza w zupetnoscijdo_przedstawienia proble-
matu Dynamiki w postaci rownan, jezeli tylko zgodnie z prawi-
dtami Filozofii newtonianskiej uwazaé bedziemy wszystkie ciata
jako punkty materyalne, wywierajace na siebie wzajemne dzia-
tania przyciagajgce lub odpychajace; staje sie atoli niewystar-
czajacs, jezeli wrazz Lagrangem uwazamy ciala o rozmia-
rach skoficzonych, stykajace si¢ jedne z drugiemi i poddane roz-
maitym polgczeniom. W takim razie nalezy stosowaé zasade
ogélng, ktorej przypadkiem]bardzo szczegdélnym jest zasada po-
przedzajaca,

Znalezienie tej zasady ogodlnej, pozwalajgcej na przedsta-
wienie wszystkich problematéw Dynamiki w postaci rownar, byto
przedmiotem dlugich i potgznych usitowan, ktérych historye skre-
$lit nam Lagrange"; usitowania te uwieficzone zostaty od-
kryciem zasady d'Alemberta.

Przed chwila, méwiac o ruchu punktu materyalnego, wymie-
niliSmy prostq, majgcq Kkierunek przyspieszenia, i dtugos$é, ktorej

1) Lagrange,lo. 2-e partie, secl. I.
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miarg jest iloczyn masy przez przy$pieszenie; widzieliémy, ze
proste te utozsamiano bez przerwy z sila.

Nie zmieniajgc ani dlugosci ani kierunku tej prostej, zmiefimy
jej zwrot na przeciwny; ta nowa prosta bedzie mogla by¢ takze
uwazana jako przedstawiajaca sile, ktora nazywamy sita bez-
wtadno$ci. Bedziemy wtedy mogli wypowiedzie¢ zasade
podstawows Dynamiki punktu materyalnego, mdwiac, ze sila,
dzialajgca rzeczywiscie na ten punkt, jest w kazdej chwili réwna
i wprost przeciwna sile bezwladno$ci, lub tez, ze sila rzeczywiscie
dziatajaca i sita fikcyjna bezwladnosci tworza w kazdej chwili
uktad sil, utrzymujacych punkt materyalny w réwnowadze.

Uogoélniajac to ostatnie wystowienie, dojdziemy do Zasady
d’Alemberta.

WezZmy jakikolwiek uktad mechaniczny, utworzony z pun-.
ktéow materyalnych lub ciat ciggtych, i podzielmy te ostatnie na
objetosci elementarne; wyobraZzmy sobie, ze do kaidego punktu
tub do kazdego elementu przyloZona zostala sita bezwtadnosci.
Sita ta, o zwrocie przeciwnym zwrotowi przy$pieszenia punktu lub
elementu, bedzie miata dtugosé, ktérej miarg jest iloczyn tego przy-
Spieszenia przez mas¢ punktu lub elementu. W kazdej
chwili uktad sil, dziatajacychrzeczywiscie na
uktad oraz sit fikcyjnych bezwtadnos$ci zdolny
jest doutrzymaniauktadu w rGwnowadze wtym
stanie, wjakim znajduje si¢ on W uwazanej
chwili.

Postulat ten — i zdaje sie, Ze inaczej nazwaé by go nie mo-
Zna, mimo rozumowan, oczywiscie niedostatecznych, przy pomocy
ktérych d’Alembert i inni po nim prébowali go udowodni¢ —
zostal pomyslany w celu racyonalnego traktowania zagadnien,
dotyczacych oporu cieczy V. Wykazawszy uzytecznos¢ tego po-
stulatu w Dynamice juktadéw utworzonych ugrupowan ciat sta-
lych #, d’Alemb ert zastosowal go na nowo do ruchu cieczy ¥

) D'Alembert ,Eesai d’une nouvelle théorie de la résistance des
fluides, Parys 1742, Chap I, proposition 1.

) D'Alembert. ,Traité de Dynamique®, Paryz 1743.

% D'Alembert ,Traitéde 'Equilibre et du Mouvement des fluides
pour gervir de suite au Trnité de Dynamique*, Paryz 1744.
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i doszedt tym sposobem do réwnafi Hydrodynamiki, z ktérych
Euler potrafit wkrétce potem wydoby¢ tyle godnych podziwu
konsekwency;j.

Zasada d'’Alemberta sprowadza ustawienie réwnan ja-
kiegokolwiek zagadnienia Dynamiki do ustawienia réwnan zaga-
dnienia Statyki. Ot6z do traktowania zagadnienn statycznych
Lagrange podat wzor ogdlny, wyplywajacy z zasady pred-
kosci przygotowanych. Wzor ten, rozszerzony obecnie, wytwa-
rza ¥ , wzér ogélny Dynamiki dla ruchu jakiegokolwiek ukladu
ciat®*. Wyraza on, Ze dla kazdego przesunigcia przygotowanego,
nadanego ukladowi w tym stanie, w jakim znajduje si¢ w danej
chwili jakiejkolwiek, suma pracy sit rzeczywistych i pracy sit fik-
cyjnych jest réwna zeru.

Tym sposobem wszystkie idee zasadnicze, wprowadzone
przez Lagrange'a do badah statycznych, zostaly przenie-
sione do Dynamiki, przez co ptodnosé ich wzrosta niezmiernie.

Przedstawienie problematu Statyki w réwnaniach przybiera
forme mozliwie najprostszg, gdy przesuniecie przygotowane naj-
ogolniejsze ukladu jest okreslone przez waryacye nieskoriczenie
male da, 88,... . Praca przygotowana sil rzeczywiécie dzialajg-
cych przybiera wtedy forme Ada-Bdp+...; sity uogélnione
A, B,... zalezg od zmiennych a, §,... .

W podobny sposéb praca przygotowana sit bezwtadnosci
moze byé przedstawiona w postaci J.da -+ Jzdf-t...; wielkosci
Jay I3y ..., ktére mozna nazwaé¢ sitami bezwltadnos$ci
uogodlnionemi, zalezg od zmiennych a, §,..., od ich pierw-
szych pochodnych wzgledem czasu, ktére nazwiemy pred-
koSciamiuogédélnionemi, i od drugich ich pochodnych
wzgledem czasu, ktére nazwiemy przy$pieszeniami uo-
gélnionemi.

Lagrange podat? prawidlo niezwykle wytworne na two-
rzenie tych wielkosci J,,Jp,...; W prawidle tem wystepuje wiel-
kos¢, odgrywajaca wazng rol¢ w Dynamice, mianowicie sita
zywa ukladu. Te site Zywg otrzymujemy w sposéb naste-

1) Lagrange, ,Méeanique analytique", 2-e partie, seet 1I, N* 5.
%) Lagrange. ,Mécanique analytique®, 2. e partie, sect. IV, 2 7.
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pujacy: Pomnézmy potowe masy m kazdego z punktéw lub ele-
mentow objetosci, sktadajacych uklad, przez kwadrat jego predko-
$ci i wezmy sumg otrzymanych iloczynéw; suma ta M—,&—
jest sila zywa.

Site¢ Zywg mozna wyrazi¢ przez zmienne niezalezne a, By
i predkosci uogélnione. Wyrazenie sily zywej posiada te dwie
wlasnosci, Ze jest jednorodnem i stopnia drugiego wzgledem pred-
kosci uogdlnionych, oraz ze jest dodatnie, jezeli uklad jest w ruchu.
Korzystajac z pierwszej z tych dwoéch wiasnosci, Lagrange
obmyslit rachunek regularny, przy pomocy ktérego z wyrazenia
sity Zywej wyprowadzamy wartosci sit bezwtadnosci uogélnionych,

Wzdr podstawowy Dynamiki wymaga, aby suma dwéch
wielkosci Ada+Bdf+-... i J.da+Jpdf+... byla réwna zeru dla
wszystkich przesunig¢ przygotowanych nadanych ukladowi, lub
innemi stowy, aby w kazdej chwili byto:

A+J, =0 , B+Jp=0,.....

W ten sposéb otrzymujemy w formie najprostszej i najdogodnie;j-
szej w uzyciu réwnania, rzadzace ruchem ukfadu.

Réwnanja Lagrange’a ktorych jest tyle, ile jest
zmiennych niezaleznych a, 8,..., wiaZg ze sobg nietylko te zmienne,
lecz takze ich pochodne pierwsze i drugie wzgledem czasu; stano-
wig one zatem to, co geometrowie nazywajg uktadem réw-
nanrézniczkowychrzedudrugiego.

Nie mozemy tu wylozy¢é nawet pobieznie prac, do ktérych
réwnania te doprowadzity, od epoki Poissona, Cauch y’ego,
Pfaffa, Hamiltona, Jacobi'ego, az do naszych czasow,
u$wietnionych badaniami H. Poincarégo, Painlevégo,
Hadamarda; musielibySmy w takim razie napisa¢ tu historye
samych réwnan rozniczkowych rzedu drugiego. Powiemy tylko,
ze jednym z gtéwnych faktéw analitycznych, ktoéryby historya ta
nam uwidocznita, bytaby nadzwyczajna wazno$¢ pojecia p o t e n-
cy atu, wprowadzonego przez Lagrange'a,

Waznos¢ te zreszta ukazuje juz jasno szybki przeglad pe-
wnych kwestyj dynamicznych, wzigtych z pomigdzy najbardziej
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zasadniczych; kwestye te wigzgq si¢ wszystkie z ré6wnaniem
sity zywej.

Uzasadnienie tego réwnania odnajdujemy w nastepujacej
bardzo prostej uwadze: G@Gdy uklad porusza si¢ w ciggu pew-
nego przedzialu czasu, sity bezwladnosci wykonywajg prace, ktéra
jest doktadnie réwna ubytkowi sily Zywej w ciggu tego samego
czasu, Wystarczy tedy spozytkowaé wzér podstawowy Dyna-
miki, uwazZajgc za przesunigcie przygotowane kazdy z elementow
ruchu rzeczywistego, aby otrzymaé twierdzenie nastepujgce:

Praca,wykonana w przeciggu pewnego cza-
suprzez silyrzeczywiste,dziatajgce na uktad,
rOwna sie przyrostowi, jakiego wtym samym
czasiedoznaje sita zywa uktadu.

Tym sposobem wyraza si¢ dokladnie i sprowadza do zasad
Mechaniki stawne prawo sit Zywych, spostrzezone po raz pierw-
szy przez Leibniza.

Gdy sity, ktorym poddany jest uklad, majg potencyal, wtedy
prawo to przybiera form¢ godng uwagi; w samej rzeczy, w tym
przypadku praca. wykonana przez sity w pewnym przeciggu cza-
su, réwna si¢ ubytkowi potencyalu w tymze czasie. Ten ubytek
potencyatu rowna si¢ zatem przyrostowi w tymze czasie sily 2y-
wej, tak 2¢e suma potencyatu i sity 2Zywej zacho-
wuje wciggu calego trwania ruchu wartos¢
niezmiennsg.

Uktad odosobniony znajduje si¢ w warunkach, wymaganych
dla stosowania tego twierdzenia; jedynemi sitami sg wtedy tylko
sity wywierane przez rozmaite czesci uktadu wzajemnie na siebie
i pochodzace, jak przyjeliSmy, od jednego potencyatu. W tym
przypadku nadajemy czesto potencyatowi sit wewnetrznych nazwe
energii potencyalnej uktadu;sile2zywej—nazwe energii
2ywej, aktualnej, kinetycznej; sumie obu energij —
nazwe energii catkowitej. Twierdzenie poprzedzajgce
daje sie tedy wyrazi¢ w formie nastepujgcej: W ruchu ukta-
du materyalnego, wyjetego z pod dziatania
jakiegokolwiek ciata zewnetrznego, energia
catlkowita uktaduzachowuje warto$ niezmien-
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na. Twierdzenie to, znane pod nazwa Zasady zachowa-
nig energii, odegrato role kapitalng w rozwoju Fizyki.

Gdyby uklad badany podlegal dzialaniu pewnych ciat ze-
wnetrznych, wtedy warto$é jego energii catkowitej moglaby sie
zmienia¢; przyrost tej energii w ciggu pewnego przeciagu czasu
réwnalby si¢ doktadnie pracy, wykonanej w tymze czasie przez
sily, pochodzace od ciat zewnetrznych.

Stosujgc réwnanie sily zywej w przypadku, w ktérym sity
dzialajace pochodzg od potencyatu, Lagrange odkryt bardzo
wazne twierdzenie, dotyczace statosci rownowagi.

WezZmy uklad mechaniczny podlegly takim sitom, i nie udzie-
lajac mu zadnej predkosSci poczatkowej, postawmy go w takim
stanie, w ktorym potencyat sit dzialajagcych jest mniejszy od po-
tencyaléw w kazdym stanie sgsiednim; prawa Statyki wykazuja
bez trudnosci, ze uklad pozostawaé bedzie w rownowadze w tym
stanie. Prawa Dynamiki, w szczegélnosci za$ réwnanie sity zy-
wej, daje nam nowy rezultat: W momencie danym wyprowadzmy
nieco uklad ze stanu jego réwnowagi i udzielmy mu bardzo ma-
tych predkosci; uktad zacznie si¢ poruszaé, ale rézne stany, przez
ktére przechodzi¢ bedzie w ciagu tego ruchu, pozostawaé beda
zawsze bardzo blisko stanu réwnowagi pierwotnej, predkosci za$
jego réznych czesci zachowywac beda wartoéci bardzo mate; row-
nowaga pierwotna bedzie rOwnowaga statg. Lagrange
podat ) dowdd tego pieknego twierdzenia; Lejeune-Dirich-
le t? za$ przy pomocy niewielkich zmian uczynit dowéd ten zu-
petnie $cistym.,

W bliskosci takiego potozenia rownowagi stalej, uklad wy-
prowadzony lekko z potozenia réwnowagi, wykonywa mate oscy-
lacye. Oscylacye te wynikaja z nalozenia tylu drgan pojedyn-
czych, ile jest zmiennych niezaleznych 3. Metody, przez La -
grange'a do badania tych; oscylacyj obmys$lone, sa cennemi

) Lagrang e. ,Mécanique analytique*, 1-e part. secl III, § V, } 25.

%) Lejeunec-Dirichlet. Ueber die Stabilitéit des Gleichgewichtes
(Crelle’s Journal Bd. 82, 1846.

}) Lagrange. ,Mécanique analytique®, 2-e partie, sect, VI, § 1.
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zar6wno dla fizyka jak i dla inzyniera; majg one doniosto$¢ zaré-
wno dla Akustyki, jak i dla teoryi drgafnt w machinach.

Zachodzi pytanie, czy uklad moze by¢ w rownowadze stalej
tylko w tych potozeniach, w ktorych potencyat ma warto$¢ mini-
mum? L a grange mniemat, ze dowi6d! tego twierdzenia; wszak-
Zze rozumowania jego okazaly si¢ niedostatecznemi. Dopiero
w naszych czasach pp. Liapunow i Hodumard zastgpili
te rozumowania, w przypadku bardzo ogélnym, przekonywajgca
dedukcye.

3. Mechanika analityczna Lagrange'a i Mechanika fizykalna
Poissona.

Mechanike Lagrange’a od Mechaniki NewtonaiBos-
covicha odréznia najglebiej pojecie sily fikcyjnej potgczeri. W sa-
mej rzeczy, w tej drugiej Mechanice ciala skladajg si¢ wytacznie
z punktoéw materyalnych swobodnych, tak ze wszystkie sily,
ktore tam rozwazamy, sg sitami rzeczywiscie dziatajgcemi; w pierw-
szej za$ Mechanice, przeciwnie, ciala sa oSrodkami cigglemi, kt6-
rych rézne elementy, nieprzenikliwe jedne dla drugich, przeszka-
dzaja sobie wzajemnie w ruchach.

Czy mozna oby¢ sie bez pojecia sity polaczen, wprowadzo-
nej do Mechaniki przez Lagrange’a, i odnales¢ wszystkie
rezultaty tego geometry, skladajgc ciata z punktéw materyalnych,
przyciagajacych si¢ wzajemnie? L aplace zdaje si¢ pierwszy
wypowiedzial taki poglad: ,Wszystkie zjawiska ziemskie—mowi
on YV z okolicznosci przyciggan czgsteczkowych — zalezg od tego
rodzaju sil, podobnie jak zjawiska niebieskie zalezgq od ciazenia
powszechnego. Badanie ich wydaje mi si¢ obecnie by¢ glownym
przedmiotem Filozofii matematycznej. Zdaje mi sig, ze jest rze-
czg pozyteczng wprowadzi¢ je do dowodzen mechanicznych, a po-
rzuci¢ rozwazania abstrakcyjne linij bez masy, gietkich lub nieroz-
ciggliwych. Przekonalem sie¢ przy pomocy kilku préb, ze zblizajac

1) Laplace, ,Mécanique céleste*, livre XII, chap. I.
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si¢ tym sposobem do Przyrody, moznaby nadaé tym dowodzeniom
tylez prostoty a daleko wigcej jasnosci, niz dowodzeniom przy
pomocy metod, po dzi§ dzien uzywanych.*

W licznych rozprawach P oiss o na uwaga ta przeksztalca
si¢ na prawdziwg doktryne, wspdlzawodniczaca z doktryna
Lagrange’a i usilujacg jq zastapic. Walka pomiedzy temi
dwiema metodami jest jedna z najpowazniejszych i roéwno-
cze$nie jedng z najsubtelniejszych w historyi wyja$nien mecha-
nicznych.

Zauwazmy przedewszystkiem, ze moznaby przyjaé, iz takze
pomiedzy rozmaitemi elementami objetoSciowemi osrodka ciagte-
go, rozwazanego wedlug metody Lagrange’a, istnieja sity
przyciagajgce lub odpychajace, wprowadzone przezFizyke newto-
nianskg i nazwane dzialaniami czasteczkowemi. Tak np. gdy
G auss uwaza Y ptyn jako osrodek ciagly, ktérego rozmaite ele-
menty sq podlegte takim sitom, gdy wyznacza posta¢ takiego pty-
nu przy pomocy przesunieé przygotowanych, nie pisze nic ta-
takiego, coby nie zgadzalo si¢ najdokiadniej z prawidtami, posta-
wionemiprzez ,Mechanike¢ analityczng‘Lagrange’a.

Lecz istnienie tych dziatan wzajemnych bynajmniej nie stoi
na przeszkodzie temu, by kazda czes¢ takiego osrodka ciagiego
byta nieprzenikliwa dla czgsci sasiednich w ten sposob, Ze obec-
nosé kazdej z tych czesci stawia przeszkode ruchowi czesci, przy-
tykajacych do siebie, i stanowi dla nich potaczenie.

Z rozwazaniem takich to potgczeri wigze sig¢ pojecie ogélne
ci$nienia wewnatrz jakiegokolwiek osrodka, statego lub plynnego,
ruchomego lub nieruchomego. Aby pojecie to okresli¢, dosc
uog6lni¢ podana wyzej wedlug L a gran ge'a definicye ciSnienia
hydrostatycznego.

Niechaj bedzie oérodek ciagly, ktérego rozmaite elementy
objetosciowe sa wzajemnie dla siebie nieprzenikliwe; ruch kazdego
z tych elementéw o$rodka poddany jest pewnym warunkom pota-

1) (C.P. Gauss: ,Principia generalia theoriae figurae fluidorum in
statu aequilibrii“ (Commentationes Societatis Qottingensis recentiores, Vol. 7,
1830; G aus s, Werke, Bd ).
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czen, wynikajacym z nieprzenikliwosci cze$ci sasiednich. Od-
dzielmy w mys$li jedne cz¢$é oSrodka, otaczajac je powierzchnig
zamknigta; oddalmy calg pozostalg reszte osrodka, zachowu-
jacsile rzeczywisScie dziatajgca na kazdy zele-
menté6w wyosobnionej czes$ci; polgczenia, ktérym
ta cze$¢ jest poddana, zmienilty sie przez te operacye, gdy
dzialania rzeczywiste, ktérym podlega, pozostaty bez zmiany.
Sily te nie nadadza jej juz w ogdlnosci tego samego ruchu, jaki
nadalyby, gdyby cze¢$¢ uwazana pozostawié¢ wewnatrz oSrodka.
Jezeli chcemy, aby ruch tej masy pozostal niezmieniony przez
operacyg, ktora jg wyosobnila, nalezy do sit, ktére rzeczywiscie
dzialaly na nig i dzialaly jeszcze na elementy, dotgczy¢ jeszcze no-
we sity, ktore bedg wlasnie sitamipotgczen.

Przy pomocy metod Lagrange’a i zasad podstawowych
Rachunku waryacyjnego dowodzi sie, ze sily te sg przytozone
wylacznie do powierzchni, ograniczajacej mas¢ wyosobniong; ze
kazdy element tej powierzchni podlega dziataniu sity tego samego
rzedu co jego pole; Ze dla wyznaczenia wielkosci i kierunku sity
odpowiadajacej elementowi, nie ma potrzeby znaé powierzchni,
ktorej element ten jest czescia; wystarczy znaé polozZenie elementu
wewnatrz orodka. W ten sposéb otrzymujemy jasng definicye
pojecia ciSnienia w kazdym punkcie oérodka i dla kazdej oryenta-
cyi elementu powierzchniowego, przez ten punkt przechodzgcego.

Gdy dla okreslenia ci$nienia wewnatrz powierzchni, wyoso-
bniamy cze$¢ ciata od wszystkiego, co ja otacza, nalezy — jak to
powiedziano—baczyé bardzo starannie, by nie pomingé zadnej
z sit rzeczywistych, na te czeS¢ dziatajacych. Jezeli naprzyklad
uwazamy pewne z tych sit jako pochodzgce od czesci sasiednich
ofrodka, tak ze usuniecie tych czeSci pociaga za sobg znikniecie
sit, to nalezy sity te zastgpi¢ sitami réwnemi, wychodzacemi z ciat,
nie stykajgcych sie z cze$cia wyosobniong i nie stawiajacych zad-
nej przeszkody jej ruchowi.

Nalezy wszakze wystrzega¢ si¢ powiedzenia wprost i bez
zadnych zastrzezen, ze ci$nienia sg sitami, ktore nalezy przy-
fozy¢ do pewnej czeSci osrodka, wyosobnionej z jej otoczenia,
aby jej przywréci¢é ruch, jakiby ona miala w swem poloze-
niu naturalnem wewnatrz osrodka. Istotnie, w tych warun-
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kach, ciSnienia zastgpowaly nietylko potgczenia, wynikajace
z obecnosci czesci osrodka, przytykajacych do czeSci wyosobnio-
nej, lecz takze i sity rzeczy wiste, wywierane na nig przez
te czesci usunigte. Zdaje sie, Zze Lamé?!) nie uniknal takiego
pomieszania.

Dla Poissona, podobnie jak dla Boscovich a, ciata
sa ciagtemitylko pozornie;, w rzeczywistosci za$ sg utworzone z pun-
ktéw materyalnych odosobnionych. Jezeli rozwazamy czeéé¢
oérodka, t. j. pewng grupe punktéw materyalnych, jej przesunigcia
przygotowane nieskonczenie male nie doznajg Zadnej przeszkody
ze strony punktéw materyalnych, sasiadujacych z ta grupa, lecz
nie dotykajacych jej; oddalajac te punkty materyalne sasiednie,
nie usuwamy przez to zadnego polaczenia w grupie zachowa-
nej; lecz usuwamy dziatania czgsteczkowe, jakich
grupatadoznawala od punktéw materyalnych
usuniety ch; ciénienia, ktére przylozymy do punktéw mate-
ryalnych zachowanych, beda mialy za zadanie skompensowaé
cisle skutek tych usunietych sit czasteczkowych. Wedlug tego
sposobu widzenia, ci$nienia nie sg juz silami polgczen; sa one re-
zultatami dzialan czasteczkowych, wywieranych na jedne czesé
punktéw materyalnych, tworzacych ukiad, przez inne punkty ma-
teryalne ukladu.

Takie to znaczenie nadawal Poisson pojeciu cidénie-
nia, ktére napotykamy w badaniu oérodkéw stalych lub ptyn-
nych, pojeciu napiecia nici lub btonki.

Tak w samej rzeczy okre$la Poisson po raz pierwszy na-
pigcie blony w rozprawie o powierzchniach sprezystych 2; wkrétce
potem stosuje on wyniki tej metody do wszystkich czesci Fizyki,
do badania Sprezystosci ® , do Hydrodynamiki 4, do Teoryi Wto-

') Lamé. Lecons sur la théorio mathématique de I'Elasticité des
eorps solides, Wyd. 2-gie, str. 10.

3) Poisson. Mémoire sur les surfaces élastiques, lu & I'Institut le
1-r aofit 1840.

3) Poisson. Mémoire sur I'équilibre et le mouvement des corps
élastiques, lu & ’Academie le 14 avril 1828.

4) Poisson. Mémoire sur I'équilibre des fluides, lu & I’Académie le
24 novembre 1828,
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skowatosci ®. Wedlug niego, ta inowacya stanowi reforme kapi-
talng, jest stworzeniem nowej Mechaniki, Mechaniki fi-
zy kalnej, majacej zastapi¢ Mechanike analityczng
Lagrange’a. Oto jakiemi stowy wyraza my$l swojg Pois-
son na konicu wstepu do swojej Rozprawy o ciatach sprezy-
stych:

,Dodajmy, ze bytoby pozadanem, aby geometrowie z tego
stanowiska fizykalnego i zgodnego z Przyroda podjeli badanie
gléwnych zagadnieni Mechaniki. Trzeba byto traktowaé te za-
gadnienia sposobem zupelnie abstrakcyjnym, aby odkry¢ prawa
og6lne rownowagi i ruchu; i w tymrodzaju abstrakcyi Lagrange
poszedt tak daleko, jak bylo mozna, zastepujac zwigzki fizyczne
cial rwnaniami pomiedzy spdirzednemi ich réznych punktéw; sta-
nowi to wlasnie Mechanike analityczng. Lecz obok
tej godnej podziwu koncepcyi moznaby wznie$¢ obecnie Mecha-
nike fizykalna; tej jedyng zasadg byloby sprowadzenie
wszystkiego do dzialan migdzyczasteczkowych, ktére z punktu
do punktu przenoszg dzialania sit danych i sg posrednikami ich
rownowagi. W ten sposéb nie potrzebaby juz tworzyé hypotez
specyalnych przy stosowaniu ogolnych prawidel Mechaniki do za-
gadnien szczegélowych. Tak wiec w zagadnieniu o réwnowadze
ciat gietkich napiecie, ktore wprowadzamy w celu rozwigzania za-
gadnienia, bedzie rezultatem bezposrednim dziatann wzajemnych
pomigdzy czgsteczkami, skoro je wyprowadzimy niewiele z ich
polozen naturalnych; w przypadku blaszki sprezystej, moment
sprezystoSci w gieciu pochodzi¢ bedzie od tych samych dziatan,
rozwazanych w catej gruboéci ptytki, a wyrazenie tego momentu
da sie wyznaczy¢ bez pomocy jakiejkolwiek hypotezy; wreszcie
dziatania, wywierane przez plyny w ich wnetrzu i na $ciany na-
czyn, w ktorych sie znajduja, sa takze wypadkowemi dziatan cza-
steczek plyndéw na powierzchnie uciskane albo raczej na warstwe
ptynu niezmiennie cienka, stykajacq si¢ z kazdg powierzchnig*.

Tak wigc istnieja, wedtug Poissona, dwa sposoby poj-
mowania Mechaniki. W jednym z nich, bedagcym sposobem poj-

1) Poisson. Nouvelie théorie de I'action capillaire, Paris 1831.
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mowania geometréw, uklady podane podlegaja jedynie sitom ze-
wnetrznym lub przyciaganiom wzajemnym, zaleznym od cigzenia
powszechnego, lecz sg za to poddane polgczeniom; w drugim spo-
sobie pojmowania, wlasciwym fizykowi, uklady tworzg sie z pun-
ktéw materyalnych swobodnych, lecz do sit rzeczywistych, ktére
rozwazala pierwsza Mechanika, nalezy dotaczy¢ dzialania czastecz-
kowe, zachodzace w kazdej parze punktéw; te dwie Mecha -
niki sa réwnowazne, kto zwraca jego uwage je-
dynie na same ich konsekwencye; ale druga, wiecej
niz pierwsza, ScieSnia wewnetrzng nature ciat.

Ta doktryna Poissona jest tylko, jak powiedzieliSmy,
rozwinieciem mys$li L a pla c e’a; nic tedy dziwnego, Ze odnajdu-
jemy ja w pismach autoréw, spéiczesnych Poissonowi,
zwlaszcza tych, ktérzy zbudowali teorye sprezystosci. Wedtug
metody Poissona, okresla Navier 1 cinienie na poczatku
swej rozprawy, w ktorej po raz pierwszy podaje warunki réwnowagi
ciala statego sprezystego. Cauchy? idzie tag samg droga, gdy
wyniki, osiagnigte przez Naviera, rozciaga na ciata nieizotro-
powe; w swych licznych i waznych badaniach nad spreZystoScw,
stosuje onjuztometode Lagrange'a, juztometode Laplace’a
i Poissona: LW badaniu réwnan, wyrazajacych warunki
rownowagi lub prawa ruchu wewnetrznego ciat stalych lub
pltynnych, mozna—powiada Cauchy ¥—rozwazaé te ciata jako
masy ciagle, ktdrych gestos¢ zmienia si¢ od punku do punktu nie-
znacznemi stopniami, lub tez jako uklady punktéw materyalnych
osobnych, oddzielonych od siebie bardzo matemi odlegtosciami“.

Cauchy stara sie we wszystkich okolicznosciach wyka-
zywaé ro6wnowaznosé tych dwéch metod.

1) Navier. ,Mémoire sur les lois de I'equilibre et du mouvement des
corps solides élastiquest* lu & 'Académie des sciences le 14 mai 1824.

?) Cauchy. ,Rechereches sur l'equilibre et le monvement intérieur
des corps solides on fluides, élastiques ou non élastiques*, przedst. Akad. 30
wrzesnia 1812 (Bulletin de la Société philomatique, année 1823, s. 9).

3) Cauchy. Surleséquations qui expriment les conditions d’equi-
libre ou les lois du mouvement intérieur d’un eorps solide élastique ou mnon
élastique (Anciens Exercices, 3-e année &. 1828, s. 160).

Wiad. mat. VIL, 1903, 11
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Po dzien dzisiejszy najznakomitsze umysty nie przestaty wy-
znawaé pogladéw Poissona na istote parcia, przyjmujac réwno-
wazno$¢ ich z pogladami Lagrange'a, co wigcej widzgc w nich
nawet wieksza zgodno$¢ z istotna budowg ciat.

J. Bertrand?, moéwigc o teoryi sprezystosci, podanej
przez Poissona, wyraza si¢ w ten sposéb: ,Jest prawds, ze
w plynie fizycznym i $cisliwym ciénienie nie daje sie odrézni¢ od
wypadkowej sit czgsteczkowych i powinno sie obliczaé, jak na to
czesto zwracal uwage P oisson, przy pomocy funkcyi, ktéra te
sity przedstawia. Lecz ze stanowiska abstrakcyjnego geometréw
ci$nienie jest silg osobna, natury tej samej, co sity, wprowadzane
czesto do Mechaniki pod nazwa sit potaczend.

De Saint-Venant, ktorego olbrzymie prace sprawity tak
wielki postep w teoryi sprezystosci, nie ustawal nigdy w obronie
sposobu widzenia Poissona. Na marginesie wlasnego egzem-
plarza ,Mechaniki analitycznej“, przy ustepie, w ktérym La -
grange zaznacza tak dobitnie, ze ciSnienie hydrostatyczne jest
silg potaczen, znajdujemy wiasnoreczng notatke Saint-Venanta:
.Cisnienie jest odpychaniem $redniem czgsteczek plynnych.*
O kilka wierszy nizej, gdzie mowa o twierdzeniu Eulera, doty-
czgcem ciSnienia hydrostatycznego, notuje Saint-Venant: , Jest
to takze twierdzenie analityczne; byloby do Zyczen'ia, aby
zamieniono jej wraz z innemi na zasady fizykalne.* Nadto
w przekladzie ,Teoryi sprezystosci* Clebscha? Saint-Ve-
nant poswieca dluga note wyktadowi i obronie pomystéw
Poissona,

Boussinesq, wierny uczen Saint-Venanta, nigdy
w Mechanice nie rozwaza sit polaczen i wprowadza tylko wypad-
kowe dziatan czasteczkowych V.

1) Bertrand. Mémoire sur la théorie des phénomenes capillaires
(Journal de Liouville, t. 13, 1848, 8. 195).

2y Clebsech. ,Théorie de I'élasticité des corps solides “ przeklad
Barré de Saint-VenantaiFlammanta. Paryz 1881, str. 63 i nast.

%) J. Boussinesq, ,Legons synthétiques de Mécanique générale*,
Paryz 1889.
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Freycinet w swoim wybornym ,Traktacie Mechaniki“ v,
trzyma sie prawie pogladéw Poissona; réwnolegle bada on
uklady dwojakie. Jedne nazywa geometrycznemi; sg to ta-
kie, ktérych rozmaite czesci sg zwigzane potaczeniami, pojetemi
na sposéb Lagrange’a. Inne nazywa dynamicznemi;
tych rozmaite punkty, wolne od wszelkich polaczen, dzialajg jedne
na drugie przy pomocy przyciagan lub odpychan. ,W Przyrodzie,
méwi on, nie ma uktadéw geometrycznych®.

Nie skonczyhbyémy, gdybys$my chcieli wymienié wszystkich
autoréw, ktorzy wyraZnie lub milczaco porzucili pojecie sity pota-
czen, okreslone przez ,Mechanike analityczna®, a przyjeli
zasady Mechaniki fizykalnej.

Te dwie metody, nadajgce si¢ do jasnego traktowania pro-
blematéw Mechaniki, sg obie jasno i wyraznie sformutowane;
i nikt zaprzeczy¢ nie moze, ze, logicznie biorac, wolno stoso-
wacé jedne lub druga. Ale natomiast wolno zaprzeczyé réwno-
waznosSci obu metod; réwnowaznos¢ ta, jezeli istnieje, nie moze
bynajmniej uchodzi¢ za widoczng i domaga si¢ uzasadnienia. Na-
lezy stwierdzié, a nie stawia¢ wprost postulatu, ze obie Mechaniki
prowadzg we wszystkich okoliczno$ciach do tych samych wyni-
kéw. Jezeli wigc jedna z tych metod dochodzi do rezultatéw, nie
zgadzajacych sie¢ z druga, nie nalezy gorszy¢ sie ta sprzecznoscia,
lecz poréwnywajac z doswiadczeniem wyniki jednej i drugiej me-
tody, stara¢ sig¢ zbada¢, ktoéra z nich lepiej przystosowuje sie do
faktow,

Historya teoryi wtoskowatos$ci daJe nam sposobno$¢ do za-
stosowania tych uwag.

Od czasow N e wtona wiekszos¢ geometrdw przypisywala
zgodnie postaé cieczy w wazkich naczyniach przycigganiom cza-
steczkowym, wywieranym wzajemnie przez jedne czesSci ptynu na
drugie. Hypoteza ta zgadza si¢ — rozumie si¢ samo przez si¢ —
z zasadami Mechaniki Poissona, lecz godzi si¢ réwniez, co juz
zaznaczyliémy, zzasadami Mechaniki La gran ge’a; w tej osta-

3) DeFreycinet. ,Traité de Mécanique rationnelle®, t. 1, s. 240,
Paryz 1858.
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tniej wszakze ptyn uwazany jest za ciagly; przyciagania czgstecz-
Kowe zachodzg wtedy nie pomiedzy punktami, lecz pomiedzy obje-
toSciami nieskoriczenie matemi; procz tych dzialan trzeba jeszcze
rozwazaé potgczenia stykajacych sie elementéw; zreszta do tych
polaczen ma si¢ jeszcze bardzo logiczne prawo dodaé inne
polaczenia, takie, jak warunek nie§cisliwo$ci, wyrazajacy, ze
kazda masa elementarna ma objeto$¢ niezmienns,.

Metody Lagrange’a pozwalajg badaé rownowage takich
ptynéw."Mozna, idac za przykladem G aussa?), udzieli¢ calemu
ukladowi zmiany przygotowanej, przez co unika si¢ rozwazania
ciSnienia wewnatrz plynu; mozna tez, jak to czyni Fr. Neu-
m ann 2, wprowadzié ci$nienie to do rachunkéw, stosujac prawie
zupelnie metode, uzyta w Hydrostatyce przez Lagrange’a, Wy-
niki, otrzymane jedng lub druga metoda, zgadzaja si¢ calkowicie
z wynikami, ktére znalazt byt Laplace®. Stawny autor ,Me-
chanikiniebieskiej* korzystat zresztaz Zasady r o6 w-
nowagi kanatdéw, obmyslonej przez Clairauta ¥, i spro-
wadzonej nastepnie przez Lagrange'a do zasady predkosci
przygotowanych.

Poisson® traktuje zagadnienie o réwnowadze cieczy
w przestrzeniach wioskowatych wedlug prawidet Mechaniki fizy-
kalnej; wyniki, do ktérych dochodzi, nie datyby si¢ pogodzi¢
ztwierdzeniami Laplace’a i G auss a, przy zaloZeniu, ze ciecz
jest nie$ciSliwa. Aby otrzymad te prawa zjawisk wloskowatych,
ktére podat autor ,Mechaniki niebieskiej“, nalezy zatozy¢, Ze ciecz
jest Scisliwa i ze gestos¢ jej zmienia sie bardzo szybko w sasiedz-
twie powierzchni skrajnych.

1) C. F. Gauss. ,Principia generalia theoriae figurae fluidorum in
statu aequilibrii* (Commentationes Societatis Gottingensis recentiores, vol. 7,
1830; G auss-Werke 5).

2) F. Neuman n. ,Vorlesungen iiber die Theorie der Kapillaritdt* VIII,
Lipsk 1992.

3 Laplace, Supplément au X livre de la Mécanique céleste; sur
l'action capillaire. Supplément & la Theorie de I'action capillaire.

%) Clairaut., Théorie de la figure de la Terre, Paris 1743.

) Poisson. {Mémoire sur l'equilibre des fluides, Académie des
sciences 24 nov. 1828. Nouvelle théorie de I'actien capillaire. Paris 1831,



Ewolueya mechaniki. 165

Z niezgody tej Poisson tworzy zarzut przeciwko teoryi
Laplace’a i Gaussa; odrzucajgc $cisliwosé cieczy, ,pomineli
oni okoliczno$¢ fizykalna, ktérej rozwazanie bylo zasadnicze i bez
ktérej zjawiska wloskowate wcaleby nie zachodzity“.

Ten wniosek, wydobyty przez Poissona z badan wia-
snych, jest nieprawdziwy; wniosek jedynie uprawniony datby sie
sformulowaé w tych stowach: ,Ptyn niedcisliwy, logicznie pojaé
sie dajacy w Mechanice analitycznej, nie da sie poiaé w Mecha-
nice fizykalnej.* ,W samej rzeczy—uwage te czyni Qu et 1 —nie
uwzgledniono tu wcale sil potaczen, ktére koniecznie przyjmowad
nalezy, jezeli chcemy, by ciecze, poczytywane za nieécisliwe, po-
zwalaly swym elementom opieraé si¢ mniej lub wiecej silnie jed-
nym na drugich i przenosi¢ ci$nienia do wnetrza. Zniesienie tych
sit potaczen miatoby za skutek znikniecie nietylko zjawisk wlo-
skowatych, lecz takze calej Hydrostatyki i Hydrodynamiki. Aby to
widzieé¢, nie potrzeba wcale rachunkéw. Bez sit potaczen wa-
runki réwnowagi sg z koniecznosci niezupelne i nalezy sig¢ tylko
dziwié, ze nie uniknigeto razacych sprzecznosci w metodzie, ktéra
nie uwzglednia wszystkich tych przyczyn.“

Mechanika analityczna i Mechanika fizykalna nie prowadza
tedy bynajmniej we wszystkich okolicznosciach do wynikéw réw-
nowaznych. Poniewaz r6znig sie¢ od siebie, zachodzi pytanie,
ktérg z nich przyjaé nalezy? Czy Mechanika fizykalna, zgodnie
ze swemi roszczeniami, jest tg nauka, ktora drogami naturalniej-
szemi i krétszemi dokladniej ksztaltuje sie na faktach?

Zauwazmy przedewszystkiem, ze aby rachunki jej médz do-
prowadzié do konca, trzeba predzej czy pdzniej wyrzec si¢ uwa-
zanija cial jedynie za zbicrowiska punktéw materyalnych swobo-
dnych, i trzeba przywr6ci¢ materyi ciaglo$é, ktorej jej odmédwiono.
Tylko pod tym warunkiem Mechanika ta moze oporne $érodkom
Analizy matematycznej sumy, do ktdérej prowadza jej metody,
zastepowaé latwemi w operowaniu catkami. To przeksztalce-
nie sum na caiki nie osiaga si¢ bez dyskusyj, zawsze cigzkich,
i przyblizen czesto niepewnych. Przy operacyi takiej cierpi za-

1) Quet. ,,Rapport sur les progrés de la Capillarité. Paryz 1867.
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réwno Scisto$é matematyczna jak i wytwornosé; tymczasem jedna
i druga zalecajg rachunki Matematyki analitycznej. Lecz i inne
trudnosci sterczg na drodze Mechaniki fizykalnej.

Rozpatrzmy jakie$ zbiorowisko punktéw materyalnych swo-
bodnych; dajmy, ze pomigdzy dwoma jakiemikolwiek punktami za-
chodzi dziatanie wzajemne, proporcyonalne do iloczynu mas tych
dwoéch punktéw i bedgce funkcya ich odleglosci. Wyobrazmy
sobie najprzéd, ze dzialanie to jest przyciggajacem dla wszelkiej
jakkolwiek matej odleglosci, Jest jasnem, Ze uklad, wyjety z pod
wszelkiej sily zewnetrznej, nie moglby byé w réwnowadze;
wszystkie punkty materyalne nierozciagle dazytyby do zjednocze-
nia sie w jednym punkcie; tozsamo byloby a fortiori, jezeliby cis-
nienie jednostajne dziatalo na powierzchnie ciata; cialo to musia-
foby dojs$¢ do objetosci zerowej i gestosci nieskoriczonej.

Boscovich jasno widzial te trudnoé¢é. Aby ja pokonad,
przyjmowal, ze dzialanie wzajemne dwéch punktéw staje sie zaw-
sze odpychajacem, skoro odlegtos¢ ich spada ponizej pewnej gra-
nicy. Taz uwaga doprowadzita Naviera i Lamégo do
glebokiej odmiany samych zasad Filozofii newtonianskiej; wedtug
tych fizykéw, gdy cialo jest w stanie naturalnym, t. j.
wyjete z pod wszelkiego dzialania sity zewnetrznej i jednocze$nie
jest w ré6wnowadze, wtedy dwa punkty materyalne jakiekolwiek
nie wywierajg wzajemnie na siebie zadnego dzialania; ich dzialanie
wzajemne powstaje jedynie jako skutek odksztalcenia, ktore oddala
lub zbliza te punkty; jest ono proporcyonalne do zmiany, jakiej
doznata odleglo$¢ dwoch punktéw materyalnych, i usituje.zawsze
przeciwstawié sie tej zmianie; wielko$¢ jej zalezy zresztg od odle-
gtosci pierwotnej dwoch czasteczek. Poglad ten znalazt niewielu
zwolennikdw; nie jest on zresztgq wolny od wielu ciezkich zarzu-
téw, ktérym podlega i teorya Poissona, a o ktérych musimy
kilka stéw powiedzie¢.

Zauwazmy najprzdd co nastepuje: Jezeli zaprzeczamy ist-
nieniu polgczen, jezeli uwazamy ciato jako zbiorowisko punktow
materyalnych swobodnych, wywierajagcych wzajemnie na siebie
sily przyciagajace lub odpychajgce, wtedy nie podobna sposobem
logicznym ustanowi¢ linii demarkacyjnej pomiedzy cialami statemi
sprezystemi izotropowemi z jednej strony a cieczarp,{ $cisliwemi
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z drugiej; wszystko, co bedzie dowiedzione dla ciat sprezystych
izotropowych, powinno by¢ prawdziwe i dla cieczy Scisliwych.
Otéz badanie ciat stalych izotropowych doprowadzito Pois-
sona do niezwykle prostych konsekwéncyj; i tak, jezeli wycia-
gamy pryzmat, utworzony z takiego ciata, wtedy stosunek skur-
czenia poprzecznego do wydluzenia podtuznego jest stalty i rowny

= albo inaczej: w kazdem ciele izotropowem stosunek spétczyn-

nika $cisliwoéci szeSciennej do spdlczynnika sprezystosci ciggnie-
, .2

nia rowna si¢ 3

Czy doswiadczenie stwierdza te wnioski? CornuiKirch-
ho ff znaleZli, Ze one sprawdzaja si¢ dokladnie w pewnych przypad-
kach szczegélnych; wedlug W ertheim a za$ nie sa prawdziwe-
mi dla metali. A zatem ,cialo state, nawet izotropowe Y, nie moze
by¢ uwazane za utworzone z ukladu czgsteczek, przyciagajacych
lub odpychajacych si¢ wzajemnie podtug funkcyi ich odlegtosci....,
bez podlegania pewnym pofaczeniom takim, jakie rozwazane by-
wajg w Mechanice analitycznej.*

Prawda, ze stronnicy teoryi Poissona bedg mogli zawsze
przeciwstawi¢ temu to, Ze nie dochodzi sie do sprzecznos$ci z doswiad-
czeniem przez przyjecie, ze ciata, ktérych wtasnosci nie zgadzaja sie
z ich wzorami, nie sq istotnie izotropowemi, lecz ze powstaty z prze-
ro$niecia krysztatow. Inie'omieszkali oni korzystaé ztego wybiegu.
Ale mozna przeciwstawi¢ im argument, ktory zdaje si¢ nie pozwala
na zadng replike.

Wszystko to, co teorya P o1ssona twierdzi o ciatach spre-
zystych izotropowych, powinno, logicznie biorac, stosowaé sig
takze do cieczy. Jezeli wigc dla ciat prawdziwie izotropowych,
spéiczynnik Scisliwosci szeSciennej otrzymujemy, mnozgc przez %
sp 6tczynnik sprezystoéci ciagnienia, to twierdzenie to powinno
pozostaé prawdziwem i dla cieczy. Otdz, to byé nie moze, albo-

1) E. Mathieu. ,Théorie de l'elasticité des corps solides®, t. I,
str. 6, 39. Paryz 1890.
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wiem dla cieczy, spétczynnik Scisliwosci szeSciennej jest rézny od
zera, wtedy gdy spéiczynnik sprezystosci ciggnienia jest zerem.

Jest tedy rzeczg niemozliwag utrzymaé zasady, na ktdérych
Poisson chcial oprze¢ Mechanike fizykalna, nie uciekajac sie
do subtelnosci i nie schodzac na manowce. Poisson stosowat
atoli te $rodki obrony; aby sie o tem przekonaé, do$¢ przeczytaé
»Pojecia wstepne*, ktére rozpoczynaja jego ,Rozprawe o rowno-
wadze cieczy“. P oisson nietylko nie uwaza juz tu elementéw
cial za punkty bez rozcigglosci, nietylko traktuje je jako cza-
steczki upostaciowane, lecz wprowadza nadto pod nazwg d zia -
tania drugorzednego sitg, ktéra zalezy od postaci cza-
steczek, ktéra zawadza Jub pomaga ich ruchliwosci i ktérej przy-
pisuje wszystkie te skutki, jakie Mechanika analityczna przypisy-
wala sitom polgczen.

Gdy pewna teorya dla obrony swej mnozy wybiegi i wykrety,
jest rzecza bezpozyteczng stosowaé ja, gdyz staje si¢ wtedy nie-
uchwytnag; lecz fatwo byloby jg uchwycié, gdyz dla kazdego umystu
jasnego jest to doktryna przezwychona Taka jest Mechanika
fizykalna.

Trudnosci, o ktére sie ona rozbita, Mechanika analityczna, jej
rywalka, pokonata z tryumfem; metody jej, stosowane w pra-
cach Cauchy’ego, Greena i Lamégo, wykazuja, ze wla-
snosci sprezyste ciata izotropowego zaleza od dwéch spélczyn-
nikéw roéznych, zmieniajacych sie swobodnie od ciata do ciala;
Lamé oznaczyl te spétczynniki literami 1iu. W pryzmacie,
poddanym ciagnieniu, stosunek skrdcenia poprzecznego do wydtu-

zenia podluznego ma warto$¢ stosunek spoéiczynnika

A
2(A4mn)°
Scisliwosci szeSciennej do spéiczynnika sprezystosci ciggnienia
ma wartosé -I;,u te dwa stosunki moga wiec dla réznych sub-

stancyj przybiera¢ najrozmaitsze wartosci. Otrzymaliby$my z nich
wartosci, przyjete przez Poissona, gdybySmy przyjeli, ze dwa
spétczynniki 4 i u sa r6wne sobie; ale hypotezy takiej nie mozna
stosowa¢ ogolnie, albowiem dla cieczy u jest zerem, 1 za$ ma

jakakolwiek warto$¢ dodatnia.
(D. c.n)



