L. E. BOTTCHER.

Rozwijanie na szeregi potgowe funkeyd, okreSlonej rwnaniem
aloehraicznem nispraywiedloem f cz,v)—o.

§ 1. Pracy niniejszej nadaje charakter czysto praktyczny
raczej, anizeli teoretyczny. Chodzi tu poprostu o mozliwie tatwe
do spamietania streszczenie rachunku zmiennej y, okreslonej row-
naniem nieprzywiedlnem algebraicznem f(x,y) =0, n-go sto-
pnia wzgledem y, m-go stopnia wzgledem x.

Rachunek ten opieramy na rozwijaniu zmiennej y na szereg
wedtug rosnacych poteg réznicy x—=, przyczem Z jest dowolnie
obrang warto$cig poczatkowa, z tem jedynie zastrzezeniem, aby
|z —x | nie bylto zbyt wielka liczbg, a wiec, aby rozwiniecie byto
nietylko zbiezne, ale i tatwe w obliczaniu praktycznem .

Wogélnosci, rozwinigcia te postepuja wedlug catkowitych
poteg réznicy €—%&, i nie spotykamy tu zadnych powaznych tru-
dnosci.

Inaczej jednak rzecz si¢ ma z punktami krytycznemi. Jezeli
Z jest jednym z punktéw krytycznych, woéwczas niektére z funk-
cyj ¥, réwnaniem f(x,y)=0 okreslonych, rozwijaja sie wedtug
utamkowych poteg réznicy x—x .

Wybdr tych poteg i rachunek odpowiednich spétczynnikéw
jest potaczony z pewnemi trudno$ciami.

Trudnosci te wynikaja stad, ze najogdlniejsze rozwinigcie,
jakie tu mozemy znales¢, ma postac:

y=ata (e—2) +ay @2y 4. . ... +a, (@—7z)*
+ arp1 (@—2) 1 F arpa(@—T) 42 4 .
Wiad. mat. VIL. 1903 )
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przyczem wyktadniki wymierne
V<Y m<r<<.....

stale rosng. Jezeli wszakZe, napiszemy wykladnik »; w postaci

D

"
woéwczas mianowniki ¢, wcale nie rosng ﬁieograniczenie, a naj-
wigkszg wartoScia, jakq mianownik ¢, moze w tym szeregu przy-
biera¢ jest, dajmy nato, ¢,, wobec czego dalsze wyktadniki beds
mialy postaé:

-----

p'+l pr+2 13

sy Vr42= Vrjg o= —"""
— 97

Spétczynniki a,, 4, a,, . . ., a, obliczamy, rozwigzujac réwnania
réznych stopni, nie wytaczajgc zreszta pierwszego. Nastepne za$
spotczynniki @41, @rys, Qr43.. ... obliczamy juz z warunkow
rzedu pierwszego.

Ot6z gtéwng trudnosé stanowi wybér wyktadnikow

‘V,-+~| =

V<P, << <<.....<v,

oraz konstrukcya i rozwiazywanie rownan, z ktérych wyznaczamy
spotczynniki ay, @y, @y, 3, . . <. - dp.

Podamy tu metodyczny wykiad obu tych kwestyj, pomijajac
zaréwno kwestye zbieznosci rozwinigé potegowych, tudziez teore-
tyczng donioslos¢ poruszonych w tej pracy szczegotow.,

Uzywa¢é bedziemy nast¢pujacych skrécen :

(
’ (a: ¥) zamlast 2 dg’;ﬂ )

(a+R) Jetb f,

{. }x ,Y) zamiast ————5— 3z oy
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Aby sprawe uprosci¢, przyjmujemy, ze funkcya ¥, okreslona
réwnaniem f(x,y) =0, nie posiada innych miejsc biegunowych
(w ktérych stawalaby sie nieskoriczenie wielka) procz &= co. Ma
to miejsce wtedy, gdy réwnanie f (z,y)=0, rozwinigte wedlug
poteg zmiennej y, ma postaé: ‘

y+hH@y T +H@y A T @)y 4 fa@)=0,

przyczem spétczynniki f,(x)..... , f»(x) sa funkcyami catkowi-
temi zmiennej z, stopnia conajwyzej m-tego.

§ 2. Wszystkie punkty plaszczyzny zmiennej zespolonej z
dzielimy na dwie kategorye:

1) punkty zwyczajne, t.j. liczby Z, nie czyniace za-
dos¢ rownaniu @ (x)=0 wyniklemu, z réwnan:

f(w,(l/)=0, fO,l(l)(w’ y)=0'

gdy z nich y wyrugujemy.
2) punkty krytyczne, tj. liczby x, czynigce zado&é
réwnaniu @ (x) =0, wynikiemu z réwnad:

f(xyy)=0) fo,\(l)({l‘, 2/) ———07

gdy z nich y wyrugujemy.

Przedmiot gléwny w tem przedstawieniu stanowi¢ maja wia-
$nie punkty krytyczne, zanim jednak do nich przystapimy, po-
$wigcimy kilka stéw przypadkowi ogdélnemu, gdy punkt Z jest
punktem zwyczajnym.

Rozwigzujgc réwnanie f(x,7)=0, napisane w postaci:

V" +A@E) . @)y Ffamr (T) .y +fo (F)=0.
otrzymujemy n réznych pomiedzy sobg wartosci:
371’ gﬁa 73, ----- y Yn.

Réwnanie pierwotne f(x,y)=0 okresla nam % réznych pomiedzy
sobg funkcyj ' ’

Yy Yo, Yss o o v ot y Yne
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Mozemy tedy -przyjaé, ze y,(x) dla x=Z przyjmuje wartoé¢ ré6-
wna ¥, , ¥y(x) dla z=2x przyjmuje warto$¢ réwna 7,, itd. itd.,
Y (x) dla =7 przyjmuje warto$¢ rowng ¥ .

§ 8. Wréémy na chwile do pierwotnego réwnania okre-
Slajacego f(x,y)=0, i wykonajmy na niem caly szereg rozni.z-
kowan. Otrzymamy wzory:

f(),l(” (xy ?/) . yﬂ) + fl.o( )(xy y) :O O
for (@, y) .y® + 1o (2, ) Y07 + 2% (@, 9) y© + 0P (2,9) = O

itd. etc. Z wzoréw tych wynika:

Y = @, (&, Y) y® = Pa(,y,y") y® = Pa(2, Y0V *) _—
’ foa (x,y)’ (foa™(yy))*’ (Fortrym))* ’

Rachunek licznikdw @y, ¢y, @5, .. ... nie przedstawia najmniej-
szych trudnosci.

§ 4: WeZmy pdd uwage ktorgkolwiek z wartosci, wymie-
nionych w § 2, np. ¥, i zastosujmy wzory, podane w § 3, a otrzy-
mamy:

e PET) o B
fOlul(""./ )’ (fo.lw(wiyi)'
Rozwiniecie
x z) _ r—7T
Yi=%+ —— (z—2) ) <"+( ) YO4 .. ...

daje nam jedne z n funkcyj, okreslonych rownaniem pierwotnem
f(z,)=0, te mianowicie, ktéra w punkcie # ma wartos¢ y;. Kladac
1=1,2,3,...,n, otrzymamy rozwiniecia wszystkich tych n funk-
cyj. Mamy wiec:

Twierdzenie. Jezeli rownanie jest wzglegdem y
stopnia n, jezeli ro6wnania f(Z,y)=0, fo,"(Z,y)=0
nie posiadajg wspélnychrozwigzannay, wow-
czasréwnanie f(z,y)=0 posiadan réznych po-
migedzy sobgrozwigzan:

Y1, Yay Ysy - - - - y Yni
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précz tego, jezeli |x—x| nie jest zbyt wielka
liczba’wdéwczas réwnanie f(z,y)=0 okresla u
funkcyj, dajacychsierozwingé naszeregi:

(m .L)_

yi=7: -+ _1—_’_) 704 = gL
(L=1,_,3,....,n).

§ 5. Przyjmijmy teraz, ze punkt x jest punktem krytycz-
nym, a wiec czyni zado$¢ rownaniu ¢ (z) =0, wyniklemu z ré-
wnan f(x,y)=0, f,:("(x,y)=0 po wyrugowaniu z nich zmien-
nej y.

W tym przypadku wszystkie wartosci ¥, wynikle z rozwia-
zania réwnania f(z,y)=—0, mozemy podzieli¢ na dwie Kkategorye:

1) do kategoryi pierwszej zaliczymy pojedyncze pierwiastki
réownania f(Z,y)=0; oznaczmy przez y dowolny z tych pojedyni-
czych pierwiastkow;

2) do kategoryi drugiej zaliczymy wszystkie wielokrotne
pierwiastki réwnania f(z,y)=0; oznaczmy przez 7 dowolny
z tych wielokrotnych pierwiastkéw.

Wiemy, ze réwnanie f(x,y) =0 okresla » ré6znych pomiedzy
soba funkcyj.

Funkcye te podzielimy na dwie kategorye: do pierwszej za-
liczymy te z funkcyj y, rbwnaniem f(x,y)=0 okreslonych, ktdre
w punkcie x=x przyjmuja ktorakolwiek z wartosci 7, t. j. poje-
dyniczych pierwiastkéw réwnania f(z,y)=0 (o ile oczywiscie po-
dobne wartosci ¥ istnieja).

Funkcye te wszystkie rozwijaja si¢ na zwyczajne szeregi
potggowe typu:

§ 6. Zwré¢my teraz uwage na pierwiastek wielokrotny 7—
inne pozostawiamy na boku.

Niechaj B bedzie jego wielokrotnoscig. Wsréd funkeyj g,
okreslonych réwnaniem f(z,y) =0, wyrézniamy R funkcyj, przyj-
mujacych dla =T wartos¢ 7.
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Aby te funkcye wyznaczy¢, piszemy :
y=1 + (z—z)“yl ’

gdzie u jest pewng liczbg wymierng, natomiast y; jest nowsg funk-
cya algebraiczng zmiennej x, ré2ng od zera i skoriczona w punkcie 7.
Zadanie nasze polega na tem, by znale$¢ odpowiednig war-
to$é liczby u, oraz zbudowaé réwnanie algebraiczne, ktéreby okre-
$lalo pomocniczg funkcy¢ ¥, .
W tym celu rozwinmy wielomian f(x,y) wedtug poteg roz-
nic x—Z, y—m, a otrzymamy wyraZenie:

ICagn —
f(xy) = & Au(y—n) (z—ZF)fF =0,
0<pSm

przyczem wiemy z gory, ze:
Aop=dyo=4so=.....=4p10=0,

oprocz tego mogg znika¢ i inne spélczynniki 4,4; od wyboru
tych spétczynnikéw 4, ktére znikaja, zalezy
analiza wzoru:

y=1n+ (z—T)Py,.
§ 7. W celu wyznaczenia liczby u, korzystamy z wzoru:
y—n = (@—2)“y,
i podstawiamy go w rozwinigcie :

I<Can

S Auly—nr(x—zp =0,
0<IKm
a otrzymamy :
<agn
) '3 Ay (x—T)2t8 =0,
ohm

Teraz wyznaczamy liczbe u w ten sposob, aby w rozwi-
nigciu (2) najmniejsza wartos¢ wyktadnika ap - g, ktéra tam isto-
tnie zachodzi, zawierata si¢ przynajmniej w dwdéch wyrazach,
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w tym celu zastosujemy metode, podana w niektéryéh podrecz-
nikach, rozwinawszy ja mozliwie schematycznie V.

Jest to pewnego rodzaju metoda mechaniczna, ktéra moznaby
specyalnie uzasadni¢; ograniczymy sie jednak na podaniu jej tresci
i pobieznem jej uzasadnieniu.

Polega ona na tem, Ze podajemy opis wszystkich spélczyn-
nikéw A, rozwinigcia :

1<

@) 2 Ap(y—7)* (z—2)?,

1<pgm
ktore nie sga zeramii notujemy odpowiednie pary wyktadni-

kéw (a, B) .
P

o

Fig. 1.

Nastepnie, w plaszczyznie rysunkowej obieramy dwie wza-
jemnie prostopadfe osi: 0$ liczb a i 0$ liczb 8. Wszystkie wymie-
nione w spisie powyzszym pary wykladnikéw, dadza nam uktad
punktéw w tej plaszczyznie.

Otéz ten ukiad punktéw, rozwiniecia (2), wzglednie miejsca
(a, b) szczegdtowo zbadamy,

Fig. 1, Fig. 2, Fig. 3 przedstawiaja nam podobne schematy
geometryczne miejsca (a. b) w przypadkach rozwinieé:

1) Briot M. Dh. Théorie des fonctions abéliennes. Paris. Gauthier-
Villars 1879, str. XIX 180. a mianowicie § 2- § 14, s'r. 2—22.
Forsyth Theory of functionsof a complex variable. Cambridge
1893, § 97 str, 168—173; § 96 str. 164—167.
Tichomandrickij. Osnowanija tieorji Abieliewych intiegratow.
Charkéw 1894, § 24—35, str.28—53.
Hensel K. und G. Landsberg. Theorie der algebraischen Funk-
tionen einer Variabeln. Leipzig Teubner, 1902. Wyktad IV, str. 3952, Wy-
kiad V, str. §3—77,
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1) Ayyy (3—a) + Ay (Y—0) 4 Ao,y (x—a)? 4 4y, (y—b)?
+ A2 (z ~a)? (y—Db) + A4, (y—b)* + Ay,9 (z—a)*(y—1)’=0.

2)  Agy (®—a)FAu(y—b)*+A4,,,(x —a)(y—0)+4,,(z—a)(y—b)?
+A4,,,(x—u)(y—0)*+ A4,z —a) y —0)*+ 4, (z—a)'(y—b)
+ A3,3 (:I" - a)3 (!j—b)a = O
I

&

Fig. 2.

3 Ags (x—a)* + A, (y—b) + Al,; (x—a)? (y—10)
+ Ayy (@—0a)* (y—0)} + Ay (2—0)? (y—b)* +Apy(2-a)
+ Ano (.’/—b)s =0.
P

Fig. 3.
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§ 8. Wspomniany schemat traktujemy w nastgpujacy spo-
sOb: Punktem biezagcym posuwamy sie wzdiuz osi Oa w kierunku
dodatnym od punktu O poczawszy, tak dlugo dopdki nie natrafimy
na najblizszy punkt naszego schematu, ktory na tej osi nie-
zawodnie si¢ znajdzie !, (Musi on tam by¢, w przeciwnym razie
w rozwinieciu (2) wyraz 4,0 nie mialby réznego od zera przed-
stawiciela, rozwiniecie (2) mialoby wspélny czynnik w postaci
pewnej potegi (y—0), co sprzeciwialoby sie nieprzywiedlnosci
roéwnania pierwotnego):

Niechaj (a,,0) bedzie tym punktem V. Odcinek (a,,0) K, obra-
camy teraz w kierunku zgodnym z ruchem skazéwek zegarowych,

[

&)

(2, 8)

(R0
Fig. 4.

a wiec ujemnym dopéty, dopdki nie przejdzie on przez najblizszy
punkt schematu, jaki w tym ruchu mozemy natrafié.
(Punkt K, jest to dostatecznie odleglty punkt przedluzonej
osi a). Niechaj (a,,0) K, bedzie tem potozeniem promienia (a,,0) K,
‘Na ramieniu (a,0) K, moze si¢ znales¢ jeden punkt sche-
matu naszego [proczfa,0)], lecz tez moze zajs¢ taki wypadek, ze
i wigksza liczba punktéw schematu tamze si¢ znajdzie. Ten drugi

1) Punkt 0 poczgtek ukladu spéirzednyeh.

%) Na fig. 415 wzigto R zamiast a;—eo jest uprawnionem w obec tego,
ze mamy na mysli R-krotny pierwiastek v. Patrz str. 6 wiersz 10, oraz 12
liczae od géry.
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przypadek jest ogdlniejszy, wiec nim sie blizej zajmiemy. Giéwny
nacisk kladziemy na znakowanie,

Prosta (a,,0) K; nazywamy pierwszem ramieniem konstruk-
cyi geometrycznej, ktora przeprowadzimy, oznaczmy ja przez
C,. Wzdluz tego ramienia posuwamy si¢ punktem biezacym od
polozenia (a,,0), poczawszy w kierunku K, dopéty, dopdki nie
dojdziemy do ostatniego, do najdalszego punktu na-
szego schematu, ktory na tem ramieniu si¢ znajdzie. Oznaczmy
ten punkt przez (a,,f,). Gdyby punkt (a;8,) wypad! na osi g, jak
np. na fig. 1, lub na fig. 2, to konstrukcya by sie skoriczyla.

Jezeli jednak punkt (a,8,) wypada miedzy osiami (a), (B),
woéwczas owo pierwsze ramie (a,8,) K, obracamy w kierunku zgo-
dnym z ruchem skazéwki zegarowej, dopdty, dopdki znowu nie
natrafimy na najblizszy punkt schematu; to nowe polozenie, nowy

l (0.m) mnm?

&
(no
Fig. b.

promien (a,8,)K, nazwiemy drugiem ramieniem naszej Konstruk-
cyi geometrycznej i oznaczymy przez C,.

Teraz posuwamy sie punktem biezacym od potozenia (a,p,)
w kierunku K, dopéty, dopoki nie dojdziemy do ostatniego punktu
schematu naszego.

Oznaczmy ten ostatni, najdalszy punkt (a,8,). Jezeli on
znajdzie si¢ na osi f, to konstrukcya skoriczona; jezeli nie, to jg
prowadzimy dalej, kre$lac ramiona C;, C,,... dopdki osta-
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tni punkt (a,B,) ramienia C, wypadajac na osi §, nie zamknie
konstrukcyi.
W rezultacie otrzymujemy famana:

(a0, Bv), (a1, 8)); (az.Ba)s - -« - - (ay—1,B0—1), (@ysB0)-

Po=0 ay =0

§ 9. Lamana powyzsza, ztozona z ramion C,, C,, C,,. .., C,,
dzieli prostokat [(0,0), (0, m), (n,m), (n,0)], wynikly z wzoréw

0<<a<m, O</3<m

na dwie cze$ci: pierwsza od strony punktu (0,0) nie zawiera ani
jednego punktu schematu w swem wnetrzu, chyba na obwodzie
lamanym; druga za$, od strony punktu (x,m) zawiera wszystkie
punkty schematu tak w swem wnetrzu, jak i na obwodzie,
Lamana nasza ma specyalng doniostos¢ rachunkowa.
Jakoz rozpatrzmy ramig jej U, — Kkranice jej (a.—i, fi-1),
(a: B;) wyznaczaja narm sto-

sunek: S
®
o B — B '
H a—ai1 @
T
Potézmy -
y—n = Y (z—7T)*
i podstawmy to w rozwi- " O, oy
niecie (2): Fig.©6.
0<an _ _
2 2 Ag(e—z)P(y—7)* =0,
0ALm -

uwzgledniajac oczywiscie te tylko pary wyktadnikéw (a,B), ktérym
odpowiadajg rézne od zera spétczynniki Aag.

Ktadac na u rézne wartosci dodatnie, poczawszy od bardzo
malejdodatniej, koriczac na bardzo wielkiej dodatniej (0 i co wyla-
czamy), przekonamy sig, ze w rozwinigciu (2) ktére przyjmie po-
stac:

vagn _
(2), 2 Agy (x—zx) b =0,
<L,
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najmniejsza warto$¢ wyktadnika au—} g bedzie miata w ogélnosci
jednego tylko przedstawiciela, wobec tego warunek y = skon-
czonej liczbie w miejscu (a,b) ugrzyma¢ sie nie da.

Wyjatek stanowiag przypadki, gdy u przyjmuje jedne zp
warto$ci gy, Mg, ..., 4 . Tu najmniejsza warto§¢ wykladnika
au + B bedzie miata w rozwinieciu (2), przynajmniej dwie odpo-
wiadajace pary wyktadnikéw (af) naszego schematu, co umozli-
wia postawienie warunku y = skorniczonej liczbie w miejscu (u,b)
i pozwala obliczy¢ jej warto$¢ w tem miejscu.

§ 10. Widzimy zaraz, ze ogét I funkcyj y, wyjety z mno-
gosci wszystkich n funkcyj v, okreslonych réwnaniem pierwot-
nem: f(x,y)=0, na podstawie tego, ze one w punkcie x=7,
przyjmuja warto$¢ g t.j. R-krotny pierwiastek réwnania f (i, y)=0,
rozpada sig¢ na tyle typéw, ile odcinkéw (réznych pomiedzy soba
co do kierunk6w) sktada tamang, zbudowang z rozwiniecia:

(1) E Ap(y—n)* (x—2P = 0,

réownowaznego rownaniu pierwotnemu f(x,y) =0, na podstawie
tego, co wylozono w art. 7, 819. Aby utatwi¢ bieg myéli,
zwrdéémy uwage na jeden tylko odcinek tamanej, laczacej dajmy
na to, punkty (ai—18i-1), (a;f:). Na tym odcinku moga znajdo-
wac sie i inne punkty (af), o catkowitych, dodatnich oczywiscie
wartosciach a i 8, w rozwinieciu (1) zawartych,

W celu unikniecia nagromadzenia znakdw, przyjmiemy, ze
sq to punkty :

(@oB0) (@1 ) - - - - - (osB4)

uwazajac, Zze krancowemi punktami sg:
(@i1fi-1) = (dydo); (aif') = (d'p1).
Odcinkowi (@;—1fi-1) - - (a:8,) odpowiada stosunek:

BB _ Bi—Bo

ai — @1 a'o —a'

/‘=

’

oraz typ :
y=n+4 (x-x)y, .
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Otéz ten typ, wylaczony z mnogosci B funkcyj, wymienionych
na wstepie niniejszego art., sklada sie znowu z pewnej liczby
funkcyj. Bedzie ich tyle, ile wypadnie funkcyj y, pomigdzy soba
réznych.

Na okreélenie funkcyi ¥, mamy réwnanie stopnia n-tego wzgle-
dem y, :
@ Sy (e—Tputs =0,

NLpLm

Nie uwzgledniamy jednak wszystkich » funkcyj y,, réwnaniem (2)
okreslonych, ale tylko te, ktére dla x==7 przyjmuja warto$¢
skonczong. Te za$ ktore dla =« przyjelyby wartosé O,
albo co pomijamy, poniewaz nie zachowatyby one typu

y=n+E-2)“y,.

ale owszem zwiekszylyby lub zmniejszyty u.

Liczba uwzglednionych funkcyj bedzie mniejsza anizeli 2; co
wigecej nawet, bedzie ona mniejsza anizeli . Aby ja znales¢,
przypomnimy, Ze najnizsza warto$¢ wyktadnika au— g8 przypada
na te pary wyktadnikéw (a, §), ktére wypadaja na tym odcinku
lamanej, dla ktérego u zostato wyrachowane, a wiec beda to wy-
ktadniki: (@i—1,fi=1) ..... (ai, B) a wlasciwie wyktadniki:

(@oBo), (@i fBy) .- .o, (diBy).
Jezeli wigc wzér (2) uporzadkujemy wedlug rosnacych poteg
réznicy -z ipodzielimy przez najniZsza jej potege, to wolny wyraz

bedzie wielomianem, uporzadkowanym wedtug poteg zmiennej y,,
zawierajacym wyrazy:

27 %) ! g :
Y&y Ny ™ e y Y° 1.

Jezeli weZmiemy za nawias wyraz y,%’, to otrzymamy w nawia-
sie wielomian, zawierajacy wyrazy.

0 L ’ ’ '. ), _ N
Yoo Y17 %, %7 0 YT,
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a wigc stopnia a/—ay’ = a; —a,—; wzgledem y,. Jezeli wiec z
przyjmie warto$¢ &, to odpowiednie wartosci y,, po pominigciu 0
i 0o, wypadng z réwnania, ktdre otrzymamy, kladac wymienione
dopiero co wyrazenie rownem zeru. Bedzie ich a;—a,;—; tyle za
tem bedzie réznych pomiedzy sobg funkcyj y,. Stad wynika:

Twierdzenie. Ogét tych R funkcyj y, rownaniem f(x,y) =0
okreslonych, ktére,dla =Z, przyjmujg wartos¢ 5 t.j. B-krotny pier-
wiastek réwnania f(Z,y) =0 rozpada si¢ na tyle typéw, ile od-
cink6w ma tamana, wykreslona z rozwiniecia:

f(z,y) = X Auz(y—n)* (z—7)> =0

tna mocy art. 7, 8, 9).
Odcinkowi (R,0).,...(a,,B,) odpowiada R—a, funkcyj

typu P
y=1n+ (@—Z)y; ‘u=R——|aT'
Odcinkowi (a;,8,)..... (ay, B3) odpowiada a, —a, funkcyj typu:
Y= 77 + (x_-w')“yl ”‘= ——f’:ﬁ' it.d.
1 2

W ten sposéb odbyt sie rozkiad ogétu R funkcyj badanych na
wiadomag liczbe typéw wiadomej postaci, o wiadomej liczbie ele-
mentéw w Kazdym,

§ 14. Zajmijmy sie¢ specyalnie typem:

Bi— Bi .

‘u, =
Q-1 — ay

Niechaj P bedzie wspélnym, najwigkszym dzielnikiem rdznic
Bi— Bi-1, aie1 — a, i dajmy, ze:
Bi—Bi—r = Pk, aiy—ai=Qk.

wéwcezas wypadnie u = 2 .

¢
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Potézmy

1

(x—7)¢ ==,
a réwnanie (2), po uporzadkowaniu go wedlug poteg réznicy x—u:
3 Apyia—TE) =0,
oraz, po skréceniu przez najnizszg potege réznicy —i, przyjmie

posta¢ :

(ydo + (y)y 2 + )y 22+ ... =0,

lub po prostu:
f1 (@, ;) =0.

Widzimy wiec, ze funkcya y; wynikla z typu:
y=7+ (@B y,

jest rozwiazaniem réwnania f, (x,,y,) =0 (dla kazdego 7 — bedzie
ono inne) stopnia n-tego wzgledem y,, z ktérego uwzgledniamy
tylko a;, — a,—, rozwiazan, réznych od zera i od oo, dla x,=0.

Warto$¢ y,, odpowiadajgca przypadkowi x; = 0, znajdujemy
z réwnania stopnia a; — a;—. Ale zawiera ono potegi

ylo, ?/Ia'.-a'o, !/111”_0110’ e, y‘a’l_a'O_
Wszystkie one sg podzielne przez Q.  Wynika to z wzoru:

di—dy _ @ _ di—dy
Fo—Br P Bo—pi’
w ktéorym @ i P sg liczby wzglednie pierwsze. (U w aga. Punkt
o'y f1 znajduje si¢ na prostej,tgczacej punkty o’/ g, o'y f'y — stad
wiec 6w wzor). (
Wyrazenie to w pelnym sktadzie zawrze:

%o NS Y, .o, Ykl

Jest ono rzedu k wzgledem y,% Mamy wigc k wartosci dla wy-
razu ¥, 9, ktore funkcya y,? moze przyjac¢ dla o, =0.
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Przypatrzmy sie blizej naszej czynnoséci: Badamy réwnanie
/1 (. y,) =0 oraz te funkcye, ktore dla x, =0 majg warto$¢ rdzng
od 0 i od co; rozwigzujemy réwnanie f; (0,y,) =0, ktére skroci-
liSmy przez odno$ne potegi y,. Daje ono nam a;—aw1=k Q
wartoS$oi.

Wracamy wiec do sprawy elementarnej z art. 5, traktujac
réwnanie f; (x, y,) =0 SciSle wedtug prawidetl, wytozonych w art.5
i nastepnych.

Badajac rownanie f,(0,y,)=0 wyrézniamy pierwiastki po-
jedyncze, oraz wielokrotne. Oznaczmy dowolny pojedyriczy pier-
wiastek réwnania f;(0,y,)=0 przez y,, dowolny wielokrotny
przez 7, .

Pojedyncze pierwiastki réwnania f,(0,y,) =0 zamykaja
pierwsza kategorye funkcyj y,, réwnaniem f;(x,,y,)==0 okre-
Slonych,

Pozostaja wigc wielokrotne pierwiastki réwnania £,(0,y,) =0
okreslonych, Pomoéwimy o nim w nast. art., a teraz zajmiemy sie
tylko pierwsza kategorysa funkcyj, rownaniem f, (z;,y,)=0 okre-
slonych, ktéra zawiera tylko te z nich, ktére dla z, =0 przyjmuja
wartos¢, bedaca jednym z pojedyriczych pierwiastkéw réwnania

1(0,,)=0, pomingwszy 0 i co.

Funkcya y;, przyjmujaca dla x; =0 wartos¢ takg y,. roz-
wija sie na szereg:

— x - z,? _ xd
h=Y + "1‘1,— v+ 2_1, 7% +—31T 200 A

Ot6z pierwsza kategorya funkcyj y,, réwnaniem f, (z;.y,) =0
okreslonych, wyznacza cze$¢ giéwng drugiej kategoryi funkeyj y
réwnaniem pierwotnem f(z,y)=0 okreslonych.

Wyznacza mianowicie t¢ z R funkoyj y, stajgcych sie dla
z=z, rownemi 7 [ 7—R-krotny pierwiastek réwnania t (Z,y)=0]
typu:

y=7n t (@) + (x—%)y,,

dla ktérej y, dla x==x) przyjmuje, jako wartos¢ ktoregokolwiek
pojedynczy pierwiastek rownania f; (0,y,) =0.
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Odno$na funkcya, nalezgca do tego szeregu funkcyj, wyla-
czonego z wiadomego typu u, rozwija si¢ na mocy wzoréw:
Ed
y=n+(—2)%y,

r— = 1,9

N x? _ 3 _
hh=Yy + 1—1!?/1(')+ 21! h® + 31! O ....,
gdzie o= SU

1

§ 12. Pierwiastki wielokrotne réwnania f; (x,,¥,) = 0,
(0 i co pominieto) wyznaczajg drugs kategorye funkcyj y,. Mu-
simy powtoérzyé doktadnie to, coSmy w art. 6 powiedzieli o funk-
cyiy. Rozwijamy:

fi (@, y1) = Z Aap (y—n)* @° =0,
i kladziemy:
Y= + Y2 TM.

Na wyznaczenie liczby u, kreslimy tamang dla rozwiniecia:
= Asly—n )z =0,

kezde ogniwo jej wyznacza inna warto$¢ liczby u. Kazdemu
ogniwu odpowiada inny typ:

Y =+ Yy xM,
a zarazem inne réwnanie f, (23, y,) = 0, ktére otrzymujemy zwzo-
réw:

P R
—_— —_ 1 —
Bi=nF%os m= Q' =z, %,

po podstawieniu w rozwinigcie:

= Ay (y—m)ef = 0.
Wiad. mat. VIL. 1903. 2
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Pojedyricze pierwiastki rownania /; (0, y,) =0 wyznaczajg pier-
wszg kategorye funkcyj y;, a zarazem gléwnag czes¢ trzeciej kate-

goryi funkcyj y, réwnaniem f(x,y)=0 okreslonych. Funkcye te
wynikajg z wzoréw:

P
y =19+ (x-T)%,; z—% = 1,9,
, )
$ = +x,%,, &y = 2%

— _ x — Xy3 _ 3
!/2=3/9+!hm-'1—7 + ¥,® . -2’,— + ¥, . 37 4o

Wielokrotne pierwiastki réwnania f, (0, y,) =0 zniewalajg
nas do dalszego postepowania we wskazanym juz kierunku.

§ 13. Rzuémy okiem na przebyts przez nas droge, i zdajmy
sobie sprawe z calego naszego postgpowania.

Podziat n funkcyj, réwnaniem f(z,y)=0 okreslo-
nych na kategorye.

Funkcye, nalezace do pierwszej kategoryi, majg rozwinietg
postad:

y=y+ x—z_m_l_(a: — )3 _m+(z .z;) 7o 4 .

ay
dx»
wiastkow réwnania f(x,y)==0.

Funkcye, nalezace do drugiej kategoryi, majg rozwinigtg
postaé:

gdzie y™ = , ¥ za$ jest jednym z pojedyficzych pier-

P
y=nTM (9”—97)° r—Z =w1°,

yl+ l! yt(')+ 2| yl

gdzie y,™ = %—:— , 7 za$ jest jednym z pierwiastkow wielokrot-

nych réwnania f(Z.y) =0, ¥, jest jednym z pierwiastkéw poje-
dynczych odpowiedniego réwnania f, (0,y,) =0
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Funkcye, nalezace do trzeciej kategoryi, majg rozwinieta
postaé: o

P
y=19+y (e—0¢; z-ZT=ux7,
Py
Y =;7—1+?/9‘”1"‘; Zy = 2%,
_ x, _ x,2 — X3
Ys =Y+ 1_9! 7, +T’,‘ ¥y? __'__:_33_!_ Ys® -+ ..
d%

gdzie y,M = =, 7 jest jednym z pierwiastkéw wielokrotnych

“dayr
réwnania f(z, y)_ ; 7y jest jednym z pierwiastkéw wielokrot-
nych odpowiedniego réwnania f; (0,y,) =0; ¥, jest jednym z pier-
wiastkéw pojedynczych odpowiedniego réwnania f, (0,y,) =0
it. d.

Funkcye, naleZace do r-tej kategoryi, majg rozwinietg postaé:

y=1n+ v (x— 'I’)Q’ T—u =29,
A —’71+.’/2mx°" Xy =, %,
Ps
Ya =131+ Y, 3’2"’? xy = 2%,
Pr_1
Yr—2 = Nr—2 + Yr—1 Tr—g%r-1; Ly g = Zp_,%—2,

— _1— x__. B
Y =Y + v 2o+ 2 i yﬁ’_’—l— '1 79 +. ...

gdzie y®* = ———Z;f/:: ,

7 jest jednym z pierwiastkéw wielokrotnych réwnania f (z,y) =0,
M1 » " . » odpow. réwn. f;(0,y,)=0,
M » " _ ” ” ” " f? (O.Z/,):O,
-ﬁr—l ” ” ” ” f;'"ﬁ(o)y';-!) = O,
Yra 2 ” pojedyficzych ”» f ,-..1(0,?/,-_1: :0.
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Gléwng trudno$é stanowi wielka rozmaito$é przypadkéw
tak co do liczby kategoryj, liczby elementéw poszczegélnych ka-
tegoryj, oraz wyboru odpowiednich réwnan, ich stopni i ilosci.
Trudno$é ta uwydatni si¢ wtem, zZe gdybySmy chcieli systema-
tycznie rzecz wylozy¢, nie bylibySmy w stanie unikngé nagroma-
dzenia skaznikéw, co bedgc dogodnem dla malej liczby skaznikéw,
staje si¢ wielce trudnem przy wielkiej ich liczbie.

§ 14. Przekonajmy si¢ o tem na przykiadach.

Réwnanie f(Z,y) =0 posiada pojedyncze pierwiastki: y,,
Yayeoon- , Yp, oraz wielokrotne: 7,,75,..... v 7e. Mamy wigc
przynajmniej dwie kategorye. Z pierwszg jesteSmy juz gotowi.
Musimy zajgé si¢ pierwiastkami wielokrotnemi. Pierwiastek 7,
jest Ri-krotny. Rozwiniecie:

f(w’ y)= 2 A (!/—77'.')“ (’L‘—;)ﬂ = 0.

daje tamang. Liczba ogniw jej (odcinkéw), kierunki ich, dla kaz-
dego 7, sq inne. Musimy wigc powiedzieé, ze tamana ma %, odcin-
kéw o kierunkach u,, ps, ..., pa, (mamy tedy skazniki zlo-
zone ze skaznikami ubocznemi u,). Kierunek u,, daje:
Py
llv-—-ﬁ a zarazem wzor y = 5 -+ y,(z—%)Y |

Qs

dla Scistosci powinniSmy napisac:
Pij

Y =7 + yy (a—)% ;

potézmy z - z = z,%, a otrzymamy na wyznaczenie y,; réwna-
nie fy (xy, yy) =0.

Réwnanie fy (0, y4) =0, po potraceniu wartosci O i co, daje
pewna liczbe pierwiastkéw pojedyriczych Yy, Yie, ..., Yiipy (b
liczba ich dla kazdej pary i#j jest inna) i pewng liczbe pierwiastkow
wielokrotnych: 7,1, i,y - - - Yujgy; .
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W tym przypadku przybywa nam i trzecia kategorya. Przyj-
mijmy, ze pierwiastek 5, jet R - krotny, rozwinigcie

fo @@y, yy)) = Z Aoy (yy— i) @ = 0.

wyznacza nam nowsq tamang i t. d.

Znakowanie zatem komplikuje sie znacznie, bardziej i bar-
dziej wiklajac si¢ w miare, jak liczba kategoryj wzrasta.

W znakowaniu zatem bodaj, czy znajdziemy dobrg wska-
zO0wke przy analizie krytycznego punktu = ze wzgledu na ewen-
tualne w nim rozgatezienia.

W przypadkach liczbowych — trudno$ci sg tylko czysto ra-
chunkowe. W przypadku ogdlnym, gdy chodzi o teorys, wybdr
poszczegélnych wyrazow rozwiniecia

Yy =a,+ a, (@—Z) + ay (2—2)"+. . ..
tak pod wzgledem ilosciowym, jak i jakoSciowym w ogdlnych

wyrazach wystowi¢ si¢ nie da, przynajmniej przy dotychczas uzy-
wanych metodach rozwijania.

Lwow 14 Wrzesnia 1902 r,



