W. F. Osgood.

0 funkeyach, okreSlonych przez szeregl nieskonczone,

ktérych wyrazy sg funkcyami analitycznemi zmiennej ze-
spolonej, oraz odpowiednie twierdzenia dla catek okreslonych 1),

Niechaj
filw) + fol@)+ .. ... (2)

bedzie szeregiem nieskonczonym funkeyj rzeczywistych zmiennej rze-
czywistej x, fa(x) niechaj beda funkeye jednowartosciowe i ciggle
w przedziale (a, b), « <2< b; i niechaj szereg bedzie zbiezny dla
wszystkich warto$ci zmiennej x, nalezacych do tego przedzialu. War-
tod¢ tego szeregu oznaczmy przez F'(x). Klasa funkeyj F'(x), tak
okreslonych, i sposéb zbieznosci szeregu byly szczegélowo badane 3),
W szezegélnosci funkeya F'(x) niekoniecznie musi byé funkeya ciggla
wzdluz jakiegokolwiek przedzialu, lezacego w przedziale (a, 0),. Klasa
ta jest rdwnorozciagla z klasg, ktora na pierwsze wejrzenie moze zdawaé
sig szezuplejsza, a ktérg otrzymujemy, poddajac funkeye f.(2) dalszemu
Sciesnieniu, mianowicie, aby byly funkcyami analitycznemi
wzdluz przedziatu (a, b). Polézmy:

ma)=hHE)+ ... .- + fa();

wtedy istnieje funkcya oa(x),analityczna wzdluz przedzialu (a, b) i réz-
nigea sig od §,(x) liczebnie o ilos¢ dowolnie malg, t. j. funkeya o.(x),
czynigca zadosé zwigzkowi:

[sa(®) — on(®)| <&,

1) Przeklad s ,Annals of Mathematics* (3) 8, X 1, za upowaznieniem
autora. S. D.

) Sehdnflies, Bericht iber die Mengenlehre, Jahresber. d. Deut-
schen Math. Ver. 8, 1900, rosdz. 7, str. 217.



326 W. F. Osgood.

gdzie ¢ jest wielkoscia dodatnia dowolnie mala V., FLatwo widzieé, Ze
funkcya o¢,(x) dazy do wartosci F'(x), albowiem:

| F@) — su(@) | < ¢,
gdzie ¢ dowolne i » odpowiednio dobrane;
Lsu(@) — ou(@) | <&
| F@@) — ou(@) | < e+
Utwérzmy nowy szereg:

P1(@) F po(x)+ 5.,

gdzie @u(%) =0,(%) — 6n-1(%), B ~1; @,(x)=0,(x). Jest to sze-
reg Zadany, mianowicie szereg funkcyj analitycznych, ktérego w a r-
to$cia jest funkeya F'(x), bedaca wartodcia szeregu pierwotnego.

Przechodzac od obszaru zmiennej rzeczywistej do obszaru zmien-
nych i funkeyj zespolonych, spostrzegamy analogiczna wlasno$é szeregu
funkeyj zespolonych jednowartoSciowych i cigglych w obszarze dwu-
wymiarowym 7T na plaszczyznie zmiennej 2 i zbieznego w kazdym pun-
keie tego obszaru. Takie szeregi sa pozbawione interesu, o ile ich wy-
razy nie s funkeyami analitycznemi zmiennej 2. Rozwazaé tedy. be-
dziemy tu klas¢ funkeyj:

F)=fa)+ 1)+ - - . .. ,

okreslong przez szereg funkecyj, z ktédrych kazda
jest analityczna wobszarze dwuwymiarowym T
na plaszczyznie zmiennejg, i przyjmujemy, 2e sze-
regisa zbietne wkazdym punkcietego obszaru,

Gléwne wyniki tej pracy zawieraja sie w twierdzeniach I i II
i s natury bardzo qgélnej. Warunek zbiesnodci jednostajnej nigdzie

1) Za funkeye on(x) mozna obraé wielomian. Wynika to z twierdzenia
Weier strassa, ze kaida funkeya ciagla zmiennej rzeczywistej daje sig
przedstawié jako szereg wielomianéw jednostajnie zbieiny Por. Pieard,
Traité d’analyse, 1, wyd. 1° s. 258. S



0 funkeyach okreslonyeh przez szeregi i t. d. 397

nie jest przepisany. W samej rzeczy, twierdzenie II wymaga tylko
zbieznodei zwyczajnej i nic wigeej, Dowdd twierdzenia IT polega na
twierdzeniu z teoryi mnogo$ci punktéw, podanego w Nr. 5, a ktére juz
okazalo pozytecznem w traktowaniu pytan ogélnych z Teoryi funkeyj.

Zauwaimy, ze z twierdzenia II wyplywa odrazu dowdd twier-
dzenia, ze funkcya zmiennejz, ktéra jest cigglagwob-
szarze I, nie moZe byé przedstawiona przez sze-
reg funkecyj, z ktérych kazda jest analityczna w T,
jezeli nie jest analityczng przynajmniej wczg-
Sciach obszaru 7.

§ 1.
1. Twierdzenie I. Jezeli szereg nieskonczony:

L@+l + ... ,

ktérego wyrazy sa wszystkie funkcyami zmien-
nej 2, jednowartoSciowemiianalitycznemi wob-
szarze T plaszczyzny zmiennej zespolonej z, jest
zbiezny dla wszystkich wartos$ci z, nalezgcych
domnogosci punktéw wszedzie -gegste] wobsza
rze T (ktéra w szczegdlnoScimoze byé odliczal-
na),ijezelinadto zwiagzek:

1@+ @16,

spelnia sig dla wszystkich punktéw tej mnogosci
(astadidla2) i dla wszystkich wartoscin, gdzie @
jest stala dodatnia, to szereg ten jest zbieZny
dla wszystkich wartodci zmiennejz w obszarze 7
a funkcya F(2), okreslona przez szereg:

F()y=f(2)+fle)+ ... .. ,

jest analityczng wtym obszarze,

Wiad. mat. VI. 1902. 23
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Dowiedziemy tego twierdzenia, ktadac:

fu(2) = un(2,y) 4+ tou(x,y) 3 2=w -1y,

tworzac szereg funkevj harmonicznych :

U (2, 9) +us () + .. .. (2)

i wykazujac, Ze szereg ten jest zbiezny jednostajnie dla otoczenia kaz-
dego punktu wewnetrznego A w obszarze 7. Stad funkeya w(x,y),
okreSlona przez szereg (2), jest harmoniczna w obszarze T i szereg
moze byé rézniczkowany wyraz po wyrazie; szereg jaki w ten sposéb
otrzymamy, jest réwniez jednostajnie zbiezny. Szereg zas- funkeyj
sprzezonych:

3) v (x,y) + vyl y) 4+ . ... ’

jest zbiezny dla kazdego punktu wewnetrznego w obszarze 7', a funk-
cya v (2, Yy), przez teu szereg okreslona, jest sprzezona z funkeys w(x,y).

2. Szczegély dowodzenia sa nastgpujace. Rozpoczynamy od
wyraZenia pewnych funkeyj harmonicznych za pomocg funkeyj, daja-
cych wyrazié sig przez calke Poissonal, Na ckolo punktu A opi-
sujemy kolo, lezace calkowicie wewnatrz obszaru 7. Oznaczmy pro-
mien tego kola przez /7 i jego punkt wewnetrzny (a,y) przez P, jeden
z punktdw na okregu przez Q. Niechaj dalej ¢ i v oznaczaja katy, ktdre
proste AP i AQ tworzg z osig x; odleglo$é A P niechaj bedzie . Jezeli
w (z,y) jest funkeys ciagla ‘w obszarze, zloZonym z wnetrza i z oergﬁ
kola oraz harmoniczna we wazystkich punktach kola, i jezeli przez
W () oznaczymy wartosci funkeyi w (x,y) na okregu, to calka Pois-
sona przedstawia w sposéb nastepujacy funkeye w(x,y) w punktach
wewnetrznych :

27
. 1 [ R? —r?
@ wen) = 57 [ WO) T—iges T
v

Rozpatrzmy funkeye:
sn(z,y) = w(z,y) + . . . . . F un(a, y).

') Poréw.np. Picard, Traité d’analyse, 2, 8. 16.
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ds, . 08,
oz Ty
czone w otoczeniu punktu 4. Za otoczenie to R, obierz-
my kolo o $rodku A i promieniu £ B, Z wzoru (4) mamy:

Jej pochodne czastkowe sg skon-

—p
sw(@y) = j Sy o 2[tr cos (tp—tp) + 72 )
skad wynika :
Osn 1 2‘; K3 R —y2 s
ox 271./ "3z KB — 2Rrcos (y—p) 12 1

2

i podobny wzér na Rozniczkowanie pod znakiem calki jest tu

dozwolone 1), Oznaczmy przez K wielko$é nie mniejsza od najwigkszej
z wartosci liczebnych dwu wyrazen :

Kl e —r? K3 R —p
% BP—2Broos(y—g) 11’ By B —2Rroos(y—@)F 7

gdzie (x,y) jest punktem otoczenia R4, oraz: 0y < 2a. Poniewas
[Sa| < @ dla wezystkich wartosci ¢, bedzie :

08n
ox

08,

< K@, dy

< KéG, \

co bylo do okazania,

3. Mozemy juz teraz dowiesé, ze funkeya s,(x,y) jednostaj-
nie dazy do. granicy w obszarze B,. Dowdd wynika wprost z twier-
dzenia, ktére podal i udowodnil de la Vallée-Poussin? dla
funkcyj jednej zmiennej. Twierdzenie to daje sig bezposrednio roz-
ciggnaé na funkeye » zmiennych, Brzmi ono tak :

1y Por. Pieard, Traité d’analyse 1, s. ©9.
3) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1 partie t. 17, 1893,
str. 8.
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Niechaj s,(x) bedzie funkcya zmiennej &, cia-
gla w przedziale a{x<bimajaca pochodne skon-
czonel dla wszystkich wartoscixz -wprzedziale
idlan=12,..... , b3

| su(@) | < L,

dla wszystkich warto$cizin, gdzie L jest stala,
Nadto niechaj s,(z) dazy do granicy dla kazdej
mnogos$ci wszgdzie-ggstej wartosci & w przedzia-
le, gdy m=co0. Wtedy s,(x) dazy jednostajnie do
granicy dla wszelkich wartodci x, nalezacych do
przedzialu,

Ot6z funkeya sa(x, y) dazy jednostajnie do granicy u (x,y) w calym
obszarze B, i na jego ograniczeniu. Funkeya s,(x,y) jest funkcya har-
mogiczng w B, i ma mnogo$¢ ciagla wartosci granicznych, ktére dla
n=oco daza jednostajnie do granicy, A zatem granica funkeyi s (x,y)
jest funkcya harmoniczna w obszarze B4V i jest:

Ju

ou, Ay
= oz T

ox

+..,..
Szereg jest jednostajnie zbieiny, Toz samo ma miejsce dla po-
chodnych czastkowych funkeyj s, (&, y) i 1 (x,y) wzgledem zmiennej y.

4, Pozostaje okazaé, Ze szereg (3) jest zbiezny i okresla funkcye
sprzezong z funkeya % (x,y). Rozwaimy szereg:

(5) oo (g.y)a s
Uy Un
Z.f (‘?x—_ dy — —“ay_ (lw) .
n=1 (2o, %)

1) Zamiast warunku skoficzonodei pochodnych, dosé zatozyé, 7e iloraz

réznicowy pozostaje skoiiczonym, t. j. ze:
| su(z-+4-h) — sn(x) | < Nh,

gdzie x i x+h sy dwa puukty przedzialn, n=1,2,...; N jest stala.

°) Wynika to z twierdzenia Harnaecka. Por. Harnack, Math,
Ann. 35,1881, 5 22; Picard, Traité d’analyse 2,8. 56. Szereg taki moina
vézniczkowaé wyraz po wyrazie, a Ze szereg otrzymany bedzie jednostajnie
zbiezny, to latwo widzieé, przedstawiwszy go za pomoes calki Poisson,a,
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Poniewaz szeregi:

(=] (o]
ou _2 U, u o,
ox ox ° dy 3y

n=1 n=l

s3 zbiezne jednostajnie, mozna je przeto wyraz po wyrazie calkowad;
wartoscia wyrazenia (5) bedzie:
(@, y) 3 3
— U u

\Zoy Yo)

co stanowi funkcye sprzeiong z funkeys w (x,y). Z drugiej strony,

wartoScig ogélnego wyrazu szeregu (5) jest v,(x,y) — vn (T, Yo)-
Stad szereg:

0
D nl@y) = va (@ 90)) -
n=1'
jest zbiezny, i jezeli punkt (2o, y,) obrano jako jeden z punktéw, dla
ktérych szereg (1), a wige i szereg § Za (29, Y,) jest zbiezny, to sze-
reg (3) jest zbiezny. Jezeli v(z, y;—;znacza jego wartosé, bedzie:
v(2,9) =9 (2,¥) + v(Ty%),

i funkeya v (,y) bedzie sprzezona z funkeys w (x, y).
Tym sposobem dowdd twierdzenia I jest zupelny.

§ 2.
5. Twierdzenie II. Jezeliszereg nieskonczony

@)+ @+ .

ktérego wyrazy sa wszystkie funkcyami zmien-
nej #jednowartosciowemiianalitycznemi wob-
szarze T plaszczyznyzmiennej zespolonej z, jest
zbiezny dla wszystkich wartosci ¢, znajdujacych
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gsig wtym obszarze wtedy istnieje jedna lub wieg-
cej funkeyj analitycznych Fi(2), Fy(2)...., takich,
Zeobszar, wktérym funkcye Fj(z) sg okreslone,
zlewa sig w calodcilub wczgédcizobszarem #. le-
Zacym wobszarze 7, i dla wszystkich wartosci 2
w obszarze f; jest:

Fi(e) = F(2);

F(2) oznacza tu warto$¢ szeregu. Kazdy punkt
wewnetrzny obszaru 7 albo lezy wjednym z ob-
szardw f, albo inaczej, cz¢dé¢ jednego lub wigce]j
obszardw ¢, rozcigga si¢ wotoczeniu tego pun-
ktu 1),

Liczba funkcyj F;(2) moze byé nieskonczona;
mnogos8éich jest zawsze odliczalna,

Niechaj ¢ bedzie obszarem dwuwymiarowym dowolnym, lezacym
calkowicie wewnatrz 1. Moze zdarzyé sig, ze dla dostatecznie wielkie;j,
odpowiednio wybranej, wielkosci dodatniej M wartos¢ bezwzgledna

wyrazZenia :
G(2) =fi@)+ .. ... fu(2) ,

jest mniejsza niz M dla wszystkich punktdw 2 obszaru ¢ i dla wszyst-
kich wartodci liczby n. W tym przypadku z twierdzenia I wynika, Ze
szereg okresla funkeye analityczng w obszarze t, W kazdym razie twier-
dzimy, ze mozZna zawsze tak obraé¢ wielkosé¢ M, aby
w pewnym obszarze dwuwymiarow ym ¢, lezg-

1) To nie jest te samo. co powiedaieé, ze punkt lezy na ograniczeniu
Jednego lub wigcej obszarow ¢;. Ten przypadek zawiera fi¢ w powyiszem
orzeczenin. Lecz moze sig zdarzyé, ze punkt lezy na ograniczenin nie obszaru
ti, lecz jest punktem zageszezenia ograniczeni nieskoliczonej liezby obsza-
réow ti. Moznaby zarzucié, ze znakowanie Fi(x), i=1,2,..... wyplywa z przy-
jeein, ze liezba funkeyj jest odliczalna. Nie robimy wszakze uiytku ztakiego
przyjecia w dowodzeniu i nie nalezy ono tym razem do rzeczy. Moznaby wy-
myéleé wiakeciwe zngkowanie, nadajge liczbie ¢ takze wartodei inne, niz catko-
wite, poniewaz liczba funkeyj Fi(z) nie powinna przekraczaé mocy conti-
nuum,
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lezacym wewngtrz ¢, spelnial sigzwigzek:
| 8 () | < M,

dla wszystkich warto$ci zy, wewnatrz obszaru ¢
idlan=1,2,..astad ze F(2) jest funkcya anali-
tyczna w obszarze ¢/, gdzie F(z) oznacza wartos¢
szeregu,

Przypusémy, ze to nie jest prawda. Wybierzmy mnogosé
wielkosci dodatnich M;, rosnacych nieokreSlenie wraz z ¢. Oznacz-
my przez P; punkty obszaru ¢, w ktérych |&,(2)| < M, dla wszyst-
kich wartosci n. Przyjmuje sig tedy, ze punkty P, nie tworza nigdzie
w obszarze ¢ obszaru zwartego (continuum) dwuwymiarowego. Nie
moga one tez stanowi¢ mnogoséci wszedzie-gestej w takiém continuum,
skoro |©,(z)| jest funkeya ciagla zmiennej z. Punkty P, wszystkie
znajduja si¢ pomigedzy punktami P,y;. Jezeli przez P oznaczymy
mnogo$¢ punktéw, z ktérych kazdy wystepuje w ogdle w jakiejs
mnogosci punktéw P;:

P =lim P;,
1=00
Kazdy punkt obszaru ¢ jest ostatecznie pewnym punktem /,, stad mno-
go$6. P jest identyczna z ogélem punktéw obszaru . Lecz ¢ jest
obszarem zwartym dwuwymiarowym, Dochodzimy wigc do sprzeczno-
$ci z twierdzeniem z teoryi mnogosci punktéw, ktore méwi 1):

W obszarze dwuwymiarowym ¢ plaszczyzny
niechaj bgda dane mnogosci punktow Py, P,,....,
majgce nastepujace wlasnosei:

1) punkty P,zawierajgsig wszystkie pomig-
dzy punktami P,y

2) wzadnym obszarze dwuwymiarowym pun-
kty F; nie sg wszedzie-geste,

1)  Twierdzenie ty (z pewnem ograniczeniem. nieistotnem) podatem dla
praypadku dziedziny jednowymiarowej w artykule o zbieznoéei niejednostajnej
calkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (Ann. Journ. of Math. 19, 1897, s. 13),
Dowdd tam podany byl posredni. Patrz dowod prosty bezposredni w Math.
Ann. 33. 1900, str. 462..
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Dalej, niechaj:
.P=limP,'
=00
bedzieogdélem punktéw, ktére nalezag do mnogo -
$cipunktow F;,, Wtedy 2adna cz¢g$é mnogosci P
nigmoze tworzy¢é obszaru cigglego dwuwymia-
rowego,

6. Aby wykoniczyé dowdd twierdzenia, dajmy, ze 4 jest pewnym
punktem wewnetrznym obszaru T. JeZeli punkt 4 lezy w obszarze 1,
twierdzenie jest juz dowiedzione, Jezeli nie, to rozpatrzmy otoczenie
dowolne ¢ punktu 4, Wtedy istnieje jeden lub wigcej obszaréw f,, ma-
jacych punkty wspdlne z obszarem . Lecz ¢ jest pewnem otocze-
niem punktu 4.

‘Wreszcie, mnogosé¢ obszaréw {; jest odliczalna, Jest to twierdze-
nie z teoryi mnogosci, dawno dowiedzione. W samej rzeczy, pole we-
wnetrzne ') kazdego obszaru #; jest wielkoScia dodatnia I,, a suma
pewnej liczby tych wielkosci nie powinna przekraczaé wewnetrznego
pola obszaru T, Stad, jezeli obierzemy mnogos¢ ilosci statecznie male-

jacych e, & ..... ; lime, =0, to bedziemy mieli skonczona liczbe
7=00

takich obszaréw ¢;, dla ktérych I,>>e¢;,. Napiszmy je w pierwszym
wierszu tablicy i umie$émy je w sposéb dowolny w tym wierszu, Dalej,
istnie¢ bedzie skonczona liczba takich obszarow ¢, dla ktérych I;=>e,;
napiszmy je w drugim wierszu tablicy i umiesémy w.dowolnym po-
rzadku. I tak dalej. Kazdy obszar ¢; musi znalesé sig ostatecznie w je-
dnym z wierszy tablicy, i to dowodzi naszego twierdzenia,

7. Pozostaje teraz pytanie, czy liczba obszaréw f, jest isto-
tnie nieskonczona, Odpowiedz brzmi twierdzaco, jak to moZzna latwo
okazaé za pomoca metody, ktorg zawdzigczamy Rungemu 1), Tak
np. mozna zbudowaé szereg, czyniacy zadosé warunkom twierdzenia
dla wnetrza kwadratu, utworzonego z osi rzeczywistej i czysto urojonej

1) Qo do okreslenia pola wewnetrznego mnogosei punktow
poréw,. np. Jordan, Cours d’analyse, §, wyd. 2-gie, 1893, § 36.
%) Runge, Acta math. 6, 1885, s. 229.
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oraz prostych x=1i y=1, dla ktérego wartos¢ F'(z) jest —;— , gdy

2> 5 pealye> g ey g elye> e Tgitd

Dwie lub wigcej funkeyj F;(z) mozna otrzymaé jedne z drugiej
za pomocy przeprowadzenia analitycznego tak, by tworzyly czesci je-
dnej i tej samej funkeyi analitycznej. Daje sig to okazaé za pomocs
metody Run gego. Mozna np. zbudowaé szereg zbiezny w kwa-
dracie wyzZej podanym i majacy warto$é &, gdy x==41; wartosé 1, gdy
xz=4£. W samej rzeczy, mozemy nakresli¢ odliczalng mnogo$¢ linij
w obszarze T, z ktorych kazda ma kofice w dwéch réznych punktach
ograniczenia tego obszaru, zadna nia przecina samej siebie i innej i nie
zgeszeza sig na okolo punktu, znajdujacego sie w 71, Wtedy mozemy
przyja¢ wartosci dowolne wzdluz tych linij, baczac tylko na to, aby
wartosci dla danej linii tworzyly funkeye analityczna wzdluz linii, Kaz-
demu z obszaréw ¢;, na ktére podzielono 7, mozna przyporzadkowaé
dowolng funkeye F;(2), analityczng w tym obszarze. Stad wynika, ze
mozna zbudowaé szereg, ktirego wartos¢ F'(z) odpowiada wartosciom
i funkeyom tu uwazanym,

§ 3.

8. Za pomoca twierdzenia I mozna uogélnié‘twierdzenie Stiel-
tjesa V, ktérego tresé jest nastepujaca:
Jezeli:

h)+hHhE + ...

jest szeregiem tankcyj jednowartosciowychiana-
litycznych wobszarze 7T zmiennej zespolonej 2
ijeseli

AR S + fule) | < @

——

1) Latwo zbudowaé przyktady, w ktorych te warunki nie spel-
niajg sie.

1) Stieltjes. Annales dela Faculté de sciences des Toulouse, 8§,
1894, s. J. 56.
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dla wszystkich warto$ci 2 w obszarze T i dla
wszystkich warto$cin, gdzie G jest stala;, jezeli
dalej, szereg powyzszy jest zbiezny jednostajnie
W pewnym obszarze dwuwymiarowym, lezacym
obszarze T, wtedy szereg jest zbiezny wcalym
obszarze 7 ijego wartosé¢ F(z) jest funkcya ana-
lityczng w tym obszarze,

Z twierdzenia I wynika, ze Zadanie jednostajnej zbiez-
nosciw obszarze { mozna zastapié zadaniem, mniej §$cieSniaja-
cem, mianowicie, by szereg byl zbiezny w kazdym punkecie
mnogos$ci wszedzie-gestej w obszarze {. Mozna
przyjaé, Ze taka mnogos¢ jest odliczalne,

§ 4.

9. Udowodniliémy twierdzenia I i II dla szeregéw nieskonczo-
nych, Mozna udowodnié odpowiednie twierdzenia dla calek okreslo-
nych, o dowodzenie pozostaje to samo, z niewielkg tylko modyfikacya,

Niechaj @ (a,z) bedzie funkcyg (zespolong) zmiennej rzeczywistej
a w przedziale 4:a, <{a <@, izmiennej zespolonej 2 w obszarze '/
plaszezyzny tej zmiennej. Dla kazdej wartosci zmiennej a w przedziale
A, funkeya @ (a,2) jest funkcya analityczng zmiennej 2 w obszarze 1,
i dla kazdej wartosci z w obszarze I, ¢@(a,#) jest funkcya ciggla
zmiennej @ w obszarze 4. Wtedy calka

@

f(p(a,z)da

A

jest zbiezna dla kazdej wartosci z w obszarze 7. PoniewaZ wartosé
tej calki nie zalezy od sposobu dzielenia przedzialu A, mozemy przeto
wybraé w sposéb specyalny taki parametr », aby przyjmowal tylko
wartosci calkowite, tak np, mozemy podzieli¢ przedzial na » réwnych
czesci, Uezynmy to i poldzmy :

)

8,(#) =2=7 p(ayt+1tda,2)da, Aa= s R

i=1 N



O funkeyach okreslonyeh przez szeregi i t. d. 337

wtedy s,(2) jest funkcya analityczng w obszarze T' dla kazdej warto-
sci calkowitej dodatniej liczby n. Jezeli ta funkeya czyni nadto zadosé
warunkom twierdzenia I lub H-go, to te same wnioski utrzymujg sig
i dla funkeyi '

a

F(2) = /.cp(a,z)da,

ay

jak poprzednio, dla funkcyi F'(z), okreslonej przez szereg.

et
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Nie mielibySmy do dzi$ dnia ani statkéw, pgdzonych zapomoca
sruby, ani kanaléw i §luz, ani wodociagéw, gdyby technicy byli czekali,
aZ nauka rozwiaze w sposéb scisty odpowiednie problematy hydrome-
chaniki. Istotnie przeciwienstwo teoryi i praktyki nigdzie moze nie jest
tak wielkie jak w hydromechanice, gdzie teoretycy gubig sig tak czesto
w obliczeniach przykladéw idaalnych, nie'majacych zadnego znaczenia
praktycznego, a technicy, majac do czynienia ze zadaniami zupelnie in-
nego rodzaju, radzi¢ sobie muszg wzorami empirycznemi niescislemi,
wskutek czego metoda, natrafiana w odno$nych podrecznikach, czasem
wigcej przypomina zbiér recept lekarskich lub przepiséw kuchennych,
anizeli systematyczny wyklad jakiej$ umiejgtnosci.

Oczywiscie jest rzecza bardzo pozadang, azeby ten roztam, wielce
niekorzystny dla stron obu, nie powigkszal sie, lecz, ile moznosci, wy-
réwnywal: bo to juz nie jest wing uczonych, lecz samej przyrody, iz



