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Z TEORYI WYZNACZNIKOW.
Napisat
M. T. Huber,

1. Wyznacznik n-go rzedu:

an, ala, ..... ,aln
a,l, a,,,.....,agn
D=|. . . . . . |=24+a,8,..... un = |Gix | ,

(4,k,=1,2,8,.....,%)

zlozony z n? elementéw (t. j, z tylu, ile waryacyi drugiej klasy z po-
wtérzeniami utworzyé moZna ze skaznikéw 1, 2, 3......,n) zawiera w roz-
winigeiu, jak wiadomo, n! wyrazéw postaci;

+ay A ..... Ung, lub  + . Gu,...... G,

przyczem uklad skaznikéw £, 4, ..., o jest przemiang ukladu 1, 2, ..., n.
Liczba zatem wszystkich wyrazéw w rozwinigein wyznacznika, t. j. n!,
jest zarazem liczba wszystkich przemian skaznikéw 1, 2,...,n. Wy-
razom, zawierajacym jeden lub wigcej elementéw przekatnej gléwnej,
odpowiadaja przemiany, w ktérych jeden lub wiecej skaznikéw pozostalo
na miejscu pierwotnem. Gdy zachodzi potrzeba rozwinigcia wyznacz-
nika podlug % okreslonych jego elementéw, wtedy nasuwa sig pytanie,
w ilu wyrazach rozwini¢cia zupelnego te elementy pojedynczo lub
W oznaczonem ugrupowaniu si¢ znajdujg. PoZzadang moze byé takie
znajomos¢ liezhy wyrazéw, ktére Zadnego z owych % elementéw nie
posiadaja, gdy np. zapytujemy o liczbg wyrazéw w rozwinigeiu wy-
znacznika, ktérego pewne % elementéw sg zerami.

Przy obiorze n elementéw mozna odréznié nastepujace gléwne
przypadki:
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10, elementy naleza do jednego wiersza (kolumny);

20, Zaden z dwu elementéw nie nalezy do tego samego wiersza
(kolumny), czyli po odpowiedniem przestawieniu wierszy i kolumn (co
wplywa tylko na znak wyznacznika) tworzg elementy przekatna gléwna;

39, elementdéw nalezy do jednego wiersza (kolumny), za$ n-k
elementéw nalezy do przekatnej gléwnej;

2. Pierwszy przypadek nie nastrgcza zadnych trudnosei, gdyz jak
wiadomo, wyznacznik jest funkcys jednorodns liniows elementéw jed-
nego wiersza (kolumny), kaidy przeto z obranych # elementéw znaj-
duje si¢ w (n—1)! wyrazach, a wyrazéw wolnych od nich nie ma
wecale,

W drugim przypadku moZna sig zapytaé:

a) ile jest wyrazéw w rozwinigeiu wyznacznika, posiadajacych
wogoéle elémenty przekatnej gléwnej;

b) ile jest wyrazéw, nie posiadajacych wcale elementéw prze-
katnej gléwnej;

c) ile jest wyrazéw, zawierajacych tylko m (a wige ani mniej
ani wigcej) oznaczonych elementéw przekatnej gléwnej (in <n);

d) ile jest wyrazéw, zawierajacych tylko m jakichkolwiek ele-
mentéw przekatnej gléwnej;

o) ile jest wyrazow, zawierajacych 1,2,3,...,m oznaczonych
elementdw przekatnej gldéwnej;

f) ile jest wyrazéw, zawierajacych tylko 1,2,8,...,m ozna-
czonych elementéw przekatnej gléwnej (a wige Zadnych innych ele-
mentéw tejie przekatnej). ’

Odpowiedzi na te pytania rozwiazuja oczywiscie zarazem kwestye
nastepujace:

a’) ile jest przemian elementéw 1,2,3,...,n, w ktérych je-
den lub wigcej elementéw nie zmienilo miejsca;

b’) ile jest przemian elementéw 1,2,3,...,n, w ktérych Zza-
den element nie pozostal na miejscu pierwotnem;

¢’) ile jest przemian, w ktérych m (ani mniej, ani wigcej) ozna-
czonych elementéw stoi na miejscu pierwotnem;

d’) ile jest przemian, w ktérych m jakichkolwiek elementéw
stoi na miejscu pierwotnem;

e’) ile jest przemian, w ktdrych 1,2,3,...,m oznaczonych
elementdw pozostalo na miejscu pierwotnem:
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f’) ile jest przemian, .w ktérych tylko 1,2,3,...,m oznaczo-
nych elementdéw stoi na miejscu pierwotnem. ‘

3. Odnosnie do (a) lub (a’) okreslil juz Euler (Pétersb, Mém.
t. 3, 1809—10, str. 57) liczbg przemian, w ktérych zaden z elementéw
nie stoi na pierwotnem miejscu jako:funkcyg f(») i podal na wyznacze-
nie jej wzér zwrotny :

f(n) = n fln—1) + (—1)". ()

Liczba przemian, w ktérych jeden lub wiecej elementéw pozo-
stalo na pierwotnem miejscu, bedzie oczywiscie:

nl — f(n).

Péiniej zajmowano sig niejednokrotnie funkcys f(n) i pozostajacemi
z nig w zwiazku pytaniami a), b), ¢), d). [Oettinger, Lehre v.
d. Combin,, Freiburg 1837, Cantor, Schlémilch’s Zeitschr.,, Bd. 2,
1857, 8. 410, Baltzer, Theorie und Anw. d. Determin. Weyrauch
Crelle’s Journal LXXIV, 1871],

w pon.iiszych wywodach umieszezono dla cigglosci takze wyniki
przytoczonych prac, upraszczajac niektére i ujednostajniajac znakowanie,

4. Niech symbol F'((1+) oznacza liczbg wyrazéw w rozwi-
nigein wyznacznika D, zawierajacych jeden lub wigcej elementow prze-
katnej gléwnej. Skaznik u géry, podajacy rzad wyznacznika (a za-
razem liczbe wszystkich elementdw przekatnej gléwnej) nie jest oczy-
wiscie konieczny, dopdki tylko o jednym wyznaczniku mowa.

Kazdy element przekatnej gléwnej znajduje sie, rzecz jasna,
w (n—1)! wyrazach, z ktérych pewne zawiera¢ jeszcze moga i inne ele-
menty tejze przekatnej, .

Obierajac zatem pewien element jako pierwszy, przydzielamy mu
w F(1+) jako pierwszy dodajnik Jiczbg (n—1)! Drugi element znaj-
duje si¢ takze w (n—1)! wyrazach, z ktérych jednakze (n—2)! zawiera
obadwa elementy razem. Przeto w skutek drugiego elementu przy-
bywa do F'(1+) dodajnik (n—1)! — (n—2)! Trzeci element znajduje
sie¢ w (n—1)! wyrazach, pomiedzy ktéremi jest jednakze (?) (n—2)!
takich, ktére zawierajg takie pierwszy lub drugi element. Ale w osta-
tniej liczbie miesci sig nadto (#—38)! wyrazéw, zawierajacych wszyst-
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kie trzy elementy, zaczem przybywa wskutek trzeciego elementu do-
dajnik:

(n—1)1 — (f) (n—2)! 4 (n—3)!

Postepujac w ten sposéb dalej znajdziemy:
FO(14) = (n—1)!

- (n—1) — ( 1) (n—2)!
+ o1t — (7) 2y + (5) a9y

@ ey — ( ° ) -2yt (;’ ) (n—8)! — (g) (n—4)!

+ (—1)— (:)(n—2)!+ ( : )(n—3)l—— ..... 4 (—1y (:) (n—r—1)!
+ . C e
+a—1y— (" )—2) +( )(n—3)!— ..... +(—1)u—1(::;)oz
Uwzgledniwszy za§ znany zwiazek :

e E ey RO R
otrzymamy:

Fo(14) = nl — (;‘) (n—2)! +(g)g(n—3)l _ ..

1y () b 1

albo wreszcie:

B)adfs)] FO(1+) = nl {1 —or g
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z czego bezposrednio wyplywa wzor na liczbg wyrazéw, nie zawieraja-
cych zadnego elementu przekatnej gléwnej:

—1)
(Had(d)] F®(©) = f(n) = n! { r—grFo ( nl) } :
Zwaiywszy, e wyraZzenie w ostatnim nawiasie da sig przedstawi¢ w po-
staci:
1 1,1 (—1)»
1 e ﬂ + _QT + "3—! _I_ ----- + —;l!——
= (=1 (=) s
=1 — mEDT ol in inf,
- 1 1
=t O e e
mozemy réwnanie (4) napisaé w postaci:
f(n) =mnle? —I-(—l)“{ 1 —+ ... },
w1 () (i)

czyli
(5)[ad(b)] F®(0) = f(n) = nle-1 + (—1)s.

Poniewaz ¢ << jest dla kazdego dodatniego n», nie wyla-

1
n-41
czajae zera, ulamkiem wladciwym, f(n) za$ musi by¢ liczbg calkowita,
wiec dla nieparzystego™s jest ¢ réwne ulamkowej cgesci wartosci licze-
bnej wyraZzenia n!e~!, a dla parzystego m jest ¢ uzupelnieniem tejze
wartoSei liczebnej do liczby calkowitej.

‘W szczegdlnosei dla :

n = 0, 1, 2, 8, 4 B, s,
otrzymujemy:
n! = 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720,

nle=t = 08.. 08.. 07.. 22. 88. 441. 2648..
fw) = 1, 0, 1, 2 9, 44, 265,
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Podobniet znajdziemy z latwobcia nows posta¢ réwnania (3)-go :
(6)[ad(b)] F(+) =nl(1—e?) — (—1)¢.

5. Wyrazy, zawierajace tylko m oznaczonych elementéw prze-
katnej gtéwnej, nie beda zarazem zawiera¢ Zadnego z pozostalych n—m
elementéw tejée przekatnej, czyli: Przemiany, w ktérych tylko m ozna-
czonych skaznikéw nie zmienilo miejsca, sg zarazem przemiainsmi,
w ktérych Zaden z m—m wskaznikéw na swem miejscu nie pozostal.
Ich liczbg jest zatem:

(7)[ad(c)] SM(m) f(n—m) = (n—m)le—! 4 (—1)" ™ e¢.

Liczba wyrazéw, zawierajacych m jakichkolwiek elementéw prze-
katnej gléwnej, jest oczywiscie tyle razy wieksza od f(m—m), ile kom-
binacyj n-tej klasy bez powtdrzenr utworzyé moZna z n elementéw,
Jest nia wiec :

(B)ad(d)] Fom) =) fon-m).

Na podstawie ostatniego réwnania latwo wywnioskowaé, Ze liczba
wyrazéw, posiadajacych m lub mniej elementéw przekatnej gléwnej,
okresli sig wzorem :

» ) —- T n _
9) Fom-) = X F)f(n #,

za$ liczbg wyrazéw, posiadajacych m lub wigcej elementéw tejie prze-
katnej bedeie:

u=mn 5
(10) Fo)(mt) = 2 (‘u ) f(n—u).
Dodawszy nadto réwnania (9) i (10), otrzymamy toisames¢:
“=nn
(11)v n=J ( ) f(n—u).
u=0 \ 4

6. Liczba wyrazéw, zawierajacych 1, 2,8,. .., m oznaczonych
elementéw przekatnej gléwnej (nie wykluczajac n—m pozostalych), be-
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dzie przedstawiona przez sume m wierszy prawej strony réwnania (2).
Jest nig wiee:
$m(1,2,...,m) = (n—1)!

4 (n—11 — ( ; ) (n—2)

" ) -2y + ("5 Jmsy-t - 1= o e

= m(n-1)! - ( )(11—2)'—]—("') (n—3) —..... =+ (—1)"-t (n—m)!,
czyli!
(12)[ad(e)] F0N(1,2,. .., m)—_-’z‘”(—l)'“(’:)(n—r)!

Kladac kolejno w réwnaniu (8) m =1,2,3,.., m isumujae, otrzy-
mamy oczywiscie wzér na liczbg wyrazéw, zawierajacych jakiekolwiek
z m oznaczonych elementéw przekatnej gléwnej (bez innych elemen-
tow tejze przekatnej):

r=w

(13)[ad(f)] o (1.2, m)=2 (’r”) f (n—r).

7. DPrzejdziemy teraz do trzeciego przypadku, t, j. gdy rozwija-
my wyznacznik podlug k elementéw jednego wiersza (kolumny) i n—Fk

) Wzory (10) i (11) znajduje si¢- w wyZej wspomnianej pracy Wey -
raucha wnieco odmiennej postaci:

Fm4)=1 JFE‘.‘:( z) fl—p,

w=143 (") e,

pn=0

gdyt autor, zaznaczywszy stusznie, ze w rozwinigcin wyznacznik a nie ma
wyrazéw zawierajgeych tylko n—1 elementéw: praekatnej gléwnej, nie zau-
wazyl, ze f(n—m) staje sig¢ zerem dla m=n—1 i W sumowaniu niepotrzebnie

n
opuécil wyraz (”21) f (n—(n—1)), a zamiast (n ) f (n—n) polozyl 1.



326 . M Huber

réznych od nich élementéw przekatnej gléwnej, ktére razem "krétko
elementami x nazywaé bedziemy, przyczem uczynimy upraszczajace
zaloZenie, i% wiersz (kolumna) danych % elementéw nie zawiera zara-
zem Zadnego z m—Fk elementéw przekatnej gléwnej, czyli po prostu
elementami x sa:

) ‘ ®  x+1) (k+2) )
@1, A2y » o o o . s Qkks;  Op41,k4+1) Ok42, k425 « « + « « 1 Onny
albo tez:
- M (¥) (k+1) )
Oy Wky o o o o o s Akky Okt kdls o o 0 o o » Onn .

Ograniczymy sig do odpowiedzi na pytanie (a).

Rozwingwszy wyznaczniki podlug elementéw tego wiersza (ko-
lumny), ktéry dane % elementéw zawiera, zauwaZymy latwo, Ze znaj-
dujg sig one w k(n—1)! wyrazach (ktére procz tego i niektére z n—k
obranych elementéw przekatnej gldwnej zawieraé¢ moga). Pozostale wy-
razy w liczbie (n— k)(n—1)! sa sumg n—F% minoréw wyznacznika I, po-
mnozonych przez elementy rézne od danyeh (z odpowiednimi znakami).
Kazdy z minoréw posiada przytem w przekatnej gldwnej n—k—1 ele-
mentéw z, wskutek czego w rozwinigein daje -V (1,2,...,n-k-1)
wyrazéw, owe elementy posiadajacych.

Liczbg zatem wszystkich wyrazéw wyznacznika D, - ktdre ele-
menty x posiadaja, jest:

r=n—k—1

(14) Kn—1)l + (n—k) Y(—1y+ ("“’:‘1) (n—r—1)!

liczbg za$ wyrazdw, nie zawierajacych Zadnego z elementéw x, jest:

r=n—k-1

(15) (n—F) [ (n—1)! — 2 (=1 (”_7;_1) (n——r——l)!] .

\
r=1

W K_r-é.kowie, w paz’dzierniku 1902.



