MISCELLANEA.

I. Z elementarnej teoryi liczb.

1. Znanem jest powszechnie twierdzenie: Jezeli liczba calkowita
¢ dzieli iloczyn @ . b i jest pierwsza wzgledem liczby «, to dzieli liczbe .
Oto uogdlnienie tego twierdzenia: Jezeli ¢ dzieliiloczyn a.b,
to dzieli tez iloczyn 6.D, gdzie D jest najwigk-
szym wsp6lnym dzielnikiem liczb « i c.

‘W samej rzeczy, jezeli 1) jest najwigkszym wspélnym dzielnikiem
liczb @ i ¢, to najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb ab i ¢b jest 0D,
a poniewaz liczba ¢ dzieli liczby ab i b, wige dzieli tez liczbg 4.D.

Podamy zastosowanie tego twierdzenia.

Niechaj a, b beda dwie liczby calkowite, majace najwigkszy
wspolny dzielnik /). Jezeli pewna wielokrotnoé a.n liczby a jest
zarazem wielokrotnoscia liczby 4, to b dzieli n. D, a wiec n . D=b .z,
gdzie x jest liczbg calkowita; n = % Xy a.n=a. % z% ooz

= a.b .x. Stad, jakiekolwiek bedzie x, bedzie EDE & wielokrotnos-

D
cig wspdlng liczb @ . b, i kazda wielokrotno$¢ wspdlna liczb aid jest
tej postaci, A zatem najmniejszg wspdélng wielokrotng liczb a i b be-
a.b
D

Twierdzenie to daje sig uogélnié w ten sposéb: Jezeli liczby
a,b,¢...k | majg najwigkszy wspllny dzielnik D i jezeli ] dzieli
liczby a.m,b.m,¢.n...,k.n, to dzieli takze liczbg n . D.

dzie

W samej rzeczy liczby
a.n,b.n,c.n,....k.n,l.n

majg najwigkszy wspélny dzielnik n.D, poniewaz zaé ! z zaloZenia
dzieli liczby @.n, b.n, ¢c.n,...,k%.n, wigc musi dzieli¢ i liczbg n . D.
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Zastosowanie: Ile w ciggu liczb 1,2,...,7 jest liczb n takich,
ze liczby @ . %, b.n, ...,k .n sy podzielne przez I?
Wedlug powyiszego trzeba, aby liczba [ dzielila n . D, stad

nD=1.x,n= L .z i odwrotnie, jakiekolwiek bedzie i, liczby;

D
4 l l
a.jx, b.jx,...,k.ﬁx,
ktére moZzna napisaé tak:
a b k
jlx,j—lz...jlx

muszg byé wielokrotnosciami liczby [. A zatem wartosciami, ktére
mozZna nadaé liczbie x, sa: 1,2,8 ... D. Liczba tych wartodci
jest D. B. Niewegltowski.

2. Zadaniem elementarnem o kryteryach podzielnoseci
liezb zajmowalo sig wielu autoréw i wlasciwie kwestye te nalezy uwazaé
za wyczerpana, pod wzgledem teoretycznym. Mimo to, pojawiaja sig weiaz
artykuly w tej materyi, w ktérych podawane bywaja rozmaite reguly
praktyczne, dajgce latwe i mozliwie predkie sposoby przekony-
wania sig, czy dana liczba calkowita dzieli sig przez inna liczbe calko-
wita. Artykuly te zazwyczaj nie przynosza nic nowego; autorowie ich
odkrywajg na nowo reguly dawniejsze, ktore moze nie zdolaly sig nale-
zycie rozpowszechnié, Niektore wszakze z tych regul godne sa zapamie-
tania i moga z pozytkiem byé stosowane w wykladzie elementarnym.
Z tego powodu pozwolimy sobie zajaé tu niemi uwage czytelnika,

‘W niedawno ogloszonym interesujacym artykule: ,Carattere di
divisibilita per un numero intero qualunque“ (Rendinconti della Reale
Accademia dei Lincei, 6 pazdziern. 1901). prof, Gino Loria zaj-
muje sig¢ tem pytaniem elementarnem i pomiedzy innemi twierdzeniami,
dobrze znanemi, podaje kilka spostrzezen, z ktérych wynikaja reguly
podzielnosci liczb, do$é¢ praktyczne w zastosowaniu. Przytoczymy
jedno z tych spostrzezen, opierajace si¢ na rozkladzie ulamkéw zwyczaj-
nych na dziesigtne, ktérego teorya wiaze sig, jak wiadomo, Scile z po-

dzielnodcia liczb calkowitych jednych przez drugie. Niechaj ulamek —;-

zamienia si¢ na ulamek dziesigtny peryodyczny o m cyfrach w peryodzie:
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a

Un

— (% o fn) sy &) ;
_(10+°"+10".)+10~(10+ oot Fee
Otrzymujemy stad :

10*—1

P =d,+ 10a,_1+4 ...+ 10""%¢q,-} 10"1q,,

a wiec liczba catkowita « jest wtedy dzielnikiem liczby 10" — 1. Wia-
domo za$ z teoryi liczb (i latwo dowies¢ tego elementarnie), ze jezeli
liczba N, napisana w ukladzie dziesigtnym, jest podziélna przez liczbe
calkowita, ktéra jest czynnikiem liczby 10» — 1, to wtedy suma liczb,
jakie otraymujemy, dzielae cyfry liczby N na grupy po w cyfr, pocsy-
najac od r¢ki prawej, jest podzielna przez a, i odwrotnie. Mozemy

1
zatem z rozkladu ulamku - na ulamek dziesigtny peryodyczny ko-

rzystaé, jezeli idzie o znalezienie kryteryum praktycznego podzielnoseci

przez liczsbg a. Regula ta upraszcza sig jeszeze, jezeli liczba m jest

parzysta i réwna np. 2v; wtedy bowiem, jek tego Iatwo dowiese,

w rozkladzie wyzej podanym bedzie ¢t,11=9 — a,, @42 = 9 — ay,
., Q=9 — a,, a podstawiajac te wartoSci, otreymamy:

10741
+—=a,,+10a,,_1 +...410""aq, 41,

a

Mozna w tym przypadku zastosowaé twierdzenie: ,Liczba N, napisana
w ukladzie dziesigtnym, dzieli si¢ przez liczbe calkowita a, bedaca
czynnikiem liczby 10* <}~ 1, jezeli suma naprzemienna 1) liczb, jakie
otrzymujemy, dzielac cyfry liczby N na grupy po # cyfr od reki prawej,
jest podzielna przez a, i odwrotnie*“.

Tak np, —;— zamienia si¢ na ulamek dziesigtny peryodyczny, ma-

jacy szeéé cyfr dziesietnych; stad wynika, Ze liczba calkowita jest po-

) Sume¢ naprzemienng nazywamy sume, ktérej skiadniki bierzemy
naprzewmian ze znakami wigcej i mniej, a wiee pierwszg ze znakiem +-, druga
ze 2nakiem —, trzeciy ze znakiem + i t. d.
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dzielna przea 7, jezeli suma naprzemienna liczb, jakie otrzymujemy,
dzielae liezbe dang na grupy trzycyfrowe, jest podzielna przez 7.

Przyklad: 16|864|986|215; suma naprzemienna wynosi:
(215 - 864) — (986 -}- 16) = 77, a zatem liczba jest podzielna przez 7.

‘W nocie swej podaje jeszcze Lioria dowdd inny znanej oddawna
reguly praktycznej, ktéra brzmi tak: ,Aby liczba N byla podzielna przez
liczbg calkowita a, jest koniecznem i dostatecznem, aby pewna wielo-
krotno$é dziesigtkéw liczby N, powigkszona lub zmniejszona o pewng
liczbe jednostek tej liczby byla wielokrotnoscig liczby a“. (Przez
dziesiatki nalezy tu rozumie¢ calkowity liczbe dziesiatkdw, zawartych
w liczbie danej).

Regula ta okazuje sig nieraz bardzo praktyezna, zwlaszeza wtedy,
gdy wielokrotnos¢ dziesiatkéw liczby N jest réwna samej liczbie dzie-
siatkéw, W notatce, ogloszonej w ,Zeitschrift fiir mathem. und na-
turwiss, Unterricht“ t. IIL. 1873, podaliémy szereg kryteryéw, opartych
na tej regule, a nastgpnie w notatce, ogloszonej w ,Muzeum* ¢, II.
1886, uogdlniliémy te regule dla jakiegekolwiek ukladu liczenia, Polega
ona na nastgpujacem prostem twierdzeniu elementarnem: ,Liczba
N =ap -+ b jest podzielna przez liczhg R = ¢p + d, pierwsza wzgle-
dem d, jezeli podzielng jest przez R liezba a — br, gdzie r jest liczba
calkowity, czynigca zado$é réwnaniu nieoznaczonemu Rl dr = c“.
Tu liczba p jest podstaws ukladu liczenia.

Znalezienie kryterydw specyalnych na zasadzie tej reguly spro-
wadza sig do wyznaczenia w kazdym danym przypadku odpowiedniej
wartosci liczby calkowitej ». Otéz Iatwo wykazaé, Ze gdy liczby
Ria sy wzglednie pierwsze, kryteryum powy#sze, polegajace na po-
dzielnosci przez R liczby @ — Ur, sprowadza sig do kryteryum podziel-
nodci liczby pr - 1 przez IR; wynika to z toZzsamosci

Net+a—br=(ap+b)yr+a—br=a(pr41).

Okoliczno$é ta pozwala latwo wyznaezaé licabe » w kazdym
ukladzie liczenia. Tak np. dla ukladu dziesigtnego mozna latwo utwo-
rzyé nastepujacy tablice:

BR=3|1 l ,11|13‘17‘19‘21123‘29"n'3“41’43
|
r=2 }--4 5 -2' 2 I—7|—3[ 3 |11 4 '—13
albo — 1 albo—1 : |
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Stad wynikaja miedzy innemi np. nastepujace znane reguly praktyczne:
,Liczba N jest podzielna przez 7, jezZeli jej liczba dziesiatkéw zmniej-
szona o podwdjna liczbe jednosci jest podzielna przez 7¢; ,Liczba N
jest podzielna przez 13, jezeli jej liczba dziesiatkéw, powigkszona
o poczworng liczhe jednosci, jest podzielna przez 13“; Liczba N jest
podzielna przez 29, jezeli liczba jej dziesiatkéw, powigkszona o potrdjng
liczbg jednosci, jest podzielna przez 3“.

Inne reguly czytelnik latwo sam odezyta z tablicy i z latwoscia
wyprowadzi¢ moze reguly dla kazdego szczegélnego przypadku.

W zastosowaniu kryterya te sa latwo i nieraz szybko prowadza
do celu; to naprzyklad nastepujacy rachunek, wykonany wedlug
jednej z regul powyzszych, przekonywa, ze liczba 45588 jest podzielna
przez 29:

45588
24

458|2
6
464

12
58 =2.29.

Rachunek taki w wielu razach wykonywa sig szybciej i prosciej ‘od
dzielenia,

Pokazemy na przykladzie zastosowanie tego kryteryum w innym
ukladzie liczenia. Chcemy np, znalesé kryteryum podzielnosci przez liczbe
R= czterdziesci jeden w ukladzie trdjkowym. Liczba czterdzieSci jeden
w ukladzie tréjkowym wyraza sig w ten sposéb: R=1112=111. p+ 2,
gdzie p jest rowne trzem, Aby otrzymaé 7, pomndimy 1112 przez
liczbg 2 wzglednie pierwsza z liczba 3, bedzie 11122 =—10001;
mozna tedy przyjaé r — 1000; skad wynika, Ze liczba N=ap -} b
w ukladzie tréjkowym bedzie podzielna przéz liczbg R = 1112, gdy
@ — 1000 b jest podzielne przez 1112, (Moznaby zreszts kryterya te
otrzymaé z kryteryum w ukladzie dziesiatkowym dla liczby 41). Tak
np., ze liczba 10012120 w ukladzie tréjkowym jest podzielna przez
liczbg 1112, przekonywa nastepujacy prosty rachunek, wykonany na
podstawie powyzszego kryteryum :
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10012120
2000

2112[1
1000

1112,

Przytoczone przez nas wyzej kryterya praktyczne podzielnosci
przez liczby calkowite, nalezs do dwdch kategoryj. Kategorya pierwsza
obejmuje sposoby, polegajace na rozkladzie cyfr liczby badanej na
grupy, zawierajace po jednej, dwie, trzy i wiecej cyfr i wyznaczaniu
sumy (lub naprzemiennej sumy) liczb grupowych: do tej kategoryi
naleza znane cechy podzielnosci liczb w ukladzie dziesiatkowym przez
8,9, 11, wyzej na stronie 255 podane kryterya podzielnosci przez
7 it d.. Kategorya druga polega na korzystaniu z kryteryum, wyraza-
nego wzorem a—0r; naleza do niej cechy, przedstawione przykladowo
na tablicy, podanej na str. 255. Istnieje wreszcie trzecia kategorya, pole-
gajaca na tem, Ze cyfry liczby badanej mnrozymy przez odpowiednie dla
kazdego dzielnika okreslone liczby dodatnie lub ujemne i nastgpnie
bierzemy sumg iloczyndw,

Sposéb ten wynika z metody ogdlnej, opartej na teoryi reszt po-
tegowych, W niektérych przypadkach kryterya na tej wlasnoSci oparte
szybko prowadza do celu. Do nich naleza jako szczegélne przypadki
kryterya podzielnosci przez 2, 5, gdzie wszystkie cyfry, procz cyfry
jedno$ci, mnozymy przez O, cyfre zas jednosci przez 1; kryteryum
‘podzielnosci przez 4, gdzie wszystkie cyfry mnoZymy przez O, précz
dwdch ostatnich t, j. cyfry jednosci, ktéra mnozymy przez 1, i cyfry
dziesigtkdw, ktérg mnozymy przez 2 i t. d.

Zreszty wszystkie trzy kategorye kryteryéw sa tylko pozornie
rézne; w rzeczy samej mozna nawet droga elementarna, bez potrzeby
odwolywania si¢ do ogdlnej teoryi reszt potggowych, z jednej kategoryi
przechodzié do drugie;j. S. D.

II. Pewne zagadnienie o hyperboli.

Znale$é krzywa plaska taka, aby styczna w kazdym jej punkcie
M byla dwusieczng kata F'MF, gdzie F i F’ s3 punkty dane.

Wezmy spolrzedne Descartes’a tak, aby prosta FIF' = 2¢
byla osig x, a prostopadla w $rodku prostej FF'’ osig y.
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Dajmy, %e dwusieczna kata F’MF przecina o§ 2 w punkcie N.
Na zasadzie znanego twierdzenia bedzie:

F'N _ NF

MF'— MF’
daje tu zwiazek:

(et y—y __ (c—2)y+y
Vietep+y*  Vie—o)'+y’

1)

nielatwy do zcalkowania.
Wyrazajac, ze kat F'MN = katowi NMF', moiemy napisaé:

@) y(@eto)—y _y+ (c—2)y
' @+ +vy (=) +yy

Kazde z réwnan (1) i (2) rozwiazuje zagadnienie,

Dzielac jedno przez drugie, otrzymujemy :

() 4y (x—c)+yy'

@ Viatorty  Via—orty"
czyli:
2V etor+v=2 ) @ortv

co bezposrednio sie catkuje i daje:

Vie+et+y: — V(z—c)+y? = const.

Jest to réwnanie hyperboli,
Spélrzedne dwubiegunowe dalyby bezposrednio dr = dr”.

B. Niewgglowski.
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III. Z rekopiséw Harriota.

Matematyk wloski p. G. Vaccal), bawiac w sierpniu r. z.
w Londynie, zbadal rekopisy matematyka angielkiego Tomasza H a r-
riota (1560—1621), przechowywane w Muzeum Brytanskiem, i do-
szed! do kilku interesujacych wynikéw, Pierwszy z nich dotyczy py-
tania, kto pierwszy odkry! znane twierdzenie o obliczaniu pola tréjkata
kulistego. R. Baltzer w dziele: ,Elemente der Mathematik“. T, H,
wyd. 3-e Lipsk 1870, str. 67, twierdzi, ze odkrycie to zawdzigczamy
matematykowi Albertowi Girardowi, ktory w dziele p. t.: ,Invention
nouvelle en algébre“ w r, 1629 twierdzenie to podal; nastepnie w r. 1632
oglosil je matematyk wloski Cavalieri w pracy: ,Directorium gene-
rale uranometricum®, Za Baltzerem poszedl M, Cantor w swojej
»Historyi matematyki (Tom II, wydanie 2-gie. Lipsk 1900, str. 709),

Matematyk polski Brozek w piSmie swojem ,Apologia pro
Aristotele et Euclide contra Petrum Ramum®“, Gdansk 1652, podaje
regulg do obliczania powierzchni wielokata kulistego ,ex antiquis in
Vitellonem notis* i stosuje je do tréjkata, twierdzac, ze wedlug Henryka
Briggsa, geometra angielski Tomasz Harriot pierwsszy
uczyl obliczania powierzchni trojkata kulistego. R. Baltzer w cy-
towanem wyzej dziele pisze: ,Die Regel fiir die Berechnung der Fliche
eines sphérischen Polygons wird von Broscius (Apologia etc.) ,ex antiquis
in Vitellonem notis“ angefiihrt. Diese Hinweisung sowie die Notiz
desselben Autors: ,demonstratio amplitudinis anguli solidi refertur ab
H. Briggio ad T. Harriotum — ermangeln bis jetzt der weiteren Bestéi-
tigung“, Zdanie Baltzera podziela J. N. Franke w swojej
wielece cennej pracy: ,Jan Brozek, akademik krakowski 1685—1652.
Krakéw 1884 (str. 244—245).

Poszukiwania p. G. V acca stwierdzaja, ze istotnie Harriot
pierwszy zajmowal sig tym przedmiotem, Ze wigc wiadomosé podang
przez Brozka nalezy uwaza¢ za uzasadnions. Briggs w lidcie

1) Bulletino di bibliografia e storia delle scienze matematiche 5. (1902),
8tr. 1—6, poréwn. Notizie storiche sulla misura degli angoli solidi e dei poli-
goni sferici. Bibliotheca Matematica (3). 8. 2, s. 191 -197.

Wiad. mat. VI. 1902, 18



260 Miseellanea.

do Keplera daty dnia 20 lutego 1625 r. (Kepleri: Opera omnia
ed. Frisch, Frankfurt 1863, str. 661) pisal: ,Cum doctissimus vir et
geometra Thomas Hariottus, Jonge peritissimus invenerit modum me-
tiendi angulum quemlibet solidum, ab angulis planis comprehensum,
quantitatem anguli solidi tetréadri hic adjungendam censui, ut constaret,

quam longe recedant a vero, qui arbitrantur, 12 angulos tetraédri com-
350958

plere locum solidum, Valet enim angulus solidus tetraédri 1000000
anguli solidi recti, ita ut locus solidus capiet 11 huiusmodi angulos et
amplius, Cum propediem expectemus et exoptemus ipsius auctoris li-
brum posthumum; qui istud problema inter alia multa ejus acutissima
scripta nobis patefaciet, modum mensurandi illi integrum relinquam; ne
illi quicquam proripuisse aut ipsam rem non pro dignitate tractasse
videar“. W rekopisie za§ Harriota (mss. ad 6787 fol, 106) zna-
lazl p. Vacca ustgp wlasnoreczny matematyka angielskiego tresci
nastepujacej: ,Inveni rationem accuratam mensurandi superficies
triangulorum sphaericorum 18 sep. 1603, Et ist talis; Adde simul omnes
angulos trianguli, inde detrahe 180, quod superest fac numeratorem ad
360. Dico quod illa fractio exprimit partes haemisphaerii quae continet
triangul: vel tot gradus numera in circulo magno quot sunt in numera-
tore et a polo illius circuli descendunt duo quadrantes terminantes illos
gradus, dico quod hoc triangulum aequatur triangulo sphaerico praedicto“,
‘Dalej w mis. ad 6785, fol, IV, fol. 119 r, odezytal p. Vaceca: ,Canon
universalis pro superficie cuiuslibet polygoni sphaerici, Adde omnes
angulos cuiuslibet polygoni simul, a summa subtrahe toties 180 quoties
pbssibile: dimidium reliqui aequale ist superficiei polygoni®.

Tak wige Harriot istotnie wyprzedzil innych matematykéw
.w odkryciu reguly na obliczanie tréjkata kulistego, ale rekopisy,
w ktorych te odkrycia si¢ znajdowaly, pozostaly nieogloszone, tylko wia-
domos¢ o tem, dzigki Brig gs o wi, rozeszla sig wirdd matematykéw.

- ‘W innym rekopisie niewydanym Harriota p.t.: ,De numeris
triangularibus et inde de progressionibus arithmeticis magisteria magna*,
znalazl p. Vacca fragmenty stwierdzajace, Ze praca ta zawierala
wiele wlasnodci spétezynnikéw dwumianowych, odkrytych pdzniej przez
‘Pascala, Fermata i innych. S. D.
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1V. Tablica krzywych pénalgébraicznych; wedtug prof.

G. Loria 1).

W poniZszej tablicy, liczba n oznacza stopien krzywej, » jej

porzadek, Te dwie liczby odnoszg si¢ do réwnania rézniczkowego
krzywej:

F(@y.y)=Zf (@y)y" =0,

gdzie y’ jest pochodng rzednej y wzgledem odcigtej x; f,,..., [, sa
wielomiany, nie majace wspdélnego czynnika; » — stopien wielomianu

najwyzszego stopnia.

a 3
. Krzywe W (Kleina i Lie go), (%) =(—)l

. Kochleoida, p=a

n=1y=1

Spiralna logarytmowa, o = ae“®,

Logarytmika czyli logistyka, y = 0 log ——2— .

—ytgl

. Krzywa Debeaune’a, £ =1y cotgd— n cotg?1 4 ce *

Y
]

’n:l,'y=2.

Kwadratryca Hippiasa lub Dinostrata, y=.z:cotg72z—'::-,

Tangentoida, y = b tg i .

sin @

a

Logarytmika odwrotna, y = le® .

2
. Lemniskata logarytmowa, y?= x? log (%,) .

) Patrz ,Przeglad literatury“ w zeszycie niniejszym str. 288 i-dalsze.
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n=2v=1.
10. Cykloida zwykla, =1 (¢p—sin @), y =r (1—cos p).
11. Cykloida Fermata, x = kr (p—sin ¢), y =r (1—cos p).
12, Cykloida Laisanta, x =Fkr (p—sinhe), y=rcoshep.
13. Krzywe L e goux’a (okreslone przez réwnanie rézniczkowe).
14. Krzywa dzwonkowata G. Fontany, y = V—log a.
16. Curve of logarithmic sines, y = log V/'1—a?.

n=29=2,
16. Cykloida drugorzedna Michala Aniola Ricci,

= Ry — rsin ¢, y = r (1—cos ¢).
17, Spiralna hyperboliczna, ow = a.
18. Cyklojdy wydluZone i skrécone, & — r¢p—d sin ¢, y = r—d cos ¢.
7 __ 42
19. Rozwijajaca kola, w = —Vi-—a — arc cos — .
4
20. Sinusoida (w szczegdlnosci kwadratryca Tschirnhausena),
. X
y=2>sin -
7__ 3
21, Traktorya, w = M__Q_ — arc cos 2
0 a
e 2 _=
22. Lancuchowa, y = 5 (e +e <)
. . nw

23. Spiralna Poinsota, o cosh—b-— =n.
24. Klos, o = a sec uw.
25. Krzywa Lissajous’a, 2= asin (ml + a), y ="0 sin (nt | B).
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26.

217.

28.
29.
30.
31.
32,

33.

34,

n=1,»=3.

Krzywa (Lituus) Cotesa, o> = a’w.

=2,y=3.

dy

Izochrona paracentryczna, éﬁ

n=2yv=4.

Spiralna Archimedesa, p=aw.
Spiralna sum, g = ¢ cosh (nw).
Spiralna réznic, ¢ = ¢ sinh (nw).
Konchospiralna, ¢ = ae”® -} b.
Epicykloidy (lub hypoeykloidy) zwykle,
n+41

’

ﬁ|t§ %la

n+41
n

=0—.
Va V aly—y3

e cos np — cos (n-+41) g .

sin np — sin (n41) .

2 4 p3

Krzywa Delaunay'a, a:=f , y £

V& ady?—(y'1b?)?

2
Krzywa C. Sturma, a:=f ydy .
V(a*—y?) (y*—b*)
2
. Complicata tractrix, v = Me—e — arc cos —i— .

a
_— Tl
. Konwoluta kola, w = —‘1;1/ 99——(%) ~ arc sin %

. &
. Sinusoida eliptyczna, y = b sin -
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38

39.

40.

41.

42.

43,

44.

45,

46.

Sekantoida, y = b sec i:—' .

— —Vie—p
Sintraktorya, x—-V k3—y? = a loinTk—l .

o 2a x—x? P
Vid—(2az—ad) 0"

Krzywa sprezysta, y = f
Réiowata, p = Esinw.

n=2,v=26.

Spiralna paraboliczna, (9 — @)? = 2pw .

doV 2 (a®+1?) o?—p* n*

Traktorya kola, w = f

e (e*—n?)
Epicykloidy (i hypocykloidy) wydluzone i skrécone:
A h
= o8 np — - cos (n+1) @,
Y nng — Mg
5 Sinng ;- sin (n+1) .

n=4,y=1.,

Krzywa.poludnikowa bryly o najmniejszym bporze:

/ 3 1
x=“(4—p4+;a+1°gp)+°’

g= a (14p°)*
= s .
n==4,v —4.

Krzywa, ktéra winna toczyé si¢ po prostej, aby jej punkt opisal

bdo

okrag kola, w = f — O
eV(a—e)*—b*
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n=4,y=8.

47, Spiralna Galileusza, p=a — bow’.

48, Spiralna Norwicha lub Sturma, y:f—(e—i—&
. eV2co—¢
n=4, v=10,
Vo—a.do dg

49. Izochrona Varignona, w=-—= f—
VE —e )
Mozna dowies¢, Ze panalgebraicznemi sa wszystkie spiralne para-
boliczne (o* = a" w”) i hyperboliczne (9" w™ = a™) i wszystkie spi-
ralne algebraiczne t.j. krzywe, ktérych rownania sg postaci £ (o, w)_ =0,
gdzie f jest funkcys calkowita wymierng. :
Za pomocy tychze metod mozna przekonaé sig, Ze nie s a,
panalgebraicznemi krzywe nastepujace: '

IR I ST

0 R TR

—_— 4 2
Klotoida E.Cesaro, x=aancosﬂdv,

i 3
y:aVn/-Sinﬂdv.

. 2
[}
qlog%dg
Krzywa Eulera, o = ’ ',--
Qy 92_(alog—§—) S

Krzywe Mercatora lub Sumnera,

cosh y=m cos &, |m | < 1, sinh y==n sin z, y= +log cos x.

y .
. . = x .\
Lanicuchowa réwnego oporu, €4 cos - = 1. '

Lemniskatryca, sin 4y = i cos Z.
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Logarytmika dodawania i odejmowania, y=1{ log( 1+ %) ,x=llog 1.

Spiralne sinusoidalne (9" = a”, cos nw) sa panalgebraicznemi
tylko wtedy, gdy skaznik % jest liczba wymierna i wtedy sg wprost
algebraicznemi, toz samo stosuje si¢ do krzywych ¢ =a cos *w.

V. Wyrazenia spétczynnikéw w rozwinigciu na szeregi ano-
malii mimoS$rodowej, anomalii prawdziwej i promienia wodzg-
cego drogi ciala niebieskiego.

W ,Annales de 1’'Observatoire de Paris“. T. I, podaje Lever-
rier rozwinigcia anomalii mimosrodowej, anomalii prawdziwej i pro-
mienia wodzacego na szeregi wedlug wstaw i dostaw wielokrotnych
anomalij srednich. Rozwinigcia te uZyteczne sg szczegdlniej w przypadku
malego mimosrodu,

Niech % bedzie anomalia mimosrodowa, ! anomalia $rednia,
f anomalia prawdziwa, » promieniem drogi ciala niebieskiego,
wtedy:

1) u—l_—::‘:'A,,sinkl; r=§Bkcoskl; f:zo,‘oc,,sinlcl.

k=0 k=0 k=0

PomnoZywszy pierwsze i trzecie z tych réwnan przez sin kldl, drugie
przez cos kldl, calkujac w granicach od O do n i uwzglednia-
Jjac znane wzory:

T

fsin klsinhldl =0, [cos Iklcoshkldl =0,
0

7T E

fsin”kldl=%, fcoszkldz=g,
0 0

otrzymamy :
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/ 3 3
( f(u—l) sinkldl=[A;, sin? kldl=Ak%,
0 )

2) f 7 cos Il dl = f B cos? Il dl =Bk§ :
. )

0

[(f_ z)sinkm1=[ok sin? Hl.dl = Cy ..
‘0 0

Zwazywszy zas, Ze wielkosci [, », f i dl moga byé wyrazone w funk-
cyi wielkosci u, i wykonawszy calkowania przez czesci, mieé bedziemy:

T

[ 4 P = /c2n ) / cos (ku—Fke sin ) du ,
0
2a g .
(3) B,= [ (1—e cos u)? cos (ku— ke sin u) du,
T
0
s —ke si
0, — 2V1 ef cos (ku—Fke sin w) du |
kn 1—e cos u

0

(k=0,1,2...00).

Spélezynnik B, mozna wyrazi¢ w formie skonczonej:
, 1
4 Bo=a(1+'§‘32),

dla innych za$ spélczynnikéw przy pomocy wzoréw (3) otrzymujemy
wartoSci przybliZone.
Leverrier podal wzory ogélne na spélezynniki A, i B;.
Powtarzamy je tu, wyprowadzajac zarazem wyrazenia na spol-
czynniki Cj, ktére w wymienionych wyZej rocznikach sig¢ nie znajduja;
dane sg one tam tylko w wartosciach liczebnych.. Zacznijmy od spél-
czynnikéw A;.
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Zamiast

cos (Jets — ke sin w) = cos ku cos (ke sin w) - sin ku sin (ke sin u)

mozemy napisaé :

-

cos ku( 1 k2e? sin? u Ktet sint . k8eb sin® 4. )
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6
(5) ,
+ sin ku(ke sinw k33 sind _ _k"'ei sm_5 12 . )
1 1.2.3 1.2.83.4.5

WyraZajac sin? 1 przez wstawy i dostawy lukéw wielokrotnych,
otrzymamy wyrazy, zawierajace sin ku sin pu, cos ku cos pu, z ktérych
przy calkowaniu pozostana tylko te, gdzie p =F%. Zatrzymujac tylko
te wyrazy i wykonawszy calkowanie, mamy:

1 el L ke L e
% i = 1—(—2;;)’0{1_(2]0_;1) +1 .2.((?c4jj))(k+2)
®) (—;—ke)6

12,3, (k1D (ek2) ) +}

Poniewaz za$:
(7) -Bk =T T

o czem latwo sig przekonad, jezeli w (3) przecalkowaé Bj przez czedci,
zrézniczkowaé 4, wzgledem e i poréwnaé oba rezultaty, bedzie :

lke * lke !
" 3a B =— 1(22)k {l_kzc_lil) : T )
4 (5 k) ki (5 He )

+ RO (k+2) 1.2 k(k+D)(kF2)(F3) 1.2.8 T

b
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Wyrazenia na spélezynnik C; mozna wyprowadzi¢ podobnem
rozumowaniem co na spélezynnik A, nalezy jednak wziaé jeszcze pod
uwage iloczyn: ‘

1 1 1. 1
(1—e?)?2 (1—ecos u)~! = (1——§- e?— §e4— 16 es-—...)
®) > (14 ecosu—e?cos?u—...),

ktéry w wyraZenie na 4, nie wehodzi,

Pomnozywszy przez siebie wzory (5) i (9) i zwazywszy, Ze przy
calkowaniu nalezy zatrzymaé nie tylko wyrazy, zawierajace cos? ku
i sin? ku, ale i te, ktére zawieraja cos ku cos pu cos hu, gdzie
h=Fk-+ p, albo h=1Fk — p, poniewaz:

/ W 7
[ cos ku cos pu cos (k + p) w du = —;— f cos? (kp) w du
‘0 0
1 3 T
+—2~fcos(lc—p)ucos(/c—l—p)udu= T
0
(10) )
1
[ cos ku cos pu cos (k—p) u du= 5 | cos (k+4p)u cos(b—p)wdu
) 0
1 ; o
+—2-‘[cos2(k-—_p)udu_-z .
0
/ 7 . a
f sin ku sin pu cos (k-+p) w du = — 5 f cos? (k—+p) udu
0 0
1 d b o —
—I—?/cos(k—p)ucos( +p)ucu._——4— )
(11) ’
l” 1
[ sin J sin pu cos (k—p) u du=— 5 | cos (le+p)u cos (k—p) udu
k) 0
1 3 n
-+ 2 [ cos? (k—p) u du = 1
0
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otrzymujemy na C) wzér nastepujacy :
, k
t12) ? C]; =

gdzie:

P={1 —2(5)2—2(%)4—4(76)6—...},

1{9 » (Ee;)ll+2
M= 2 2
\1.2.3...p 1.2.3...p(pF+1)
fee\p+4 Le\p+6
N S
1.2.1.2.8..p (p+1) (p+2) 1.2.3.1.238..p(p+1) (p+2)(@+3) ' "™

e\¥

SETSINTS

(k—p+4) (k- p+3) k—p+4  (k-p+6) (k-p+5) (k—p+4) [ e \*—2+6
+ 7+ s) 7+

1.2 1.2.3
k42

e
(k+p+4) (k+p+3) I e )"’L"+4 +... } ,

1.2
p=0,1,23,...,kk+1,k42...

W wyrazeniu na M nalezy k—p braé zawsze dodatnie, bo cos (k—p)
= cos (p—Fk); wyrazy poprzedzone znakami 4 braé ze znakiem -}
dla p parzystego, ze znakiem — dla p nieparzystego; w pierwszym
bowiem razie moga istnieé tylko calki typu (10), w drugim typu (11)
(wynika to z wyrazenia na C} jako iloczynu (5) przez (9)). Dla p =0
wyrazy, poprzedzone znakami -+, nalezy pominaé, gdyz w tym razie calki

typu (11) znikng, a calki typu (10) zamienia si¢ na catki / cos? ku, ktore

JuZ sa w wyrazeniu osobno uwzglednione, Marya Bronska.



