0 SPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH
PUNKTU I PROSTEJ

napisal

Kazimierz Cwojdzinski,

W tomie IV ,Wiadomosci matematycznych® znajduje sig na
str, 44—51 przeklad pracy p. G. Loria ,O spélrzednych bieguno-
wych*, w ktérej autor wprowadza takze ujemne promienie wodzace do
rachunku, .

Podajemy tu kilka przykladéw, ktére nadajg si¢ do wykazania
uzytecznosci tej prostej mysli, a nastepnie wprowadzimy analogiczne
spélrzedne biegunowe prostej, ktére sg wzgledem spol-
rzegdnych Plickera dla prostej tem, czem sg spélrzedne biegunowe
zwykle wzgledem spolrzgdnych Descartes’a dla punktu,

S. Gundelfinger podal w ,Archiv der Mathematik und
Physik“ (serya 3, tom II, str. 356) twierdzenie nastgpujace:

Na kazdej prostej wychodzacej ze stalego
punktu Q odcinalemniskata (ogélna)cztery punkty
P;, tak, seiloczyn QP,.QP,. QP,. QP, jest staly.

Dodal jeszcze p. Gundelfinger, Ze twierdzenie to daje sig
rozciggnaé na kazda krzyws rzedu 2m-tego; jezeli wszystkie wyrazy
réwnania jej wzgledem zmiennych (spdlrzednych Descartes’a
prostokatnych) rzedu 2 n-tego zawarte sa w wyrazie (x? - y?)*.

Twierdzenie to daje sig nader latwo udowodnié '), jezeli przyj-
miemy wladnie wyZej wspomniane spélrzedne biegunowe z rozsze-
rzeniem p. G. Loria.

Oznaczmy symbolicznie strong lews réwnania rzeczonego typu
krzywych przez @ (2, y) =0, t. j. poléimy:

1) Dowéd tego twierdzenia znajdzie si¢ takze w jednym z prayszlych
zeszytéw ,Archiv der Math. u. Phys.“.
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G (@ 9) =@+ ¥y + (9o 91-- - - L2, Yl . ..
+ (b5, 0, 0 2,9)' +a=0
i podstawmy nastepnie :
z=uz+a; f'/=?/1.+/3,

a otrzymamy znéw réwnanie tego samego typu t. j.:

G, (@1 ) = (@3 93+ (. Lo g .
+¢.. 0%, y) '+ G (a, ) =0,

gdzie G (a, f) oznacza wynik podstawienia spélrzednych a, § za z, y
w réwnaniu (1). Gdy obecnie wprowadzimy w réwnaniu (2) spél-
rzedne biegunowe, kladac: )

(1)

(2)

ry=rcosd; y,=rsind

bedziemy mieli :

rr (L) (L) + 6 (e, ) =0,

z teoryi réwnan za$ wynika, Ze miedzy 27 wartosciami na r zachodzi
zwigzek : ’

(8) 7.7y ..r3 ..... 790 = G (a, f).

Dlugosci r sg, jak wiadomo, liczone od stalego punktu (a, §) odniesio-
nego do dawnego ukladu (1), a% do kazdorazowego przecigcia sig pro-
mienia wodzacego z krzywa. Ten iloczyn, ktéry, jak widoczna,
od wartosci kata J jest niezaleZny, nazwijmy ,po-
tega punktu wzgledem krzywej G(x, y)=0"

Udowodniwszy twierdzenia p. Gundelfingera, otrzyma-
liSmy réwnocze$nie nastgpujace :

Jezeli w réwnaniu krzywej typu G(z,y)=0
podstawimy za iy spédlrzedne dowolnego punktu
(a, B), to wynik podstawienia stanie sig réwny po-
tedze owego punktu wzgledem krzywej.
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Z réwnania (8) wynika dalej, Ze réwnaniem miejsca punktéw
réwnych poteg wzgledem dwu krzywych rzedu réwnego i typu
G (z, y) jest: :

G (@, y) — Gy (x,y)=0,
a z toZsamosei:

(61— @y) (G, — Gy) + (G — Gy) =0

wynika, Ze trzy miejsca punktéw réwnych poteg
wzgle¢dem kazdych dwu z trzech krzywych rzedu
réwnego itypuG(x,y) naleza do tego samego pegku.

Co powy%sze twierdzenia czyni najciekawszemi, to moze ta oko-
licznodé, ze do typu G (%, y) = 0 naleza nastepujace z pomigdzy po-
spolicie znanych krzywych: kolo, jajo Cassiniego, lemnis-
kata Bernoulli'ego, $limakowa Pascala kardioida
it d

Krzywa, ktérg p. Loria podal jako przyklad na str. 49 rze-
czonej pracy:

@+ 97 —4R@ + 1) + 4R at =0

nalezy tez oczywiscie do typu @ (x,y) =0; do niej stosujg sig zatem
wyprowadzone wyzej twierdzenia. Précz tego posiada ta krzywa
jeszcze jedne ciekawa wlasnosé, ktora sig odnosi do promieni poprowa-
dzonych z jej $rodka.

Kladac w jej réwnaniu =1 cos ¥, y=="rsin ¢ i dzielac przez 12,
otrzymamy :

r*— 4 Rr?+4R%cosd=0;
stad, poniewaz réwnanie to jest wzgledem #? jest stopnia drugiego,
wynika :
r?4r?=4R.

A zatem: krzywa (2% 4?)® —4R (2492 +4 R*2?=0 wy-
znacza na pélprostej wodzacejzjej sSrodka dwa
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punkty takie Ze suma kwadratéw ich odleglos$ci
od srodka jest stala (i rowna 4 R).

Podajmy nakoniec pewna wlasnosé pokrewna, odnoszacg si¢ do
stozkowych.

Z réwnania biegunowego krzywej rzedu 2-go:

-
1-4ecosd ’

Y=

wynika dla ¢, =a i Jy=a -+ 180

v »

rYr, —m ——, Oraz 7y, — —— ,
1™ 1+4ecosa ’ 2™ 1—ecosa

Rugujac z tych dwu réwnan e cos a, otrzymamy zwigzek :

27, .1y —
rtr,

Awige: na kazdej krzywejrzedu 2-go odcina prosta,
przez jedno z ognisk F idaca, dwa takie punkty
P, P, 7e $rednia harmoniczna odcinkéw FP, i FP,
2 FP, . FP,

FP,+FP,

t.j. wielko§¢ jest stalairéwna parame-

trowi p.

Przejdzmy obecnie do spélrzednych biegunowych prostej.
Spétrzednemi Pl ckera linii prostej, odcinajacej na osiach
prostokatnych X i ¥ odeinki @ i , nazywamy dwie wielkosci u i v,
okre$lone réwnaniami :
| 1
U=— =

Nazwijmy spélrzednemi biegunowemi linii pro-
stej dwie wielkodci g i @, z ktdrych pierwsza okresla sig réwnaniem:
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1

="

gdzie p jest dlugoscia prostopadlej z poczatku ukladu na tes proste,
a @ katem, ktéry ta prostopadla czyni z osig X.

Wychodzgce z tych okreslen, otrzymamy hezposrednio wzory, slu-
s3ce do przejScia od ukladu Plickera do ukladu
spéirzgdnych biegunowych prostej, t. j.

4) u==gcos@; v=osing,

z tych zas dwu wzordw wynika trzeci:

u? 4 0v? = ?.

Sg to wzory, zupelnie analogiczne do wzordw
na przejscie od ukladu Descartes’a do spélirzed-
nych biegunowych punktu.

Kladgc w réwnaniu punktu i zarazem prostej

ur 4ovy-4+1=0:

rx=rcsd; y=rsind; u=—gcosp; v=9psng,

otrzymamy réwnanie tego punktu lub tej prostej w spélrzed-
nych biegunowych:

r.pcos(d—¢)+1=0,

zaleznie od tego, czy r i 4, czy tez g i ¢ sg zmienne.

Co do znakow spélrzednej g nalezy poczynié te same uwagi, jakie
p. Loria czyni o spélrzeduej odpowiedniej punktu,

Wykazawszy zupelng analogie z jednej strony miedzy spolrzed-
nemi Descartes’a a spélrzednemi biegunowemi punktu, z drugiej
jest miedzy spélrzednemi Pliickera a spélrzednemi biegunowemi
prostej, uczynimy z tych ostatnich pewien uzytek.

Wiadomo, Ze réwnanie kazdej krzywej klasy 2-giej w spélrzed-
nych Pluckera (prostokatnych), da sig przez przesunigcie poczatku
ukladu do jednego z jej ognisk doprowadzi¢ do postaci:

Wiad. mat. VI. 1902. 1

(a1}
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(3) w4v?+au+-v4c=0.
Wprowadzajac obecnie spélrzedne biegunowe prostej
Uu=gcosp; v=psng,
otrzymamy :
o'+ o(acosp-tbsing)4c=0;
skad wynika:
01 :-0= C.

Znajac okreslenie wielkosci g otrzymamy twierdzenie:

Dwieréwnolegle styczne do krzywej stopnia
drugiego odcinajgna prostej, do nich z jednego
zognisk F prostopadle wyprowadzonej, dwa punk-
ty P, Py, tak zeiloczyn:

FP, . FP, jest staly.

Twierdzenie to zwykle byws wypowiadane w tej postaci: ,spodki pro-
stopadlych z ognisk na styczne krzywych stopnia 2-go leza na kole“,

Lwéw 4 kwietnia 1902 r.



