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parg liczb, oddzielonych znakiem dzielenia. Lecz to sprowadziloby
dwuznaczno$é, gdyz we wszystkich podrecznikach wyrazenia 2 4 2,
2><8,6—2, 2%, ... s tylko réZnemi nazwami tej samej liczby 4.

Zauwazmy nakoniec, iz kazdy znak lub wyraz, okreslone w nauce,
moga by¢ usuniete pod warunkiem, i zastapimy je przez jego wartosé.
Inaczej méwiac, kazda definicya oznacza pewne skrécenie, ktére nie
jest konieczne teoretycznie; moze byé¢ ono dogodne, a nawet — praktycz-
nie rzecz bioraec — nieodzowne dla rozwoju nauki.

Usunigcie w pewnej teoryi okreslonego znaku jest bardzo pozZy-
tecznem ¢éwiczeniem w celu rozpoznawania Scislodci definicyi; definicya
bowiem jest niezupelna, jesli zdarzy sie, Ze nie mozna jej wszedzie za-
stapi¢ przez jej warto$é. SluZy ono takze do oceny uZytecznoSci defi-
nicyi, jesli bowiem podania, w ktérych stoi okreslony znak, po ich usu-
nigciu, nie stajg sig zbyt dlugie, nalezy go usuna¢. W podrecznikach
matematyki wiele jest wyrazéw, ktére nalezaloby usunaé.

—— R ———

T. Lopuszanski,

ZARYS TEORYI LICZB WZGLEDNYCH.

Matematyka 1) w rozwoju swoim byla $cisle zwigzana ze Swiatem
fizyeznym, Podstawowe jej pojecia powstaly jako abstrakeye z calego
szeregu obserwacyj, wzglednie doswiadezen, a i dalszy jej rozwdj byl
W znacznej cz¢éci nie samodzielny, lecz oparty na zastosowaniach i ana-
logiach geometrycznych i przyrodniczych. Ta metoda tworzenia sig
wprowadzila w podstawy matematyki pewne zamieszanie, spowodowala
wiele niejasnosci w jej zasadniczych pojgciach i definicyach, co utrud-
nialo w wysokim stopniu dalszy rozwdj. W interesie nauki zatem

1)  Wyrazu tego uzywam tu na oznaczenie-czystej analizy, z wylgeze-
niem geometryi.
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okazalo si¢ koniecznem przeprowadzi¢ Scisla rewizye jej podstaw, uwol-
nié ja od wszelkich obcych wplywdw, przebudowaé catkowicie, jako
niezaleZna, o ile mozZnosci, nauke i w ten sposéb wyjasénié i ustalié pod-
stawy, na ktérych ma sig dalej budowaé. Prace te przedsigwzigto
gléwnie w drugiej polowie tego wieku, Okazala sig ona nader trudna,
pomimo Ze pierwszorzedne umysly matematyczne wzigly w niej udzial—
i dotad nie mozZna jej uwazaé za ukonczona. Rezultaty jednak warte
byly wysitkdw i to nietylko ze stanowiska czysto matematycznego, ale
i z ogolno-filozoficznego, gdyz rzucily jasne $wiatlo na proces mySlenia,
na proces tworzenia si¢ i rozwoju pojeéit. p. Co do strony czysto
matematycznej tych badan pokazalo sig, Ze wszelkie ogélne definicye,
jak np. definicya ,wielkosci* w ogdle, sa bezcelowe, a nawet niemoz-
liwe, i %e jedyng drogg jest przechodzenie od poje¢ najprostszych, drogs,
§cislych definicyj, do pojeé kolejno coraz ogélniejszych.

Niektére galezie podstaw matematyki szczegélnie zwracaly na
siebie uwage uczonych, a mianowicie te, ktére staly w bezposrednim
zwiazku i stanowily bezpodrednie podstawy analizy nieskonczonostkowe;]
i teoryi funkeyj; tak np. kwestya liczb niewymiernych zostala nalezycie
wyjasniona dzigki pigknym pracom Dedekinda i Cantora,
Inne, elementarniejsze dzialy podstaw matematyki mniej pociagaly
badaczy i dla tego niejedno w nich pozostaje jeszcze do wyjadnienia.
Na najwigksze i bardzo zasadniczej natury trudno$ci napotyka sig przy
teoryi liczb szeregu naturalnego, ktéra stanowi wla$ciwg podstawe calej
matematyki, i gdzie jedynie, jak si¢ zdaje, matematyka musi si¢ oprzeé
na doswiadczeniu; mniej trudnodci napotyka si¢ przy wprowadzaniu
liczb ujemnych (wzglednych) i ulamkowych (wymiernych),

W pracy tej chce wladnie przedstawié §cisla, a czysto arytme-
tyczng teoryg liczb wzglednych !), w jej logicznym zwigzku z poprzed-
nimi dzialami arytmetyki ?). Nim jednak przystapimy do rzeczy, nalezy

') P.S. Dickstein byl laskaw zwréeié¢ moja uwage, ze zasadniezy
pomyst tej pracy znajduje si¢ juz w pracy Lercha ,Zikladové ryze arith-
metické theorie veli¢in. Athenaeum. Praga 1886. Mimo to jednak prace te
oglaszam, poniewaz zachodzg istotne réznice w rozwinieciu pomystu.

®) Polgezenie logiczne migdzy pewns dziedzing pojeé a dziedzing pojeé
og6lniejszych, uwazam za konieczne, wyjasnia ono bowiem znakomicie sam
proces uogélniania i rzuca §wiatlo na wzajemny stosunek réinych czesci ma-
tematyki.
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okreslié, co przyjmiemy za znane. Otéz przypuscimy, Ze zostaly juz
wprowadzone liczby szeregu naturalnego, ulamki i liczby niewymierne,
tudziez ich wlasnodci. Waszystkie te znane liczby bedziemy w dalszym
ciagu obejmowali wspdlna nazwa: ,liczby dodatnie® 1),

1. Liczby wzgledne.

Przyjmujemy jako znane liczby dodatnie i ich wlasnosei, ezy to
wykryte droga do$wiadczenia, a wiec bedace postulatami, czy to wpro-
wadzone jako definicye, czy na koniec udowodnione na podstaw1e
pierwszych i drugich, a wige bedace twierdzeniami.

Jak wiadomo, na podstawie umowy, symbol a—b (gdzie @ i b sa
liczbami dodatniemi) przedstawia liczbe, ktéra dodana do b, daje na
sumeg liczbg a. Wiadomo dalej, ze w przypadku, gdy &> b, symbol
a — b przedstawia liczbg dodatnia, jezeli zas a = b, wtedy symbol ten
nie przedstawia zadnej liczby dodatniej, czyli Zadnej z liczb znanych —
innemi slowy nie ma znaczenia,

Aby zakres naszych poje¢ matematycznych rozszerzyé, nadajmy
iw tym przypadku, gdy @ =05, symbolowi @ — b znaczenie, t.]j,
zaldzmy, Ze przedstawia on jakas liczbe nowa; nowsg tg liczbeg oznaczmy
inaczej symbolem [a, b] Symbole @ — b i [a, b] przedstawiajg zatem
te samg liczbe:

®» a—b=/[a,b].

Wprowadziliémy nowg klasg liczb; sa to liczby [a, b], przy a <<b.
Poniewaz kazda z liczb dawniej znanych, t.j. liczb dodatnich, da sig
przedstawié w postaci @ — b, przeto, jezeli zrobimy umowe, ze w przy-
padku «>'b réznicg w — b bedziemy oznaczali réwniez symbolem
[@, b], moZzemy uzyskaé jednostajnosé¢ w oznaczaniu liczb. Wazystkie
liczby, zaréwno dodatnie, jak liczby nowe, mozemy przedstawié¢
W postaci ‘

[a, 8],

1) Przyjmujemy, ze liczba zero nie zostata jeszecze wprowadzona,
wprowadzimy j8 razem z liczbami ujemnemi.
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gdzie aib sa zupelnie dowolnemi liczbami dodatniemi, Liczby te
obejmujemy wspélng nazwa liczb wzglednych. W przypadkua >> b
sg liczby wzgledne identyczne z liczbami dodatniemi.

Definicya 4. Liczby wzgledne [a,d] w przypadku a=2b,
a wiee liczby wzgledne postaci [@, @], nazywamy liczbami wzglednemi
zerowemi,

Definicya 2. Wartodcia bezwzgledna liczby wzglednej [a, b]
nazywamy liczbg dodatnig, ktéra otrzymamy, odejmujac mniejsza z liczb
dodatnich a, b, od wigkszej. Wartos¢ bezwzgledng liczby [a, b] be-
dziemy oznaczali symbolem | @, b | . »

Uwaga. Z definicyi te) wynika, Ze liceby wzgledne zerowe nie

maja wartoSci bezwzglednych., Innemi slowy symbol
| @, a ! nie ma tu znaczenia.

Przypatrujac si¢ réznym liczbom wzglednym, spostrzegamy, ze
caly ich szereg moZe przedstawiaé t¢ samg liczbe dodatnia, np. wszyst-
kie liczby [4, 1], [5, 2], [6, 3], ... przedstawiaja liczbe 3. Liczby
takie musimy nazwaé réwnemi. Idzie teraz o podanie cechy, po ktérej
moglibySmy poznaé, kiedy dwie liczby wzgledne przedstawiaja te sama
liczbe dodatnig. Widocznem jest, ze dwie liczby [a, b], [¢, d] przed-
stawiaja te sama liczbeg dodatnia, jeZeli jest réwnoczesnie a > b, ¢ > d
ijezeli |a,b|=/|c¢,d|. Rezultat ten rozciagniemy na wszystkie liczby
wzgledne za pomocs nastepujacej definicyi:

Definicya 3. Dwie liczby wzgledne [a, b, [¢,d] nazywamy
réwnemi :

[a,0] =[~d], s
jezeli zachodzi jeden z nastgpujacych przypadkéw :
1) a>b, ¢>d, |a,bl=|cd]|,
2) a<lb, c¢<d, |a,b|=]|c, d],
3) a=b, c=d.

Wniosek 1. XKazda liczba wzgledna jest rowna sobie same;.
Wniosek 2. Wszystkie liczby wzgledne zerowe sa sobie réwne.
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Twierdzenie 1. Dwie liczby wzgledne, z ktérych kazda jest
réwna tej samej liczbie trzeciej, sg sobie réwne.

Dowod. Niech bedzie:
[a, 6] = [m, ] ,
- le,d]=[m,n] ;
jezeli zachodzi tu (definicya 3) przypadek trzeci, to mamy:
a=b,m=n, c=d,
a wiéc:
[a,b] =[c. d].

W innych przypadkach mamy:

la,b|=|m,n|
@) .
: e, d|=|m, n|
i albo
3) a>b,m>n,c~d,
albo
(3" alb,m<n,c<d,

Poniewat dla liczb dodatnich istnieje twierdzenie, odpowiadajace na-
szemu, przeto z réwnan (2) wynika, Ze:

|a,b|=|c,d|,

a z tego réwnania i z nieréwnosci (3), wzglednie (3'), otrzymujemy na
podstawie definicyi 3:

[a, 0] =c,d],

co bylo do udowodnienia.
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2. Dziatania zasadnicze.

Zajmiemy si¢ teraz okresleniem dodawania liczb wzglednych,
Poniewaz liczby wzgledne moga by¢ identyczne z liczbami dodatniemi,
przeto musimy tak okresli¢ dodawanie liczb wzglednych, aby w przy-
padku, gdy one sg liczbami dodatniemi, dawalo ono rezultaty zgodne
z rezultatami, otrzymanemi zwykla droga. Zrobimy to w nastgpujacy
sposéb :

Niech liczby wzgledne [a,b] i [c, d] przedstawiaja liczby do-
datnie p i q:

(4) [a, 8] =p, [c,d]=4q;

widocznem jest, ze naleZy tak okresli¢c dodawanie liczb wzglednych,
aby w tym przypadku bylo:

(5) [2,8] 4+ [¢,d] =p+q.
Lecz z réwnan (4) wynika, Ze

a—b=p,c—d=yq,
czyli:

a=b+p,c=d+q,
a stad na podstawie znanych wlasnodci liczb dodatnich otrzymujemy:
a+-c=(b+p)+(d+q)=b+p+d+9=b-+d+p+9=(b+d)+(r+9) ,
czyli ostatecznie:

(ate)—(b+d)=p+q.
7 tego réwnania i z réwnania (5) wynika wprost:
[a,8] + ¢, d] = [(a+¢), 0+ d)].

Reznltat ten rozciagniemy na wszystkie liczby wzgledne za pomocs
nastepujacej definicyi:
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Definicya 4. Suma liczb wzglednych [a, b], [¢, d] nazywamy
liczbe wzgledng [(a - ¢), (D4 d)]:

[@, 8]+ ¢, d] = [(a +¢), (b +d)] .

Twierdzenie 2. Suma dwéch liczb nie zalezy od porzadku
skladnikéw :

@, 8] +- [¢, d] = ¢, d] + [a, B] 1) .

Dowdd latwy.
Twierdzenie 3.
[a, ] +[¢, ¢] = [a, 8] .

Dowéd. Symbol [a, b] + [c, ¢] przedstawia liczbg wzgledna
[(a 4 ¢), (b c¢)], ta za$ liczba jest réwna liczbie [a, b], gdyz jezeli
u=0btoia+fc=0-+c, jezelia>b,toia-+t¢>b- ¢, azara-
zem (@ +¢)— (b+¢)=a— 1D, jezelizad a <b, tou +c<<b4 ¢
ib+e)—(@a+tec)=b—a.

Twierdzenio 4. Jezeli w sumie dwéch liczb wzglednych jedne
z nich zastapimy inng liczba, jej réwna, to nowa suma bedzie réwna
sumie dawnej.

Innemi slowy, jezeli:
(6) (¢, d] = [m, 7],
to:

[a, ] + [¢, 4] = [a, b] + [m, n] ,

czyli:

) [(@a 4 ¢), (b+ d)]=[(a—+ m), (b4 n)].

Dowéd. W przypadku ¢ = d, m =n twierdzenie nasze wynika
wprost z twierdzenia 3, pozostaje wiec przeprowadzié dowdd dla dwéch
nastepujacych przypadkéw :

) Symbole, znajdujgce si¢ po obu stronach tego réwnania, przedsta-
Wiajy nie tylko dwie rowne liezby wzgledue, lecz t¢ samg liezbe.
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I) ¢>d, m>n, c—d=m—mn
I c<d, m<n,d—-c=n—m.

Chceac udowodnié réwnanie (7), naleZy rozwazy¢ osobno trzy przy-
padki nastepujace:

1 a+¢>b+4d,
2) a4-c<<b+ 4,
3) a+c=b+4d;

widzimy wige, ze twierdzenie nasze trzeba udowadniaé z osobna w kaz-
dym z szeSciu przypadkéw: I1, I2, I3, II1, IT2, II3. Przepro-
wadzimy tu dowdd tylko dla przypadku I1; w innych przypadkach
dowody przeprowadza si¢ tak samo. Mamy zatem:

(8) c>d, m>n, c—d=m—n,
(9) atc>b+d.
Z tej ostatniej nieréwngeéci wynika:
at+c¢c—d>b,
lub, poniewaz ¢ >> d:
at+(—d) ~b,
a stad na podstawie (8):
at(m—mn)>b
(10) a+ m—n >0b
a+ m>b+4mn.

Précz tego mamy:
(at+e)—(b+d=a+c—b-d=a+c—d—b=a4(c—ad)—b
= a+ (m—n)—b=a+m--n—b = a+m—b- n=(a-+}m)--(b+n,)



Zarys teoryi liezb wzglednyeh. 189

a wige: i
(11) @+ =@+d)=(a+m)—@+n).
Z réwnan (9), (10), (11) wynika, Ze:

[(@+¢), @+ d]=[@+m), &+ )],

co byto do udowodnienia. .
Twierdzenie 5. Suma liczb wzglednych [a, ] i [b, a] jest réwna
liczbie wzglednej zerowej.
Dowéd, Wiadomo, Ze

[, 0] 4= [0, a] = [(@ + b), (b + )] .

ta za$ ostatnia liczba wzgledna jest zerowa, gdyz a + b =10 + «.

Chcac wprowadzi¢ odejmowanie liczb wzglednych, wezmy naj-
pierw dwie liczby wzgledne [a, b], [¢, d], przedstawiajgce liczby do-
datnie p, ¢:

(12) [a,0]=p, [¢,d] =q,

przyczem niech bedzie mp. p >>¢q. Odejmowanie liczb wzglednych
musimy tak okreslié, aby réznica [a, )] — [¢, d] przedstawiala w tym
przypadku liczhe p — ¢:

(13) l@, ] —[¢, ] =p—q.
Z réwnan (12) mamy :
a—b=p , c—d=q,

czyli:

a=b4p , c=d+q,
a stad: -
a+d+q=b+c+p,
atd=b+c+p—q,
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lub z powodu, Ze p=>¢:
atd=0b+0)+@—0;
ostatecznie zatem:
(@t+d)—0+e)=p—q,
a wiee z réwnania (13) otrzymujemy :
[, 5] — [e: &) = [(@+d), (b + o)) -

Rezultat ten uogélnimy za pomocs nastepujacej definicyi:
Definicya 5. Roinica liczb wzglednych [a, b), [¢, ¢] nazywamy
liczbe wzgledna [(a + d), (b + ¢)]:

[, 8] — e d) = [(a + @), (b + )] .

Twierdzenie 6. Suma, utworgona z réinicy i odjemnika, jest
réwna odjemne;j.
Dowdéd. Jak wiadomo:

[a,] — [¢,d] = [(a -+ ), (b + )] ;
otz :
@+ @), B+l +[o, Al =[(@+c + d), &+ e+ ),
a widocznem jest, Ze:
(a+c+d, 5+ e+ d] = [a ],

gdyz zaleznie od tego, czy a>b, a<lb, a==b jest i a-c+d>b+c+d,
at+c+d<b+4c+d atce+d=0b+c+d, a na tej podsta-

wie latwo juz mozna udowodnié¢, Ze w pierwszych dwéch przypadkach

[(a+o+d, b+c+d)|=|ab]|.
Twierdzenio 7.
(@, b] — [¢, c] = [a, b] .
Dowéd. Symbol [a, b] — [¢, ¢] przedstawia liczbg wzgledna
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[(a +¢), (® —|— ¢)], ta zaé jest réwna liczbie [a, b], jak to wykazali$my
przy twierdzeniu 3,

Twierdzenio 8.

(@, 0] —[b,¢] = [¢, ] .

Dowéd. Symbol [a, a] — [b, c] przedstawia liczbe wzgledns
[(n 4 ¢), (@ 4 b)), ta za$ jest widocznie réwna liczbie [¢, b].

Twierdzenie 9. JeZeli w réznicy dwéch liczb wzglednych od-
jemng zastapimy inng liczbg wzgledna, jej réwng, to nowa roéznica
bedzie réwna dawnej.

Innemi slowy, jeZeli:

(@, b] = [m, n] ,
[ar b] - [c’ d] = [m’ n] - [0, d] )
czyli
[(a+ d), 04 c))=[(m 4+ d), (n+)].

Dowéd. Gdy a—=—0b, m = n, twierdzenie nasze wynika wprost
z twierdzenia 8; pozostaje zatem przeprowadzi¢ dowdd dla dwéch po-
zostalych przypadkéw :

I) a>b,m>u,a—b=m—n,
I ea<<b,m<<n,b—a=n—m;
przyczem w kazdym z nich naleiy jeszcze rozréZni¢é trzy przypadki
nastepujace :
1) a+d>b4c¢,
2) atd<b+c,
8) atd=b+c,

tek, 2¢ musimy dowéd przeprowadzi¢ osobno dla kazdego z:szedciu
przypadkéw: 11,12, I3, H1, II2 II 3, Ograniczymy si¢ tu do przy-
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padku I1; w innych przypadkach przeprowadzenie jest :zupelnie
podobne.
Mamy w tym przypadku

(14) a>h,m>n, a—b=m—mn,
(15) at+d>b-4c;
z tej ostatniej nieréwnosci otrzymujemy:
at+d—bdb>c,
lub z powodu, %e a >>b:
a—b4+d>c¢,
a stad na podstawie (14):
m—n-t+d>c,
(16) m+d>n—tc.

Mamy réwnies:

(a+d)—(bFe)=a+d—b—c=a—b+d—c

=m—n—+d—c=m-+d—n—c,
a wiec:
(17) @+d)— (b4 )=(m-+d)—(n+c).
Z réwnat (16), (16), (17) wynika, Ze

[(a+d), (B4 e)]=([(m +a), (n+-o)],

co bylo do udowodnienia.

Twisrdzenie 10. Jezeli w réZnicy dwdch liczb wzglednych za-
stapimy odjemnik iuna, réwng mu liczbg wzgledna, to nowa rdinica
bedzie réwna dawnej,

Dowéd zupelnie podobny do poprzedniego.

Twierdzenie 11. Réznica dwdch réwnych liczb wzglednych jest
liczbg wzgledng zerows,.
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Dowdd. Niech bedzie:
(18) [a, b] = [c, d];
wiadomo z definicyi odejmowania, Ze:
[0, 8] = [¢, d] = [(a +d), B+ )]

Lecz z réwnania (18) wynika, Ze zachodzi jeden z trzech nastgpujacych
przypadkéw :

\

1) a>b,c>d,n—b—=c¢c—d
2) a<b,cLd, b—a=d—=¢
3) a=b,c=d.
W pierwszym przypadku z réwnania.
a—b=c—d
otrzymujemy wprost:
a+d=b+4c,

z czego wynika, Ze nasza réznica jest rzeczywibcie liczba wzgledng
zerowg. Podobny dowdd latwo przeprowadzi¢é w dwéch pozostalych
przypadkach,

Przejdzmy teraz do mnozenia liczb wzglednych, WeZmy naj-
pierw dwie liczby wzgledne [a,b] i [c, d], bedace liczbami dodat-
niemi p i q:

(19) [a,0)=p . [c,d]=q.

Mnozenie liczb wzglednych nalezy tak okresli¢, aby iloczyn [a, 0] e, @]
przedstawial w tym przypadku liczbg dodatnig p.q:

(20) [6,8).[e, | =p -q.
Z réwnan (19) wynika:

a—b=p , c—d=q,
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czyli:
a=b+t+p , c=d4q,
skad otrzymujemy :
ac=(b+p).(d+ ¢) =bd+pd+¢b+pq
—bd+(a—b)d + (c —d) b+ pg
= bd + ad — bd + be — bd - pg = ad + bc — bd + pg
ac—|—-bd=‘ad+ be 4+ pq,
a wiec:
pq = (ac + bd) — (ad + bc) ,

réwnanie (20) moZemy zatem napisaé w postaci:

[a, 8] . [c, d] = [(ac + bd), (ad -+ be)] .

Rezultat ten rozciagniemy na wszystkie liczby wzgledne za pomocs

nastgpujacej definicyi:

Deflnicya 6. Iloczynem dwdch liczb wzglednych [a, ] i [¢, d]

nazywamy liczbg wzgledns [(ac 4 bd), (ad -+ bc)]:
[2, 0] . [¢, d] = [(ac 4 bd), (ad + bc)] .

Twierdzenie 12. Tloczyn dwéch liczb wzglednych nie zalezy od

porzadku czynnikéw :
[a,b].[c,d]=[¢,d].[a,D]").

Dowdd wprost widoczny.

Twierdzenie 13. Kaida liczba wzgledna, pomnoZona przez liczbe

wzgledng zerows, daje na iloczyn liczbe wzgledna, zerows,
Dowéd. Z definicyi mnoZenia wynika, Ze

[a, 8] [¢, ¢] = [(ac + be), (ac + be)]

') Symbole po obu stronach przedstawiajg tg samg liczbe wzgledns.
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ta za$ ostatnia liczba jest widocznie liczba wzgledng zerowa.

Uwaga. Z twierdzenia 12 wynika, zZe iloczyn liczby wzglednej
zerowe] przez dowolng liczbg wzgledng jest réwniez
liczba, wzgledna zerows,.

Twierdzenie 14. Jezeli w iloczynie dwoéch liczb wzglednych
jedng z nich !) zastapimy inng liczba, jej rowna, to nowy iloczyn bedzie
réwny dawnemu.

Innemi slowy, jezeli:
[¢,d] = [m,n],
to:
[a,0].[c, d] = [a,b].[m,n],
czyli:
[(ac + bd), (ad + bc)] = [(am + bn), (an + dm)] .

Dowéd. W przypadku ¢ =d, m = n twierdzenie nasze wynika
wprost z twierdzenia 13, pozostaje nam wige przeprowadzi¢ dowdd dla
dwoch pozostalych przypadkéw:

I) ¢>d,m>n,c—d=m—n,
II) ¢e<d, m<n,d—c=n—m;
w kazdym z tych przypadkéw nalezy odréini¢ trzy przypadki na-
stepujace:
1) ac-bd> ad—+ b,
2) ac—+ bd < ad-bc,
8) ac+ bd=ad+be,

tak, Ze twierdzenie nasze trzeba udowadniaé osobno w kazdym z szesciu
przypadkéw: 11,12,13,1I1,112,II3. Zajmiemy sig tu tylko przy-
padkiem I 1 — w innych dowéd przeprowadza sig tak samo,

~ .
~

1) Ze wzgledu na twierdzenie 12, wszystko jedno ktéra.
Wiad. mat. VI. 1802. 14
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Mamy zatem:

(21) c>d, m>n, c—d=m—n,
(22) ac—+bd > ad 4 bc;
z (21) wynika, %e

ac —ad=am — an

be — bd =bm — bn ,
za$ z réwnania (22) i z uwagi, %e ¢ > d:

ac— ad >bc— bd .
Z trzech ostatnich réwnan otrzymujemy:

am — an > bm — bn ,
a stad :
(23 am —+ bn > an 4 bm .
Précz tego mamy :

(ac + bd) — (ad + bc) = ac + bd — ad — bc = ac — ad + bd — be
= (ac—ad) — (be—bd)==a (c—d) — b (¢—d)=a(m—n)—b(m —n)
= (am — an) — (bm — bn) = am — an -+ bn — bm ,

czyli ostatecznie;
(24) (ac+ bd) — (ad 4 be) = (am 4 bn) — (an + bm) .
Réwnania (22), (23) i (24) wykazuja, Ze:

[(ac -+ bd), (ad - be)] = [(am + bn), (an + bm)],

co bylo do udowodnienia,
Zajmijmy si¢ nakoniec dzieleniem, Wezmy najpierw liczby
wzgledne [a, 0] i [¢, d], przedstawiajace liczby dodatnie p i ¢:

(25) [@b]=p , [6d]l=q.
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Dzielenie liczb wzglednych nalezy tak okreslié¢, aby w tym przypadku:
(26) [a,0]:[¢,d]=p:q.
Z réwnan (25) wynika, Ze:
a—b=p , c—d=q,
a wiegc:

o_e—=b___a b
PO= g = —d  o—d-

Z réwnania (26) otrzymujemy zatem:

[a,b]:[c,d]:[ci—d, Z—b—d]

Rezultatu tego jednak nie moZzemy przyja¢ za definicye dzielenia wszel-
kich liczb wzglednych, w kaZdej bowiem liczbie wzglednej [z, y] za-
réwno x, jak y muszg by¢ liczbami dodatniemi, a tymczasem u nas

@ sa, niemi tylko w przypadku ¢ > d, za$ w przypadkach

.lf——d * c—d

¢<<d i ¢ =d nie sg niemi wecale, w tych wigc przypadkach symbol

[Ld \ —%] nie ma znaczenia; innemi slowy, tego rodzaju definicya
c— c—d’

okreélalaby tylko dzielenie przez liczhg dodatnia. Z tego powodu mu-
simy naszemu wzorowi nadaé inng posta¢, a to w nastgpujacy sposéb:

_a—b __ (a—b)(c—d)
PHO="Zg = (e—ay

lecz
0= ar=|cdp,
a wiec:

. (a—b)(e—d) _ ac—bct+bd—ad _ actbd  ad+be
PUSTTodp — [edlf  [adP  ledf’
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z réwnania (26) otrzymujemy zatem :

' [ ae+bd ad-+be
. 01:0 ) = |1 o |-

ac+bd . ad-+he
[, d[" " Te,dp
a tylko w przypadku ¢ = d niemi nie sa, a to dla tego, Ze w tym przy-
padku symbol |¢, d| nie ma Zadnego znaczenia. Wzoru obejmujacego
i ten przypadek napisaé nie mozna i dla tego ten najogélniejszy wzdr
przyjmiemy za definicyg dzielenia liczb wzglednych.

Tu sg liczbami dodatniemi dla ¢>d i c<d,

Definieya 7. Ilorazem liczb wzglednych [a, b]i [¢, d| nazywamy

act+bd  ad+tbe | .
lgdf* lﬁ’dl’]'

liczbe wzgledna l

ac+bd d-+be
la, 0] : ¢, @] =[ |‘._t]|2 ) lll{__zr; J .

Uwaga. Nalezy tu wyraznie zaznaczyé, co wynika wprost z na-
szej definicyi, ze symbol [a, d]:[¢, d] w przypadku
¢==d nie ma znaczenia, gdyZ nie ma go w tym przypad-
ku symbol ¢, d|.

Twisrdzenie 15. Tloczyn ilorazu i dzielnika jest réwny dzielnej.
Dowéd. Mamy:

i)

(a,8]:]¢, d] =

ac-+bd ad-+be
le,d|* ° Ic,d|2]

z definicyi mnozZenia wynikay Ze:

l ac+bd  ad-t+be ] le.d) =[ a (¢24d?)4-2 bed

ed? e dl]? |e,d? '

b (*+d*)+2acd
ear |

Lecz liczba wzgledna, tworzaca prawa, strong tego réwnania, jest réwna
liczbie [a, b]; jezeli bowiem a > b, to z uwagi, Ze ¢*+-d? > 2 cd, mamy:

(a—0b) (®+ d*) > ‘a—b).2¢d,
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czyli

w(c® 4 d) 4 2bed > b (¢* + d?) + 2acd ,
a stad:
(27) a (c*-d?) + 2 bed - b(c™4-d?) +2acd

l¢, d[* e, d? '
mamy réwniez w tym przypadku
a (¢*+d?) -+ 2 bed __ b(c™4d?) + 2 acd

le, d|? le, d|?
_ (a—Db)(c"4-d?*)—2cd (a—b) _ (a—-b) (¢™+d*—2 cd)
= [ dP = ledr

lub poniewaz ¢? + d? —2¢d = | ¢, d |*:

a(dd)+2bed  b(Ad)+2acd
(28) Sk (+|c,dp =a—5.

Réwnania (27) i (28) stanowig dowdéd naszego twierdzenia w przy-
padku a>b; w przypadku @< b dowdéd przeprowadza sig tak
samo, w przypadku za§ @ = b twierdzenie to jest wprost widoczne ).
Twierdzenje 16. Tloraz liczby wzglednej zerowej przez dowolng
liczbg wzgledng (nie zerowa), jest liczba wzgledna zerowa,
Dowéd, Wiadomo, ze

. ab+ac  actab
[a, a] : [}, c] =[ [6,¢ * [bcf ]’

ta za$ ostatnia liczba wzgledna jest catkiem widocznie zerowa,

) Twierdzenie to wyjasnia nam zamieszezong przy definicyi dzielenia
uwage, ze symbol |a,b]:[c,c] nie ma znaczenia, t. j. nie przedstawia zadnej
liczby wzglednej. Rzeczywiseie, gdyby przedstawial jakas liczbe wzgledns,
to liczba ta pomnozona przez [, ¢] databy na iloezyn liczbe |a, b], z twierdze-
nia za$ 13-go wynika, ze jezeli [a,b] nie jest réwniez liczbg zerows, liczba
taka nie istnieje.
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Twierdzenie 17. Jezeli w ilorazie dwdch liczb wzglednych jedng
z nich zastapimy inng liczba, jej réwna, to nowy iloraz bedzie rowny
dawnemu.

Innemi slowy, jezeli

4[0’ b] = [m, n],
[, 8] : ¢, d] = [m,n]:[c, d]

to

i tak samo, jezZeli
[c, d] =[p, 9] ’
[a, ] : [¢, d] =[a, b] : [p, q] .

Dowéd zupelnie podobny do dowodu twierdzenia 14 pomijamy,
Na zakonczenie tego paragrafu udowodnimy kilka jeszcze wlas-
nosci okreslonych powyzej dzialan.

to

Twierdzenie 18.

{{a, 8]+ [c, A1} + [e, f1=[a, 6] +{[c, d] + [¢, f1} -
Dowéd. Wiadomo, Ze

{la, b] +[c, dl} +[&, fl=[(a + ), b+ )] +[e, /]
w=la4c+e), (b+d+1)]
la, b1+ {[c, d] + [, 1} =[a, B] + [(c + ¢), (-} [)]
=[(a+c+e),C+d+/)];
twierdzenie nasze jest wigc udowodnione,

Twierdzenie 19.

{[a,].[c,dl} . [e,/1=1a, b].{[c, d] . [e, {1} .
Dowéd. Wiadomo, Ze

{(a,0].[c, d]}. e, f] = [(ac+ bd), (ad + bc)] . [e, f]
= [(ace + bde + adf -+ bef), (acf -+ bdf -+ ade -+ bee)),
[a, 8] . {[c, ] . [e, f1} = [a, 8] . [(ce + df), (cf + de)]
= [(ace + adf + bef + bde), (acf + ade + bee -+ bdf)] ;

twierdzenie nasze jest wiec udowodnione,
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Dwa ostatnie twierdzenia wyrazaja t. zw. zasadg lacznosei,
Twierdzenie 20.

a: 0] + [, dl . e, f1=a, ] . [e, {1+ [¢, @) . [es f] .
Dowéd. Mamy:

{[a, 8] + e, dl} . [, /T=[(a ¢}, (b + )] . [¢, f)]
= [(ae + ce =+ bf -+ df), (af +- cf -+ be +- de)),
[a, 0] . [e, f1+e, d] . [, /] = [(ae—+-bf), (af-be)l+[(ce+-df), (cf+-de)]
= [(ae+ bf + ce + df), (af -+ be + of + de)],
a wigc twierdzenie nasze jest udowodnione,

Zupelnie tak samo udowadniajg si¢ nastepujace twierdzenia :

Twierdzonio 21.

{la, 6] +[c, d1} : [e, f1 = [a, B] : [e, {1+ [c, @] : [¢, ] .
Twierdzenie 22.

{[a,b] — [c, 41} . [e, fl=1a, b] . [e, /1 — [c, d] . [e, f].
Twierdzenie 23.

{la, 8] — [c, dl} : [e, f1 = [a, b] : [¢, f]—[c, d] : [e, ] -

Twierdzenia 20, 21, 22, 23, wyrazaja t. zw. zasade rozdzielnosci.

3. Liczby wzgledne uproszczone.

Caly szereg liczb wzglednych moze przedstawiaé te sama liczbe
dodatnia, np. liczby [4, 1], [5, 2], [6, 8] i t. d. s réZnemi symbolami na
oznaczenie tej samej liczby 8 ; wszystkie te liczby moZzemy zatem, jak
to z calego poprzedniego paragrafu wynika, zastapié identyczng z niemi
liczba 8. TUogdlniajac, zaldzmy, Ze wszystkie réwne sobie liczby
wzgledne przedstawiaja te sama liczbe; dostatecznem usprawiedliwie-
niem tego zaloZenia sg twierdzenia 4,9, 10, 14, 17. JezZeli np. mamy
caly szereg réwnych sobie liczb wzglednych:
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[a,0]==[c,d] = [e,f]=...,

to przedstawiaja one wedlug powyZszego zaloZenia, jedne i te sama
liczbe; liczbe t¢ oznaczmy np, symbolem § Symbol & i ktérakolwiek
z powyzszych liczb wzglednych majg to samo znaczenie, sy identyczne,
€0 wyrazamy, piszac:

[0,0]=¢, [c,d]=¢, [e,f]=¢E,...;

symbol § jest tylko innym sposobem pisania liczby wzglednej np. [¢, d]
(por. réwnanie 1). Taki symbol § bedziemy nazywali liczbsy wzgledng
uproszezong. MoZemy zatem wypowiedzie¢ nastepujaca definicye:

Definicya 8. Liczba wzgledna uproszezona nazywamy symbol,
zastgpujacy ogo! réwnych sobie liczb wzglednych.

Idzie teraz o obranie symboli, majacych zastepowaé réwne liczby
wzgledne ; symbole te naleZy oczywiscie dobraé w ten sposdb, aby
kazdy symbol wyznaczal dokladnie szereg zastgpowanych przez siebie
liczb wzglednych, Przedewszystkiem wigc musimy sig zastanowié,
jakie cechy charakteryzujs w zupelnodci ogdl réwnych sobie liczb
wzglednych, Niech beda

[a, 0] =[c,d]=][e,f]=...

réwnemi sobie liczbami wzglednemi; jak wiadomo, mogg tu zachodzi¢
trzy przypadki:

1) a=b,c=d,e=f,...,
2) a<b,c<d,e<f,..., |a,b|=|c,d|=]¢f|=...,
38) a>b,c>d,e>f,..., |ab|=|¢,d|=|ef|=....

W pierwszym przypadku szereg naszych liczb wzglednych jest w zupel-
noéci wyznaczony tg jedng okolicznodcia, 2e a = b, o =d, e=f,...;
w tym przypadku bedziemy wszystkie te réwne liczby wzgledne zaste-
powali symbolem 0. W przypadku drugim szereg nasz jest wyzna-
czony przez wspdlna wartos¢ bezwzgledna liczb i przez okolicznosé, ze
a<lb,¢c<d,..., dlatego w symbolu zastepujacym ten szereg, musi
wystgpowaé oprdcz tej wspélnej wartosci bezwzglednej jeszcze jakis
znak, wskazujacy na te okoliczno$é, np. znak — ; symbol w tym przy
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padku bedzie zatem — |a,b|. W trzecim przypadku nasze liczby
wzgledne przedstawiaja, jak wiadomo, t¢ sama liczbe dodatnia | a,b |,
sama ta liczba moglaby zatem sluZyé w tym przypadku za zadany
symbol; . dla symetryi jednak piszemy go zwykle w ksztalcie || @, b |,
gdzie znak -+ ma wyraznie wskazywaé, ze a >0, ¢>d, ... Liczba
4| &,b| jednak jest zupelnie jednoznaczna z liczba | @, b |, np. liczba
-+ 8 z liczba 3.

Definicya 9. Liczba wzgledng uproszezona, zastepujaca ogol
liczb wzglednych zerowych, jest liczba O (zero). Liczba wzgledna uprosz-
czona, zastgpujacy ogdé! réwnych liczb wzglednych [a, ), [¢, d], ...,
gdzie a>b,¢>d,..., jest symbol 4 |a,b|. Liczbg wzgledng
uproszezona, zastgpujaca ogdl réwnych liczb wzglednyeh [a, 8], [c, d],...,
gdzie a <<b, c<<d,... jest symbol — |a,b|. Liczby wzgledne
uproszczone postaci 4 | a, b|, lub krétko postaci - a (gdzie a jest
liczba dodatnig), nazywamy liczbami dodatniemi, za$ postaci — |a, |,
lub krétko — @, liczbami ujemnemi; a nosi nazwe wartosci bezwzgled-
nej liczby wzglednej uproszczone;.

Mamy zatem:
[a,a] =[b,0] =[c,c]=...=0,
[a,0] =[c,d]=e,f]=...=*+]a,b].

Oczywistem jest, Ze wykonaé jakies dzialanie na dwdch liczbach
wzglednych uproszezonych, znaczy wykonaé to dzialanie na dwéch
réwnych im liczbach wzglednych. Jakie liczby wzgledne do tego celu
wybierzemy jest zupelnie obojetnem, gdyZ wynik dzialania, jak to wy-
nika z zacytowanych na poczatku paragrafu twierdzen, od tego nie
zaleZy.

Jako przyklad wezmy mnozZenie:

(+3) . (—5)=[4,1] .[1, 6] = [(4.1 + 1.6), (4.6 -+ 1.1)]
=[10,25] =— |10,25 | = — 15.

Ten sposéb wykonywania dzialan na liczbach wzglednych uprosz-
czonych jest nieco ucigzliwy, latwo jednak mozemy wyprowadzié zwy-
kle uzywane reguly dzialah. Zacznijmy od wyprowadzenia reguly na
dodawanie dwdch liczb wzglednych uproszczonych; moga tu zachodzié
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trzy przypadki: A) obie liczby sa zerami, B) jedna z liczb jest zerem.
() obie liczby sg rézne od zera, Z twierdzen 2 i 3 wprost wynika, ze
w pierwszym przypadku suma jest réwna zeru, w drugim zas jest rowna
réznemu od zera skladnikowi; pozostaje zajaé sie szczegdlowo przy-
padkiem trzecim. Jezeli wartosci bezwzgledne danych liczb oznaczymy
przez a i B, to spostrzeiemy, Ze moga tu zachodzi¢ cztery przypadki:

1) (Ha+ B,
2) (+a+ 5,
8) (—a)+(+48),
4) (—a)+(—4h.

Zajmiemy sig kolejno kazdym z tych przypadkéw, zakladajac na razie,
ze wartosei bezwzgledne liczb nie sa sobie réwne, lecz Ze jest np. a”> §:
1) (Fa)+ (F# =[(a+1), 1]+ [(41), 1] = [(a+p+2), 2]
=+ [(a+5+2), 2| =+ (a+h),

2) (+a) + (=p =[(a+1), 1] 41, (B+1)] = [(a+2), (8+2))
=+|(a+2), (+2)| = + (a—5),

8) (—a)+ (+p) =11, (a+1)] + [(B+1), 1] = [(+2), (a+2)]
=—1(f+2), (a+2) | = — (a—p),

4) (—a)+(—p=I[1,(a+1)]4[1, (f+1)] =2, (a-+p+2)]
=—|2,(a+p+2)| =—(a+p)-

Jeseli g = B, to rezultat w przypadku 1) i 4) pozostaje ten sam, zas
w przypadku 2) i 3) nie ma znaczenia, gdyZz nie majg go symbole
[(a+2), (B+2)] i [(B+2), (a+2)|. Z twierdzenia b jednak wynika,
%ze w tym przypadku suma naszych liczb wzglednych uproszczonych

jest zerem,
Rezultaty nasze moZemy zebra¢ w nastepujacem twierdzeniu:

Twierdzenje 24.

1) 04+0=0;
2) a-}+0=a,
O+4a=a,

gdzie @ ma przedstawiaé liezbe wzgledna uproszczons ;
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8) Sume dwéch réZnych od zera liczb wzglednych uproszezo-
nych, majacych znaki réwne, otrzymujemy, dodajac do siebie ich war-
tosci hezwzgledne i sume ich poprzedzajac znakiem wspélnym; sume zas
dwéch liczb o znakach réznych otrzymujemy, odejmujac mniejsza war-
t0s¢ bezwzgledng od wigkszej i réznice ich poprzedzajac znakiem liczby
wigkszej; w tym ostatnim przypadku, jeZeli wartosci bezwzgledne sa
sobie rowne, suma jest zerem,

Wezmy jeszeze jako przyklad mnozenie. I tu moga rdwniez za-
chodzi¢ trzy przypadki: A) obie liczby sa zerami, B) jedna z liczb jest
zerem, () obie liczby sg réZzne od zera. Z twierdzen 12 i 13 wynika,
Ze w pierwszym i drugim przypadku iloczyn jest zerem, pozostaje wige
zajaé sig szczegélowo przypadkiem trzecim, JezZeli w tym przypadku
wartosci bezwzgledne naszych liczb oznaczymy przez a i g, to spostrze-
Zemy znowu, ze moga, zachodzié cztery przypadki:

1) (+a).(+4),
2) (+a).(—8),
3) (—a).(+h
8 (—a).(—h).
Zajmiemy sig kolejno tymi przypadkami:

1) (+a).(+h)=la+11].[(F+1),1]
—K@+1). B+ 1)+ 1.1} {la+1). 14+1.(5+ }]
= [(af+a-+5+2), (aH5+2)] = + [(f+atB-+2), (a-HB+2)
=+af,

2) (+a).(—p)=[(a+1),1].[1,(8-1)]
=[(e+B8+2), (efp+a+p+2)=—0ap,

3) (—a).(+p)=I[1 (e+1)].[(B+1) 1]
=[@a+B+2) (afp+a+p+2)]=—ap,

4) (—a). (= =I[1,(a+1)].[1, (4 1)]
=[(af+a+p+2),(a+p+2)]=+af.

Otrzymujemy zatem twierdzenie:

Twierdzenie 25.

1) 0.0=0;
2) a.0=0,
0.a=0,

gdzie g jest liczba wzgledna uproszczona;
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3) Dwie réZne od zera liczby wzgledne uproszezone mnozy sieg
tak przez siebie, Ze si¢ mnozy ich wartosci bezwzgledne, a znak daje
lub — zaleznie od tego, czy liczby maja znaki réwne, czy rézne.

Zupelnie tak samo dochodzimy do zwyklych regul odejmowania
i dzielenia, co tu dla skrécenia pomijamy. Zaznaczyé tylko nalezy, Ze
przy dzieleniu trzeba na razie wykluczy¢ dzielenie przez liczbeg zero
(definicya 7 uw.); w tym przypadku potrzeba osobnych zaloZen.

Zaznaczymy nareszcie, Zze z twierdzen 2, 12, 18, 19, 20, 21, 22, 23
otrzymujemy wprost dla liczb wzglednych uproszczonych zasadg prze-
miennosci, Iacznodei i rozdzielnosei. JezZeli mianowicie przez a, b, ¢
oznaczymy liczby wzgledne uproszczone, to mamy:

at+b=0b+a,

a.b="0b.a, .
(a4-b)fo=at®+o),

(a.b).c=a.(b.0c),
(a+b).c=a.c+b.c,
(a+bd):ec=a:c+b:c,
(a—b).c=a.c—b.c,
(a—b):c=a:c—b:c.
Uzupelnienie opuszczonych tu dla krétkosei rozumowan i twier-

dzen, jak réwniez dalsze rozwinigcie, nie przedstawia juz najmniejszej
trudnosei,

W Rizeszowie, w marcu 1902 r.
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