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Definicye, jakie spotyka sig w naukach matematycznych, czynia
w ogdlnosei zadosé prawidlom, ktére checemy sformulowag.

Definicya da sig sprowadzi¢ do réwnoseci, ktérej jedna strona
(pierwsza) jest nazwa, ktorg definiujemy, druga za$ wyraZa jej wartosé.
Przyklad :

(pochodna funkcyi) = (granica stosunku przyrostéw funkeyi i zmienne;).

Wskutek tego, podanie, ktdére nie jest réwnoscia, nie moze byé
definicyg Tak wigc nie mozna braé podania:

2<Ce<<3

za definicye podstawy e logarytmdéw naturalnych.

Wartos¢ nazwy, ktéra definiujemy, powinna byé wyraona przez
wyrazy znane, Skoro stawiamy definicye, trzeba powiedzie¢ wyraznie
lub implicite, jakie sa wyrazy, ktére zakladamy jako znane,

W podrecznikach definicya zaklada, jako znane, wyrazy, objasnione
na stronicach poprzedzajacych, Moga tam zdarzyé¢ sig trudnosei tylko
dla pierwszych definicyj na pierwszych stronicach podrecznika.,

Nie mozna oceni¢ wartodci definicyi odosobnionej. Pytania: .Czy
mozna zdefiniowaé liczbg, punkt“? nie sg dobrze postawione, jesli nie
dolaczymy tabeli poje¢, jakie przyjmujemy za znane,

1) Bibliothéque du Congrés international de Philosophie III. Paris,
str. 279—288.
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Nie wystarczy powiedzie¢, iz zakladamy, jako znana, mowe potoczna,
gdyZ zawiera ona wiele wyrazdéw naukowych, jak liczba, punkt...
Nadto, granice mowy potocznej nie sg Scisle ustalone.

Z wyjatkiem pewnych prac o logice matematycznej nie ma po-
drecznika, ktéryby na poczatku mial tabelg poje¢, ktére zaklada sig jako
znane. Mimo to, moZna latwo skonstruowaé taks tabele; przedstawiamy
na prébe taks tabele dla ,Geometryi* Legendre’a, Geometrya
ta z punktu widzenia, na ktérym tu stoimy, nie réZni si¢ od geometryi
Euklidesa i wszystkich innych podrecznikéw.,

Napiszmy znak réwnosci w definicyach na swojem miejscu; jest on
zaznaczony w tekécie slowami: jest, ten, ta, wszystek, jeden.

Pierwsze zaloZenia beda wtedy:

1. (Geometrya) = (nauka, ktérej przedmiotem jest pomiar roz-
ciaglosei).

1, Rozciaglod¢ ma trzy wymiary, dlugosé, szerokosé i wysokosé.

2, (Linia) = (dlugo$¢ bez szerokosci).

2. (Punkt) = (koniec linii).

2", Punkt nie ma rozeigglosci.

3. (Linia prosta) = (najkrétsza droga od jednego punktu do
drugiego).

4. (Linia krzywa)= (linia ani prosta, ani nie zloZona z linij
prostych).

5. (Powierzchnia) = (to, co ma dlugos¢ i szerokodé bez wyso-
kosci lub grubosci).

Podania 1’ i 2" nie sg réwnosciami, nie sa przeto definicyami.
Usunimy dla prostoty, jako mniej nas obchodzace, zaloZenia 1 i 4.

Znajdziemy :
2. wyraz linia, wyraZony przez ,dlugosé®, ,szerokosé®.
2., punkt | »  npkoniec“,
3. »  prosta, . nhajkrétsza‘  droga“.
5. »  powierzchnia, » aWysoko8é“ albo ,grubosé«.

Mamy wige tu definicyg czterech pojeé przy pomocy szedciu nie-
zdefiniowanych pojeé geometrycznych, MozZnaby zapytad, czy nie
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hyloby prodciej usunaé te definicye i wzia¢ jako pojecia niezdefiniowane
pojecia linii, punktu, prostej powierzchni,

WyliczyliSmy tu pojecia geometryczne, zawarte w tych defini-
cyach. Aby analiza byla zupelns, nalezy takze wyliczy¢ pojgcia logiczne,
zaznaczone wyrazami bez, od, do... i formami gramatycznemi,
zawartemi w tych definicyach.

Spostrzegamy koniecznosé¢ tego, analizujac np, pierwsze definicye
arytmetyczne Euklidesa, ks, VII. Wyslowienie ich w przekladzie
wolnym jest nastepujace:

(jednosé) = (jakosé tego, co jest jednem),
(liczba) == (zbidr jednosci).

Czy sa one 8cisle? Mozna odpowiedzie¢ tak, jesli przypuscimy
jako znane wszystkie pojgcia, ktére znajdujg sig¢ po stronie drugiej.
Lecz mozna postawié zarzut, iz w pierwszej réwnodci slowa jednod ¢
i jeden sg tylko réZnemi formami gramatycznemi tego samego po-
jecia, W drugiej réwnosci mozna uwazaé pojecie liczby jako zawarte
implicite, juz to w pojeciu mnogo$ei, juz to w tem, co oznacza wyraz
jednosei w liczbie mnogiej. Réznica migdzy dwoma zapatrywa-
niami pochodzi z rozmaitej donioslosci, jaks przypisujemy formom gra-
matycznym.

Wyliczanie pojeé rozmaitego rodzaju, zawartych w naszych po-
drgeznikach, nie jest zbyt dlugie, jakby sie tego poczatkowo mozZna
bylo obawiaé. Jest dobrze znang rzecza, iZ w naukach matematycz-
nych poslugunjemy sie tylko malg czastka slownika i regul gramatyecz-
nych jezyka, Nastepnie, liczba uzytych wyrazéw jest wigksza od liczby
przedstawionych poje¢. Np. wyrazy: iloczyn, czynnik, mno-
zyé, mnozna, mnoznik, wielokrotny, dzielnik, spé1-
czynnik, sg tylko odrebnemi formami jezykowemi. na oznaczenie
tego samego pojecia z rozmaitego punktu widzenia, przedstawionego
tym samym znakiem > we wzorach algebraicznych.

Wiyliczenia tego dokonalo kilku autordw, dla rozmaitych teoryj
w wydawanym przez nas Formularzu matematyki Liczba
rozmaitego rodzaju pojeé¢ logicznych i matematycznych, pojedyhczych
lub zloZonych, znajdujacych si¢ w tomie III za rok 1901 1), jest bliska

1) Swieto wyszed! tom LV za rok 1902, (Przyp. Red.)
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stu, Teorye te obejmuja juz czes¢ bardzo wazng nauk matema-
tycznych,

Definicya, uwazana sama w sobie, niezaleznie od pojeé, jakie
przypuszczamy jako znane, jest réwnoscia, ktorej strona pierwsza jest
wyrazem albo znakiem, ktérego nie ma po stronie drugiej.

Definicye tej postaci nazwiemy ,definicyami mozliwe-

i“.  Np. zalozenia :

mi-,

”
)

' 1

1 1
e=1+ﬂ+ﬁ+""
8=1im,,=°°—”—n— )
V!
sg ,definicyami mozliwemi“, Pierwsza, jako definicya istotna, jest
najbardziej rozpowszechniona, druga spotyka sie w niektérych podrecz-
nikach; trzecia nie jest uzywana.

W niektérych przypadkach nie definiujemy jednego wyrazu lub
znaku, lecz cale wyrazenie; tak wiec przypusciwszy jako znane znacze-
nie wzordw x =y, &£ >y, x+y, <Yy ,..., gdzie x i y sa liczbami
calkowitemi, trzeba znaczenie to zdefiniowaé, jesli przypuscimy, iz x i y
sy liczbami wymiernemi. W przypadku tym, druga strona moze za-
wieraé znaki, znajdujace sig po pierwszej stronie lecz inaczej skombi-
nowane,

Ze zbioru podan pewnej nauki, majacych charakter definicyj
mozliwych, wyprowadza si¢ rozmaite teorye, albo rozmaite sposoby
wykladu nauki. Obiera si¢ pewien porzadek pojeé nauki, Jesli pewne
pojgcie ma kilka mozliwych definicyj, ktére wyraaja je przy pomocy
poprzednich pojeé w pewnym ustalonym porzadku, mozZna wsrdéd nich
wybraé najdogodniejsza. Jesli nie istnieje mozliwa definicya pewnego
pojgcia, wyrazajaca je przy pomocy pojeé poprzednich, pojecie takie

—_—_—

]
1) Na podstawie wzoru Stirlinga nl=}/2mnn n" AT ,

1 b '
skgd e=2nn)» . ,,n 12" — %— przy n=o0. 0 < <1 (Przyp. tfém.).
Val Val
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odnosnie do okreslonego porzadku nazywaé bedziemy pier wotnem,
Jakimkolwiek bedzie 6w okreslony porzadek, beda zawsze istnieé
pojecia pierwotne, nie mozna bowiem podaé definicyi pierwszego pojecia.

Nalezy pojeciom nauki nadaé taki porzadek, aby liczha pojeé
pierwotnych odnosnie do tego porzadku byla mozliwie najmniejsza.

Definicya powinna czynié zado§é prawu jednorodnosci, ktére zaraz
wyjasnimy.

Po pierwsze, definicya powinna byé podaniem zupelnem, zrozu-
mialem samem przez sig, niezaleZnie od innych podan tekstu. W ten to
sposéb pojmuje inaczej definicye niz niektérzy autorowie, ktdrzy czesé
najwazniejsza, lub wzdér zawarty w calkowitem podaniu nazywajs
definicywa,.

Nastgpuie, obie strony réwnosdci, ktéra stanowi definicye, powinny
zawieraé tez same litery zmienne, wyraZajace zmienne istotne,

Tak wigc wzor:
= aqa— N

nie jest definicys, gdyZ nie jest podaniem zupelnem; nie méwi sig
bowiem tu, jaka wartosé nadajemy literze a.
T’odanie:

Niech bedzie @ pewna liczba; mamy: 0 =a —a,

jest podaniem zupelnem; lecz nie mozna go braé jako definicye znaku O,
gdyZ nie jest ono jednorodnem, W samej rzeczy, strona pierwsza jest
stalym symbolem O; druga jest funkcys zmiennej litery a.

Podanie:
0 = (stala wartosé wyrazenia a—a, jakakolwiek jest liczba a)

jest réwnoscia jednorodna, bo jakkolwiek po stronie drugiej stoi
litera @, to jednak znajduje sig ona tam tylko pozornie, gdyz wartosé
tej drugiej strony nie jest funkecys tego @. Podanie to jest definicyg
mozliwg,

Obie strony réwnosci — definicyi nietylko powinny zawieraé tez
same litery zmienne istotne, lecz trzeba jeszcze, by wchodzily w nie
w sposéb podobny. UwaZajmy np. liczby wymierne; mamy definicyg
logiczna nastepujaca:
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a C

Niechaj a, b, ¢, d beda, liczby calkowite; réwnosé i jest

dentyezna z réwnoscig: ad = be.
Podanie to biora niektérzy autorowie jako definicye 1). W przy-

padku calkowitych a i b, % jest liczba wymierng; naodwrét, jesli i

jest liczba wymierna, mamy nieskonczenie wiele par calkowitych liczb
a ib, czynigcych zadosé réwnosci a/b = x. Nie moZzemy wskutek tego
powiedzie¢: ,liczba wymierna « jest ulamkiem nieskracalnym®; nie
moZna méwié o liczniku i mianowniku liczby z.

) Tak ezynig pp. 0. Stolz ,Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik,
str. 43 (1885); ,Theoretische Arithmetik®, str. 57 (1900); J. Tannery ,Intro-
duetion & la théorie des fonetions d’une variable, str. VIII (1896); a jeszcze
wyrazniej: ,Le¢ons d’Arithmétique*, str. 148 (1894); L. Conturat ,De
I'Infini mathématique®, str. 1 (1896).

Ulamek IL wprowadza si¢ wtedy przez ,abstrakeye®. Nie mamy wtedy
)
réwnosei w postaei:
a/b = (wyrazenie utworzone z pojeé poprzednich),

leez dajemy tylko nominalng definicye zwigzku a/b = ¢/d.

Wolimy uwazaé a/b jako wyrazenie, przedstawiajace dziatanie zlozone
> afb, to znaczy mnozy¢ przez a i dzielié¢ przez b.

Dwa symbole dziatan a/b i ¢/d sg sobie rowne, skoro, zastosowane do tej
samej liczby, ktéra umozliwia oba dziatania, daja réwne wyniki. Z definieyi
tej wyplywa natychmiast podanie przytoezone w tekscie. Zob. ,Formulaire de
Mathématiques®, t. I11, p. 55 (1901), albo moje ,, Arithmetices principia®, str. 13,
(1889), gdzie symbole te wyrazono symbolami ideograficznemi.

Ten sam sposéb uwazania utamkéw jako operatoréw spotyka sie w ,,Le-
cons sur l’Analyse infinitésimale“ p. Méray, str. 2 (1894), ktéry go juz
przedstawil w,,Nouvelles Annales de Mathématiques®, 1889, str.421. Sposéb
ten jest najbardziej naturalny. Mozna go spotkaé np. w papyrusie Rhinda
(r. 2000 przed Chr.), gdzie A hm e s, rachmistrz egipski, powiada (kolumna 12):

1—2/3--/15=/54/15;
rzeczy wiscie dzialajqe na liezbie 15, mamy
16—10—1=3+1.
ldgc za autotem, nie pisalismy liczuika, jeSli ten rdwny jest jednoseci
(Nota autora z r. 1901).

Wiad mat. VL. 1002, 13
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Jesli chcemy teraz zdefiniowaé sume¢ dwdéch liczb wymiernych
x i y, trzeba utworzy¢ réwnosé postaci:

x -+ y = (wyrazenie zloZone z liter & i y i z dzialah arytmetycznych
na liczbach calkowitych).

Podanie :

,Niechaj @, b, ¢,d beda liczby calkowite; Jest —|— d Ml;; be. )

nie stanowi definicyi mozliwej. W same;j rzeczy, strona pierwsza przedsta-

wia sig jako funkeya liczb wymijernych — druga Jako funkeya

b d ;
liczb catkowitych a, b, ¢, d, ktére nie sa funkcyami danych liczb wy-
miernych.

Definicye niejednorodne nie sa zbyt rzadkie w podrecznikach ma-
tematyki, Precyzya wewnetrzna nauk matematycznych poprawia nie-
dcislodoei szaty, w jaka je przyoblekamy. Te niedokladnosci formy nie
prowadzg dobrych autoréw do wnioskéw falszywych. Tak np, Euler,
wykonywajac dzialania na szeregach bez wzgledu na ich zbieznosé,
dochodzi do calego mndstwa twierdzen, wszystkich prawdziwych. Nie-
precyzyjne wyslawianie twierdzen pociaga za sobg w ogdlnosei tylko
dlugosé i ciemnosé, Méglby jednak, gdyby ktos cheial, wyciagnaé
z definicyi niejednorodnej konsekwencye falszywe. Tak np. poléZmy
na podstawie definicyi:

a, ¢ a+t-c

- P =, gdu s d ite“ .
b d b+d’ gdzie a, b, ¢, d sy calkowite

Znak ? oznacza pewne dzialanie (nieuprawnione). Wyprowadzamy stad:

1,2 8 2,2 4lec1 2
2°83 5’4 38 7’ 2 4

skad wniosek falszywy:

3 4
5 7 :
Trudno$é te spostrzegalo wielu autordw; aby usprawiedliwié po-

przednig definicye, przypuszeza sie, iz -fz— nie jest liczbg wymierns lecz
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parg liczb, oddzielonych znakiem dzielenia. Lecz to sprowadziloby
dwuznaczno$é, gdyz we wszystkich podrecznikach wyrazenia 2 4 2,
2><8,6—2, 2%, ... s tylko réZnemi nazwami tej samej liczby 4.

Zauwazmy nakoniec, iz kazdy znak lub wyraz, okreslone w nauce,
moga by¢ usuniete pod warunkiem, i zastapimy je przez jego wartosé.
Inaczej méwiac, kazda definicya oznacza pewne skrécenie, ktére nie
jest konieczne teoretycznie; moze byé¢ ono dogodne, a nawet — praktycz-
nie rzecz bioraec — nieodzowne dla rozwoju nauki.

Usunigcie w pewnej teoryi okreslonego znaku jest bardzo pozZy-
tecznem ¢éwiczeniem w celu rozpoznawania Scislodci definicyi; definicya
bowiem jest niezupelna, jesli zdarzy sie, Ze nie mozna jej wszedzie za-
stapi¢ przez jej warto$é. SluZy ono takze do oceny uZytecznoSci defi-
nicyi, jesli bowiem podania, w ktérych stoi okreslony znak, po ich usu-
nigciu, nie stajg sig zbyt dlugie, nalezy go usuna¢. W podrecznikach
matematyki wiele jest wyrazéw, ktére nalezaloby usunaé.

—— R ———

T. Lopuszanski,

ZARYS TEORYI LICZB WZGLEDNYCH.

Matematyka 1) w rozwoju swoim byla $cisle zwigzana ze Swiatem
fizyeznym, Podstawowe jej pojecia powstaly jako abstrakeye z calego
szeregu obserwacyj, wzglednie doswiadezen, a i dalszy jej rozwdj byl
W znacznej cz¢éci nie samodzielny, lecz oparty na zastosowaniach i ana-
logiach geometrycznych i przyrodniczych. Ta metoda tworzenia sig
wprowadzila w podstawy matematyki pewne zamieszanie, spowodowala
wiele niejasnosci w jej zasadniczych pojgciach i definicyach, co utrud-
nialo w wysokim stopniu dalszy rozwdj. W interesie nauki zatem

1)  Wyrazu tego uzywam tu na oznaczenie-czystej analizy, z wylgeze-
niem geometryi.



