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Pod taka nazwg upowszechnilo si¢ w podrecznikach rachunku
prawdopodobienstwa zadanie, dotyczace gry w orzelka i reszke na
pewnych szczegélnych warunkach,

Rozwiazanie tego zadania prowadzi do wyniku, na ktéry Zadng
miarg zgodzi¢ si¢ niepodobna, i ktdry z tego powodu nazywaja zwykle
paradoksem petersburskim,

Poniewaz ten paradoks budzi¢ moze pewne watpliwosci co do
gruntowno$ci samych zasad rachunku prawdopodobienstwa, a w szcze-
gdlnodei o ile to dotyezy pojecia nadziei matematycznej, przeto pragne-
liby$my te watpliwosci o ile mozna rozproszyé,

W tym celu w pracy niniejszej zamierzamy okazaé:

1) Ze gra w orzelka i reszke na warunkach zadania petersbur-
skiego jest niesluszng (inéquitable);

2) Ze przyczyng tej nieslnsznosci sa niewlasciwie dobrane wa-
runki samego zadania, a nie zasady rachunku prawdopodobienstwa,;
i nareszcie,

3) ze dobierajac te waranki wlasciwie, czyni sie¢ gre sluszng
i unika tem samem paradoksu.

s
-

Zadanie Petersburskie brzmi tak:
) Piotr i Pawel graja w orzelka i reszke na warunkach nastepu-
Jacych:

1) Piotr rzuca monets, i rzuca nig dotad, az sig odwrdei, orzel,
kiem; wtedy gra jest skoniczona;
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2) Pawel wyplaci Piotrowi jednos¢ (np. jednego dukata lub
jedno ziarnko piasku), jesli orzelek pojawi sig za pierwszym zaraz rzutem;
lub dwie jednosci, jesli orzelek pojawi sig za drugim dopiero rzutem; lub
cztery jednosci, jesli orzelek pojawi sig za trzecim dopiero rzutem i t. d.,
ogélnie 2*—1 jednosci. jesli orzelek pojawi si¢ za n-tym dopiero rzutem.

Jaka sume zloZyé powinien Piotr Pawlowi przy rozpoczeciu gry?

Piotr moze wygra¢ od Pawla:

albo 1, albo 2, albo 2%, albo 23, albo i t. d. jednosci,
z prawdopodobienstwami odpowiednio réwnemi:

1 1 1 1

g g g i b

Stad nadzieja matematyczna wygranej Piotra wynosi:
1 1 g 1 s 1 .
IX—5 +2 ><-—2;—|—2 ><7,+2 Xt t.d.

t. j. réwna si¢ nieskonczenie wielkiej liczbie 1/, jednosei, ktorg to liczbe
1/, jednosci niech wyraza symbol

n = o0

Taks wladnie sume zlozy¢ powinien Piotr Pawlowi przy rozpo-
czgciu gry.

§ 2

Tu widaé odrazu, Ze gra jest niesluszna.

Jakoz, zauwaZmy, ze w warunkach zadania rozréznié sie dajg
dwa, i tylko dwa przypadki nastepujace:

1-0 albo orzelek pojawi si¢ za m-tym rzutem, i wtedy Pawel
wyplaci Piotrowi sume skonczong 2"—1, ktéra wzgledem nadziei mate-
matycznej Piotra, nieskonczenie wielkiej s, jest znikajaca; zatem Piotr
przegra, a Pawel wygra;
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2-0 albo orzelek nie pojawi sig nigdy, co odpowiada zaloZeniu
m = 00; zatem znowdz (jesli weZmiemy w rachube i ten, chociaZ na-
prawde niemozliwy do urzeczywistnienia przypadek) Piotr i)rzegra,
a Pawel wygra. .

Owoéz, gra, w ktérej jeden z partneréw (Piotr) wygraé zgola nie
moze, a drugi (Pawel) wygra¢ musi, jest oczywiscie niesluszna.

Dowiedzmy sig, w czem tkwi przyczyna tej nieslusznoseci.

§ 3

Wedlug warunkdw zadania, za sumg ewentualna 27—! Piotr
sklada Pawlowi

‘ 1
2m—1 > 7,,—’

t.]. 1/ jednodci, niezaleznie od tego, czy m skotczone, czy nieskoncze-
nie wielkie, Tymczasem przypadek m = oo jest nieurzeczywistnialny,
bo jego prawdopodobienstwo
(L) —o.
214:

" = 00

Wiec za przyrzeczenie Piotrowi sumy (27-'), o ktérem z pe-
) m =00

wno&cig wiemy, %e dotrzymane nie bedzie, Pawel liczy sobie réwnie !/,
jednodci, jak za kazde inne, ktore ewentualnie dotrzymane bedzie. Tak
postgpujac, Pawel wprost oszukuje Piotra, i dla tego gra Petersburska
jest niesluszna,

§ 4.

Z poprzedzajacego wynika, Ze gra Petersburska bylaby sluszng
jedynie pod warunkiem, jesliby za przypadek m = co nic si¢ Pawlowi
od Piotra nie nalezalo.
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Aby temu warunkowi zado$¢ uczynié, wprowadimy najprzéd
ogélnie a1 zamiast 27—1, Wéwczas za sume ewentualng q™—' nalezeé

sig bedzie Pawlowi
1 1 a ”m—1
m—1 — —_—
a™ " 2~=—2(2) :

A 1e za przypadek m == 00 ma mu si¢ nic nie naleze¢, zatem otrzy-
mujemy réwnanie:

[5T=o.

z ktérego wynika a < 2, a nie a =2,
Pod tym warunkiem (@ <{2) suma, ktéra Piotr winien zlozy¢
Pawlowi przy rozpoczeciu gry, posiada wartosé skonczona, rdwna

1
2—a

Gdy wige orzelek pojawi sig za m-tym rzutem, Piotr otrzyma od
Pawla sumg a™', i wygra, jesli:

1

am—l —

>0)

lub przegra, jesli:

KaZdy zatem z partneréw, tak Piotr jak i Pawel, mozZe pod warunkiem
a < 2 wygraé lub przegraé, bo gra w tym przypadku jest sluszna

§ 5.

Jednak o mozliwosci przedsie}wziqcia gry decyduje nie sama jej
stusznodé, ale i wysokos¢é zobowiazanh, ktére biora na siebie partnerzy,
kazdy wzgledem ogélu wszystkich innych partneréw, przyjmujacych
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w grze udzial. Te zobowigzania, jesli sig daja oznaczyé a priori, mogs
byé przez partneréw przy rozpoczeciu gry zdeponowane, i wtedy nazy-
waja sig stawkami; jesli za$ oznaczyé sig daja, tylko maxima tych zobo-
wigzan, proponujemy nazywaé je ryzykami,

Obliczmy ryzyka Piotra i Pawla,

Zalézmy naiprzéd a > 1,

Wtedy nadzieja matematyczna Piotra jest takze wigksza od
Jednosci; a Ze Piotr wygraé musi co najmniej jednos$é, ryzyko jego nie
mozZe przewyzsza¢ réZnicy

1 a—1

P m

Co do ryzyka Pawla, jest ono w tym przypadku nieograniczonem;
ewentualne bowiem ryzyko Pawla réwna sig réznicy

1

an—' —
2—a

>0

w ktdrej m jest wprawdzie skonczone, ale moze sig zdarzy¢ tak wielkie,
jak sig podoba.
W razie wige a > 1 orzec tylko mozemy, Ze:

a-—1
2—a’

tyzyko Piotra <

ryzyko Pawla <  co .

W przypadku a < 1, ewentualne ryzyko Piotra réwna sig réznicy

1 7
gg 20
w ktérej m, poczawszy od 2, moZe sig zdarzyé tak wielkiem jak sig
podoba, chociaz skonczonem. Ryzyko Piotra jest zatem mniejsze od
jego nadziei matematycznej.

Co do ryzyka Pawla w tym razie, zauwazmy, Ze poniewaZ na-
dzieja matematyczna Piotra jest mniejsza od jednodci, a przegrana
Pawla wynosi co najwyzej jednosé¢, zatem najwieksze mozliwe ryzyko
Pawla réwna sig réznicy :
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1 1—a
1=
2—a 2—a

Mamy zatem w przypadku a <7 1:

1
ryzyko Piotra < ) ,

—a
l—a
ryzyko Pawla < S

Owoéz, gra, w ktérej maximum ryzyka partnera moze byé tak
wielkie jak si¢ podoba, jest dla tego partnera nieograniczenie ryzy-
kowna, On w niej udzialu braé nie moze, bo nie wie, czy jest dosta-
tecznie przygotowanym do spelnienia zobowiazania, ktére mu los przy-
niesie. Takg jest wladnie dla Pawla gra w orzelka i reszk¢ w przy-
padku a >>1, a tem samem i niemozliwg do przedsiewziecia. Tylko
wigc w przypadku a < 1 jest ona mozliwa do przedsiewziecia, bo jest
ograniczeunie ryzykowna dla obu partnerow,

§ 6.

Ten sam wynik otrzymaé takze moZna sposobem bezporéwnania
krétszym, nastgpujacym:

Oznaczmy przez

mor L
@ " 2—a
warto$é¢ bezwzgledna réznicy
1
m -1
a 9—a "

Stosownie do znaku tej réinicy: - lub —, pomieniona jej war-
toéé bezwzgledna wyraza ryzyko ewentualne Pawla lub Piotra.

To wiedzac, wyrazmy nadziej¢ matematyczng u-ej potegi tego
ryzyka; bedzie to suma
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( a )m—]u_ 1 ( 1 )m—J
Va el s

Owéz, zasada mozliwosci przedsigwzigeia gry w ogéle powinno
byt: aby nadzieja matematyczna u-ej potegi ryzyka ktéregobadz
z partnerdw byla skonczona, jakkolwiek wielkie wezmiemy u.

Wedlug powyzszego wzoru, warunek ten w przypadku rozwaza-

m=00 Mm=00

1 |+ 1

2—al|_ 2
m=1

am—l — L

om
1

m=

nym wymaga nieréwnosci a < 172_ , jakkolwiek wielkic wezmiemy u,
a wigec wymaga, aby bylo a < 1.

Powyzej sformulowana zasada ,mozliwosci przedsiewzigcia gry*,
obowigzuje nie tylko gry we wlasciwem tego slowa znaczeniu, ale
i wszelkie inne kwestye teoryi prawdopodobienstwa, ktdre upodobnié
sie dajg do gier. Tak np. w rachunkach astronomicznych, fizycznych,
chemicznych i t. p., wartosci prawdziwe niewiadomych zastgpujemy ich
nadziejami matematycznemi, ktére obliczamy na podstawie wielkiej
liczby wartosci dostrzezonych albo samych wprost niewiadomych, albo
wiadomych ich funkeyj, zwykle liniowych. W ten sposéb postepujac,
ryzykujemy bledy, popelnione na niewiadomych. Ale, Ze tych bledéw
znaé¢ nie mozemy, wiec aby sig zabezpieczyé przed zbytnia ewentualnie
niektérych wielkodcig, z gory zastrzegamy, Ze nadzieje matematyczne
wszelkich poteg dodatnich ich wartosci bezwzglednych sg skonczonemi.
Tej zasady wyraznie wprawdzie nigdzie nie formuluja, wszelako tkwi
ona w zaloZeniu, przez ktore: nadzieja matematyczna jakkolwiek wielkiej
potegi bledu przypadkowego w ogéle — ma wartos¢ skoniczong,
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