Wi Gosiewski,
0 PRAWIE WIELKICH LICZB.

Prawo wielkich liczb sformulowal byl, jak wiadomo, Poisson,
w dziele p. t.. ,Recherches sur la probabilité des jugements“ 1837,
Wiadomo takze, e dowéd tego prawa, podany tam przez Poissona,
nie jest Scisty. Temu to przypisa¢ nalezy, se w ostatnich czasach
J. Bertrand prawie zaprzeczy! samemu prawu,

‘W pracy niniejsze] zamierzamy udowodnié prawo w1e1k1ch liczb
na drodze catkiem innej niz ta, ktorg obral Poisson i jego nasla-
dowey. Zamiast, jak on, szukaé prawdopodobienstwa stopnia zblizenia
sig do prawa wielkich liczb, szukamy raczej granicy nizszej tego prawdo-
podobienstwa, ktéra, dla liczby préb dostatecznie wielkiej, jest tak
bliska samego prawdopodobienstwa, Ze w zupelnoéci wystarcza do
udowodnienia twierdzenia. Wreszcie sposdb nasz jest wzglednie bardzo
krétki i latwy, mimo Ze obejmuje przypadek nie jednego tylko, jak
awykle zdarzenia, lecz wielu zdarzen, wylaczajacych si¢ w kazdej probie.

§1.

Oznaczmy przez d,, 4, , . . . , dx, 0gdlnie przez a, (i=1, 2, ..., n),
zdarzenia wylgczajace sig w kazde] probie, a przez u, prawdopodo-
bienstwo zdarzenia a; w s-tej z kolei prébie.

W myél reguly prawdopodobienstwa calkowitego, suma X', ,,

i

(t=1,2,..., n), wyrata prawdopodobienstwo stania si¢.jednego ze
zdarzen a; w s-ej prébie, a tym sposobem

(1) v,=1——2u,~,,
wyraza prawdopodobienstwo niestania si¢ w tej prébie- Zadmego e

zdarzeft @; To niestanie sig Zadnego ze zdarzen a, nazywaé bedziemy
Préba pusta.
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Napiszmy réwnanie (1) pod postacia;
(2) 'v,—l-—%‘m_,=1

i rozwazajmy przypadek m préb, ktéremu odpowiada uklad réwnan (2)
dlas=12,...,m. )

Wezmy pdd uwage iloczyn II (v,v + X w; suy), (=1, 2 ..., m),
s i

w ktorym v i 1, sy dowolnemi. Rozwiniecie tego iloczynu wedlug poteg
v i'u,; daje sumeg:

(3) vy + X wijyui) = 2 peyv¥ I us,
s i (@) 4
w ktérej dla krétkosei polozono;
4) m—ai=y, @ xg, ...y &) =(x)

i gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie wartodci catkowite i nie-
ujemne ukladu liczb (x), zados¢ czynigcych nieré6wnosei

1
) -;;'-Z <1,

Spélezynniki ¢, rozwinigeia (3) powstajg sposobem nastgpu-
jacym:

Uwazajmy iloczyn y czynnikéw v, od s = 1 do 8 =y, nastepnie
x, czynnikéw uy, od 8 =y -+ 1 do 8 =y - x,, nastepnie z, czyn-
nikéw 1y, od 8=y + x, + 1 do s =y -} x, - x, i t. d., nareszcie
x, czynnikéw %, ,, od s=m — x, -} 1 do s=m.

Razem wiec wszystkich czynnikéw jest m, a iloczyn ma postaé
nastepujaca: -

Vyeo v,, WUg, g1 o0 Wi yta, syt oz, 41 000 U2 ytzet g o un,m—z"-{-l “ee u,,,,,, .

Pozostawiwszy w tym iloczynie znaczki odpowiadajace skazni-
kowi s na swoich miejscach, zmieniajmy miejsce samym elementom
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przestawiajac na wszelkie mozliwe sposoby tylko elementy migdzy soba
rézne, Tak postepujac otrzymamy:

m !
i

iloczynéw w ogole réznych, ktérych suma tworzy spélezynnik ¢, .

Wedlug reguly prawdopodobienstwa zlozonego, kazdy z pomie-
nionych iloczyndw wyraza prawdopodobienstwo stania sig zdarzen a
po razy &; w m probach, w oznaczonym porzadku lacznie z prébami
pustemi. A poniewaz wszystkie te iloczyny wyczerpuja wszystkie
porzadki, zatem, wedtug reguly prawdopodobienistwa calkowitego, suma
tych iloczynéw, t.j. spélczynnik ¢, wyraza prawdopodobienistwo stania
sig zdarzen «,; po razy x; w m prébach, w jakimkolwiek porzadku lacz-
nie z prébami pustemi.

Kladgc w réwnaniu (3) v = 1, u; =1, znajdujemy réwnanie

(6) '2 (P(:r) =1 .

w ktérem strona lewa wyraza prawdopodobienstwo stania sig zdarzen
@; w m probach jakimkolwiek sposobem, nie wylaczajac nawet przy-
padku niestania sig zadnego z tych zdarzen, czyli ujawnienia sig samych
tylko préb pustych. Poniewaz jeden z tych sposobéw nastapié musi,
pomienione prawdopodobieristwo réwna sig jednosei.

5 2.

Wyobrazmy sobie teraz wewnatrz obszaru nieréwnoéei ( b), w kto-
rym z; > O, obszar mniejszy, ograniczony nieréwnoscig

2
7 (r—a)
) 2 <
gdzie q;, B; sg stosownie dobranemi liczbami stalemi.
AZeby to byé moglo, liczby a,, f; spelniaé powinny warunek
nastgpujgcy : ' '
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(8 ?a;+l’§ﬁ,’<m.

Jako#, zamiast nieréwnosei (5) i (7), rozwaZajmy réwnania:

(9) —;—Ex.-zl,

(10) P (x'—a‘)l =1,

% ktérych pierwsze odpowiada rozmaitodei (rozciaglosci) n—1— wymia-
rowej stopnia pierwszego, a drugie odpowiada rozmaitosci n—1 — wy-
miarowej stopnia drugiego; obie s3 odniesione do ukladu spélrzednych
prostokatnych, lub nawet tylko prostoliniowych.

To wiedzac, poprowadzmy nows rozmaito8¢ m—1 wymiarows
stopnia pierwszego, ale taka, ktoraby byla i styczna do rozmaitosei (10)
i réwnolegla do rozmaitosei (9).

Oznaczajac przez (X;) punkt biezacy tej nowej rozmaitosei i pod-
dajac ja jedynie warunkowi pierwszemu, odrazu widaé, Ze réwnaniem
jej beduzie:

(1]} E(Xa a;;gzt ) ,

i

albowiem jezeli polozymy (X,) == (2;), réwnanie (11) przejdzie na (10);
wige rozmaito8é (11) ma tylko jeden punkt spdlny () z rozmaitoseis
(10), czyli jest do niej styczng w tym punkeie,

Azeby teraz rozmaito$é (11) uczynié¢ i réwnolegla do rozmaitosci
(9), nalezy punkt stycznodci () w ten sposéb dobraé, zeby spélczyn-
niki spélrzednych X, staly si¢ niezaleznemi od skaznika #, podobnie
jak to ma miejsce w rownaniu (9). Zatem byé powinno:
(12) LY —u (i=1,2,...,n)

B

Ale, ze punkt (x;) nalezy do rozmaitoéci (10), przeto rugujac
z réwhatt (10) i (12) réznice’s,—a;, znajdziemy na wyzndczenie nie-
wiadomej u réwnanie:
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(13) wIpi=1.
~ P =

Z tego wlasnie réwnania otrzymujemy:

1
”:"—_—:—'—_—"'

+VZp

i nastepnie

(14, i a ! (=1,2,...

B = + V2B ’

Na mocy (14), réwnanie (11) przyjmuje postaé:

1
——_}—_V-ﬁ;Z(Xi_ai)_l’

albo raczej postaé:

1 ____‘.‘X.‘=1,
Z_'G:iVZﬂizf"

h3

w ktérej, poniewaz X; uwaszamy tylko za liczby dodatnie, znak +- odnosi
sig do rozmaito$ci dalszej wzgledem poczatku spélrzednych, a znak —
do rozmaitoéei bliZszej. Nas interesuje tylko rozmaito$é dalsza, a wige

poprzestajemy na réwnaniu

1 OV
(15) — Xi=1.
za',_*_'/zﬂgz

To majge, rozumujemy dalej tak:

Skoro rozmaitosé (15) jest styczng do rozmaitosei (10), to obszar

nieréwnosei (7) miedei sig w obszarze nieréwnoscei

. 1
(16) o Sagr:
;a,+V§ps’2 s

i

mamy tu oczywiscie na mysli same tylko liczby a; nieujernne,
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A skoro rozmaitosé¢ (15) jest oraz réwnolegla do rozmaitosci (9),
to obszar nieréwnosci (7) miesci¢ sig bedzie w obszarze nieréwnosci (5),
byleby obszar nieréwnosci (16) nie przekraczal cbszaru nierownosci ().
Atoli ten ostatni warunek wymaga, zeby odleglos¢ rozmaitosci
(156) od poczatku spolrzednych nie przekraczala odleglosci rozmaitosci
(9) od tegoZ poczatku, za czem widocznie idzie nieréwnosé (8) c. b. d. d.

§ 3.

Przyjmijmy, ze warunek 8) spelnia sig, a wige, ze nieréwnosé (7)
obejmuje obszar zawarty w obszarze nieréwnoseci (5).-
Woéweczas suma

(17) P= (2: Pz

wzigta w granicach nierownosei (7), wyraza¢ bedzie prawdopodobien-
stwo stania si¢ zdarzen a; po razy «, w m prdbach, przyczem uklad
liczb (o) zado8é czyni nieréwnodci (7).

Na mocy rdéwnania (6), prawdopodobienstwu P (17) mozemy

nadaé postac
(18) P=1——2¢p(z),
()

byleby sumowanie po () rozciagalo si¢ do ukladéw liczb (x;) zadodé
czyniacych dwdém nieréwnosciom:

@ St 0,

i
1
(20) <1,

z ktorych pierwsza jest wprost przeciwng nieréwnosci (7), a druga jest
nieréwnoscia (5). Jakoz, wedlug réwnania (6), 1 jest suma wszystkich
wyrazéw @, odpowiadajacych ukladom (2°), spelniajacym nieréwnosé
(20); jesli za$ z tak uwazane] jednostki wykreslimy wyrazy ¢, odpo-
wiadajgce ukladom () spelniajacym nieréwnosci (19)i (20), to pozo-
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stana tylko wyrazy ¢, odpowiadajace ukladom (x) spelniajacym nie-
réwno$é (7), a wige wyrazy, ktérych soma tworzy P (17).

Mnozac wyraz @, przez strong lewsa nieréwnosci (19), réwnanie
(18) zamieniamy na nieréwnosé

. O Lo
(21) P>1 ——Z QZ (% — ai’?
= i
i ()
spelniajacq sie, oraz i nawet tem Wiqcej, jesli sumowanie po (&) rozcis-
gniemy na uktady (x) w calym obszarze nicréwnosei (20).
Ale rozwijajac (z; -—— a;)? w nieréwnosci (21), otrzymamy:

_
2) P>1— S
(22) P> 2_,

‘

1 . -
3 (0?2 ¢ — 2a; i+ 2 xd tP(.)) 3
:3" (z) () (2)

skad okazuje sie, ze strona prawa tej nierownosci zalezy od sum
(23) S Py XEP . X XE P,
(z) (2)

)

rozciggajacych sig na wszystkie uklady () obszaru nieréwnodci (20).
Aieby sumy (23) wyznaczyd, zastosujmy do rownania (3) operator
%,;0/du;; znajdziemy wéwczas rownanie:

(24) O (v,v+ 2 Ui, s ;) - Z - Ui, s %

= ) x; vy ITu®i
0 3 Uiy Wi Z 1 Pum &L
- .

(2)

do ktérego stosujac na nowo ten sam operator 1,9/ 9 i, znajd'ziemy orag:

I,I (050 + ‘,2 i, « ) {(Z Vg0 —It—li,é‘u;u,a wi )2
(25) : '

Wi, s Uy (Ve + 2 Ui 5 00) — 14, 7wl
¢

(Vv 4 2 15 w,)?
i

} =2w,~2¢p.,) ey ITu?e.
B )

s (r)

Kladgc teraz w réwnaniach (3), (24) i (25): v = 1. ;=1
1 biorae strony prawe za lewe, a lewe za prawe, otrzymamy, zwazywszy
Przy tem na zwigzek (2): l
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(26) 2on=1,
(@)
(27) (4‘.;’ TiPg) = P Uy, s,
(28) Z 2 g = (T, + T (1—ugs).

Na tej zasadzie nieréwnosé¢ (22) przywodzi si¢ do nastepujace;:
P>1— 2_;_2 {o— Zu )+ (1—wg).
Ale z uwagi, Ze
%, s (1—thi,) < 1/4, 2 tem samem X u,, , (1—u,,,) < M/4
mamy tem wigcej: ’
m

(29) P> 1 —Znﬂl—‘ (04—2‘: Uy, 3)2 + —4— N

zapamigtajmy jednak, ze tylko pod warunkiem (8).

§ 4

Wychodzac z nieréwnosci (29), udowodnimy latwo prawo wiel-
kich liczb,
Jako, zaléZmy

(30) ai=3 i, , pi=kVm,

rozumiejgo przez A, liczbg dodatniag. Wtedy, z uwagi na réwnanie (2),
nieréwnoéé (8) przywiedzie sig do postaci:

: A2 1 2
(81) <)

l &

nieréwnos¢ (29) do postaci:



O prawie wielkich liezb. 97

. 1o 1
.(\52) P>1— ZZ}._’ )
a nieréwnosé (7) do postaci
(33) m (% 1 )2< 1
Z A3 \m PPALLL A
i §
za ktéra ide nieréwnosci w liczbie n:
. X; 1 2 8,‘9 ,112 .
(34) (W —_— —,—; 'u," ,) < '—m— ’ (Z=1, 2 yosey ”)

s

gdzie &? zados$é czynig warunkowi:

(35) et <1,

W nieréwnosciach (84) i (82) czytamy, 7e kazda z réznic miedzy
stosunkiem x; / m i wartodcig przecigtng prawdopodobienistwa zdarzenia
a; dla m prob jest, bezwzglednie biorac, mniejsza od |& |4/ V m,
z prawdopodobienstwem P mniejszem od jednosci o mniej niz X' 1/4 4.

Jesli wige liczba préb m jest dostatecznie wielka, wéwezas, zgo-
dnie z nieréwnoscig (31), mozemy dobraé liczby 4, takie, ktéreby byly
i dostatecznie mate wzgledem V' m, %eby uczynié stosunki | & |4/ V m
bardzo malemi, i dostatecznie wielkie bezwzglednie, Zeby uczynié sume
2‘; 1/4 42 bardzo malg,

Stad wyplywa prawo wielkich liczb nastgpujace:

Moina zawsze pomysle¢ tak wielkg liczbg préb, zeby kazde
z wylaczajacych sig zdarzen, ktérych prawdopodobienstwa sa zmienne
od préby do proby, powtérzylo sig taka liczbe razy, izby stosunek tej
liezby do liczby wszystkich préb réznil sig tak malo jak sie podoba od
Wartosei przecigtnej prawdopodobienstwa tego zdarzenia ze wszystkich
Prob, z prawdopodobienstwem tak bliskiem jednosci jak si¢ podoba.

Warszawa, w styezniu 1902 r.

Wiad, mat. VI. 1002 - 7



