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Wielki to zaszczyt byé powolanym przez glosy zyczliwych
kolegéw do zasiadania w tem $wietnem Zgromadzeniu uczonych 2),
a zaszczyt ten staje sie jeszcze wiekszym, gdy taczy sie z obowiaz-
kiem wygloszenia wspomnienia o umysle tak $wietnym, o'takiej
wspaniatej ozdobie nauk matematycznych, o cztowieku tak genial-
nym, jakim byt Eugeniusz Beltrami.

Stowa moje, nieozdobne i ubogie, zdolajg da¢ zaledwie blade
wyobrazenie o potedze i naturze tego umystu; to tylko powiedzieé
moge, Zze w ostatnich miesigcach z.wielkiem upodobaniem i wielka
rozkosza umystowa przebiegtem stopniowo calg jego genialng pro-
dukcye naukows, caly ten ogrom prawie 120 prac nad najrézno-
rodniejszemi przedmiotami analizy, geometryi, mechaniki i fizyki
matematycznej, stanowiacych wielki i trwaty porrinik jego stawy.

W pracach Beltrami'ego, w odréznieniu od prac wielu
innych, ide¢ matematyczna ozywia prawie zawsze tchnienie arty-
styczne; dzieki za$ trafnym zestawieniom, dzigki odpowiednio do-
branym spostrzezeniom o poczatku, naturze i dziejach traktowanego
przedmiotu, o jego analogiach z innemi, o nowych jego stronach
i nowych zagadnieniach, ktére porusza, dzieta Beltram i'ego
maja dla czytelnika urok nieprzeparty; powiedzialbym, ze wywie-
rajg nan wplyw magiczny, otwierajac mu na kazdym kroku nowe
i szerokie horyzonty.

') Mowa, odezytana na posiedzeniu uroczystem Instytutu krélewskiego,
lombardzkiego nauk i literatury; przeklad, ogloszony za upowaznieniem
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3) Prof. Pascal zostal obrany czlonkiem ezynnym Instytutu lom-
bardzkiego, jako nastepca Beltramiego. S. D.
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Najwybitniejsza wtasciwo$é¢ Beltrami'ego, jedna, — ze
tak powiem—z jego charakterystyk, mianowicie, ze zdobil pietnem
genialnoéci artystycznej kazdy przedmiot przez siebie badany, byla,
by¢ moze., wyplywem S$rodowiska artystycznego, w ktérem sie
urodzit i rozwijat w pierwszych latach miodosci.

Stawnym rzezbiarzem w Kamieniu byt dziad jego Jan Bel-
trami, ktory pozostawil w Kremonie, gdzie urodzit sie i umart,
oraz poza miastem rodzinnem, cenne pamigtki swego artyzmu.
Ojciec jego, takze Eugeniusz, zastuzony malarz i miniaturzysta,
zamieszany w Kremonie w rozruchy patryotyczne w roku 1848,
emigrowat do Piemontu, p6zniej do Francyi, i zmarl w Paryzu jako
konserwator Muzeum sztuk pigknych. RzeZbiarzem byt jeden
z jego wujow, Luigi, ktory poslubit rzezbiarke padewska; poetkg
i muzykiem niepospolitym byla jego matka Eliza Barozzi, wene-
cyanka, zyjaca dotad w Wenecyi, jako staruszka o$mdziesiecio-
letnia; ona to przed pieédziesiecioma dwoma latami, patajac $wigtq
mitoscia ojczyzny, brata powazny udzial w ruchach kremonianskich
wr. 1848. ’

W takiej to rodzinie artystéw i patryotéw urodzit sic Eu g e-
niusz Beltrami w Kremonie dnia 16 listopada 1835 r.

Zwalczywszy w miodych latach przeciwnoéci, wskutek ktd-
rych zmuszony byt przerwa¢ studya, rozpoczete w Pawii i przyjaé
na kilka lat posade w administracyi drég zelaznych lombardzko-
weneckich, obdarzony samowiedzg przeczystq (jak si¢ wyraza
o nim jego znakomity biograf), spostrzegt do$¢ jeszcze wczes$nie
droge, na ktérg ma wstapié, by pdjs¢ za glosem powolania. Pod
wplywem nieprzepartego pociagu do nauk matematycznych roz-
poczal sam w 25 roku zycia ponownie prace¢ nad swem wyksztat-
ceniem, wsparty gléwnie radami Franciszka Brioschi'ego.
Brioschi w tym czasie ogtosit byt cykl rozpraw, ktére zjednaty
mu stawe znakomitego matematyka; nalezaly one do tego okresu
jego dziatalnoéci, ktéry Beltrami nazwal pdzZniej okresem he-
roicznym dzialalnosei naukowej tego uczonego.

Pierwsza praca matematyczna Beltrami'ego, majaca date
1listopada 1861r. i tytut: ,O niektérych uktadach krzywych plaskich*
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(43) 1), zostata ogtoszona w tomie IV-ym dziennika T ortolini’ego,
wydawanego w Rzymie. Przypomniawszy w tej nocie wlasno$¢
elementarng hyperbol rownobocznych spétsrodkowych, ktére przez
obréot o 45° okolo érodka daja uktad ortogonalny wzgledem pier-
wotnego, autor stawia zagadnienie ogélniejsze: jakie sg uktady
krzywych ptaskich, ktore przez obrét o pewien kat okoto punktu na
ich ptaszczyZnie, daja uklad, przecinajacy pierwotny pod danym
katem stalym? Rozwiazanie zagadnienia zalezy od réwnania réz-
niczkowego rzedu pierwszego, zawierajacego f{unkcye dowolna.
Praca to skromna, lecz precyzya spostrzezen i doktadno$¢ rozbioru
zagadnienia pozwalaty juz dobrze wrézy¢ o poczatkujacym autorze.

Prawie po roku, t.j. we wrzesniu 1862 r., Beltrami wy-
konczyl prace wiekszej objetosci i wiekszego znaczenia: ,,O teoryi
rozwinietych niezupelnych i ich rozwijajacych* (44), (Annali di
Tortolini, t. IV, Serya 1, (1862); do pracy tej pobudzilo go czytanie
rozprawy o tymze przedmiocie, ogloszonej na pie¢ lat wczesniej,
w roku 1857, przez Brioschi'ego.

Rozwinieta niezupelna linii jest inna linia, ktérej kazda
styczna jest przecieta przez lini¢ dang pod katem, zmiennym od
punktu do punktu, wedlug pewnego okreslonego prawa; pierwsza
linia nazywa sie rozwijajaca drugiej.

Brioschi rozwazat byt jedynie przypadek, w ktérym kat e
jest staty, t.j. przypadek rozwinietych mniezupetnych zwyklych.
Beltrami, postawiwszy sobie przypadek ogdlniejszy, dowiddl.
pomiedzy innemi, pieknego twierdzenia, ze kazda nierozwinieta
niezupelna jest linig geodezyjna powierzchni, bedacej miejscem
wszystkich rozwinietych niezupetnych, utworzonych wedtug je-
dnego i tego samego prawa. Twierdzenie to znane bytlo tylko
w jednym przypadku szczegdlnym (w = statej = %) .

W tymze tomie dziennika T ortolini’ego, procz krotkiej
uwagi 0 metodzie bardzo tatwej znajdowania prawie bez rachunku
réwnan linij krzywiznowych powierzchni oraz promieni krzy-

') Liezby w nawiasach, umieszezone po tytule, odnoszy sie do spisu prac
naukowych Beltrami’ego, podanego na kodicu tego zyciorysu. S, /),
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wizny (20), znajduje sie takze przekltad Beltra mi'ego stawnej
rozprawy Gaussa o t. zw. odwzorowaniu podobnem jednej po-
wierzchni na drugiej (123), ogtoszonej w r. 1825 w , Astronomische
Abhandlungen* (wydawanych w Altonie przez Schumachera)
w odpowiedzi na zadanie konkursowe, postawione w r. 1822 przez
Towarzystwo Nauk w Kopenhadze.

Okoliczno$¢ ta, na pozér nieznaczaca, nie jest wszakie
pozbawiona dla nas interesu, gdyz pokazuje, ze Beltrami juz
na poczatku swych studyéw pozostawat pod wptywem dziet wiel-
kiego matematyka getyngenskiego. W samej rzeczy odtad ujawnia
si¢ stale wplyw Gaussa i jego szkoly w calkowitym rozwoju
stopniowym twoérczosci Beltra mi'ego. N

Zatrzymatem sie nieco dluzej nad pierwszemi objawami tej
tworczosci, nie dla tego by one miaty wage szczegdlna, lecz dla
tego, ze byly pierwszemi; i jak w opowiadaniu o przygodach Zycia
cztowieka wielkich czynéw szukamy z upodobaniem szczeg6iow
jego dziecinstwa, podobnie w opisie karyery naukowej cztowieka
genialnego badamy jego pierwsze prace, spodziewajac sie znales¢
w nich zarod jego genialnej twoérczosci. '

Beltrami, zwréciwszy na sie temi pierwszemi pracami
uwage matematykow, mogt juz w r. 1862 rzuci¢ posade admini-
stracyjna, ktora zajmowal, i majgc lat 27, zostat mianowany pro-
fesorem uniwersytetu w Bolonii. Od tej chwili zycie jego ptyneto
tagodnie i spokojnie, zaprzatnigte tylko troska o rodzineg, szkote
1 ulubione spekulacye.

Nie chcial on przyja¢ zadnego urzedu, ktoryby odrywat go
od tych zajeé, a jego bardzo spdzniona nominacya na senatora,
ktdrej bynajmniej nie dopominat si¢, nastapita na kilka zaledwie
miesiecy przed zgonem,

Mozna o nim powiedzie¢ to, co Manzoni pisat o kardynale
Fryderyku: zycie jego bylo jakby strumieniem, ktéry wytrys-
nawszy czystym ze skaly, bez zatrzymania i macenia sie, wptywa
czystym do rzeki. Byt on czystym i jasnym we wszystkiem, w zyciu
rodzinnem, w rozmowach, w sgdach o ludziach i rzeczach, w swych
wykladach i pismach.

I zawsze jasnym byt tez w Zyciu akademickiem, w zyciu,
ktore zwtaszcza w uniwersytetach miast matych bywa nieraz u nas
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bardzo przykre, pelne niezgdéd, sprzeczek i niesmakéw. Wy-
wierat on tu wptyw niezmiernie dobroczynny i zbawienny; byt
niejako wzorem, stojacym ponad wszystkimi; wzorem, ktéry
wszyscy nasladowaé pragneli. Jego obecnos¢ wystarczata nieraz
do powstrzymywania niewlasciwych zadan jednych lub do przy-
tlumiania préznych ambicyj drugich.

Beltrami byl tedy w pazdzierniku 1862 mianowany pro-
fesorem nadzwyczajnym algebry uzupelniajacej i geometryi anali-
tycznej w Uniwersytecie bolonskim.

Prace, ktore az do tego czasu ogtosit, nie byly licznemi i nie
moga réwnad sie pod wzgledem znaczenia z pracami pézZniejszemi;
ale wida¢ juz z nich byto, Zze miody autor nie byt zwyktym uczonym
i ze w tych pierwszych owocach jego geniuszu ujawniajg sie przy-
mioty, ktére potem tak u$wietnialy jego prace pdzniejsze, a miano-
wicie powsciagliwo$é w potaczeniu z cierpliwem i niestrudzonem
dazeniem do prostoty i wytwornosci metod, oraz bezustanne
usifowanie upraszczania i uprzystepniania tego, co innym zda-
walo sie by¢ bardzo zawiklanem. Wielksa zastuge miat tu Fran-
ciszek Brioschi, ktéry zrozumial miodego i skromnego mate-
matyka i umial zacheci¢ go do dalszej pracy.

Po roku pobytu w Bolonii, gdzie kolegami jego byli Cr e-
mona, znany juz z prac wielkiego znaczenia, oraz Chelini,
ktérego pozostal szczerym przyjacielem na zawsze, zwlaszcza
w nieszcze$ciu, byt Beltrami mianowany profesorem zwy-
czajnym geodezyi w Pizie. Stanowisko to otrzymatl na przedsta-
wienie Henryka Betti'ego, chluby Wtoch, dzielnego i niezmor-
dowanego wychowawcy mtodych i uczenych. Aby przygotowaé
si¢ nalezycie do nowej katedry, Beltrami, za rada Betti'ego,
przebyt kilka miesiecy w Medyolanie, w obserwatoryum Schia-
parelli’ego, ktérego prace 6wczesne pozwalaly przewidywaé
wielkg stawe, jaka obecnie cieszy sie ten uczony.

W Pizie w roku 1864—1865 napisat Beltrami, procz
innych prac, swoje stawne ,Badania z analizy przystosowanej do
geometryi“ (21), ktére nalezy uwazac jako za otwarcie znacznej cze-
$ci jego badan z dziedziny geometryi rézniczkowej, prowadzonych
kolejno w latach nastepnych; to tez w pracach pdézniejszych zwraca
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sie nieraz do pierwszych swych badan z r. 1864. W Pizie tez
spbtykél_ si¢ czesto z Riemannem, a giebokie rozwazania
genialnego matematyka niemieckiego nad natura przestrzeni wy-
warly wplyw niematy na badania klasyczne i osobliwe rezultaty
o przestrzeniach o krzywiznie stalej, ktére Beltrami ogtlosil
péZniej po trzech czy czterech latach.

Po trzech latach pobytu w Pizie, przenipst si¢ powrotnie do
Bolonii, jako wykladajacy mechanike teoretyczna, nauke, do ktérej
czul pocigg, dzieki naturze swych studyéw.

Gdy po roku 1870, w latach pierwszych goracego i czy-
stego entuzyazmu, powzieto piekna mys$l stworzenia w Rzymie,
nowej i odnowionej stolicy Wtoch, wielkiej wszechnicy krélestwa,
postanowiono powota¢ do niej najlepsze sity naukowe, jakie w roz-
maitych dziedzinach wiedzy posiadaty wtedy Wtochy. Do tych
wlaénie nalezal i Beltrami, ktérego liczne prace glownie
w geometryi rézniczkowej, a przedewszystkiem oryginalne bada-
nia nad teoryg przestrzeni, zjednaty ich autorowi stawe powszechna.
To tez w pazdzierniku 1873 r. Beltra mi przyjal wezwanie do
Rzymu na katedre mechaniki teoretycznej i analizy wyzszej. Ale
pozostat tu tylko trzy lata i w r. 1876 znbéw przeniést si¢ do uni-
wersytetu w Pizie na katedre fizyki matematycznej i mechaniki
wyzszej.

Juz w czasie pobytu swego w Rzymie rozpoczat byt powoli
w pracach swych oddala¢ si¢ od przedmiotéw, dotad gtéwnie upra-
wianych, i oglosil byt pewna liczbe prac z kinematyki 1 fizyki mate-
matycznej. W Pawii, czy to z obowigzku nauczania, czy to dla
tego, ze w tym Kierunku unosit go nieuniknienie rozwdj kolejny
jego dziatalnoSci naukowej, poswiecit sie catkowicie badaniom
w dziedzinie fizyki matematycznej i mechaniki, a rzadkie jego
prace tresci odmiennej, ogtaszane w tym okresie jego dziatalnosci,
powstaly najczesSciej pod wplywem zagadnien mechanicznych
i fizykalnych, albo tez byly juz przygotowane w zasadzie w latach
poprzednich. Takg jest np. obszerna rozprawa p.t.: ,Badania
w dziedzinie geometryi analitycznej* (4), ogloszona w r. 1879 w pis-
mach Akademii bolonskiej, ktéra wraz z notq ,o powierzchniach
rzedu 3-go* (3), ogloszong w tymze roku w ,Rendinconti* Instytutu
lombardzkiego, wigze si¢ z dawnemi jego badaniami z lat 1868
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i 18711 jest zebraniem zupelnem i systematycznem szeregu badan,
metod i postepowan, ktére obmyslit byt i doprowadzit do wykon-
czenia w czasie dawniejszym.

W krétkiem a wytwornem , Wspomnieniu o Alfredzie Cleb-
schu“ (133), ktére napisat i ogtosit w roku 1872 w Dzienniku
Battaglini'ego wykazal, ze w podziwu godnej karyerze nau-
kowej wyrwanego nauce w 40 zaledwie roku zycia a juz glos-
nego stawa w $wiecie naukowym wielkiego matematyka nie-
mieckiego, nalezy odrézni¢ dwa okresy, a mianowicie: pierwszy,
w ktérym badania Clebscha odnosity sie specyalnie do mecha-
niki analitycznej i sprezystosci; drugi, w ktérym Clebsch pozo-
stawit Slady gtebokie na wszystkich prawie polach geometryi wyz-
szej i analizy wyzszej. Ot6z warto zaznaczy¢, ze i w dzialalnosci
naukowej Beltrami'ego, ktorego geniusz miat tyle punktow
styczno$ci z geniuszem Clebscha, nalezy réwniez odrézinié
dwa okresy analogiczne, lecz w porzadku odwrotnym: dla niego
bowiem poczatek okresu drugiego schodzi sie¢ prawie z epoka,
w ktdrej napisal wspomnienie o Clebschu.

W pracach okresu drugiego, ktéry trwal przeszio lat dwa-
dzie$cia, gdy pierwszy trwal trzy pigciolecia, swoja sze$édzie-
siatka prac przebiegt Beltrami prawie wszystkie czesci fizyki
matematycznej: teorye elektrycznosci, magnetyzmu, potencyalu
$wiatla, ciepta, sprezystoSci.

Nizej powiem szczegdtowo o kazdej z prac Beltrami'ego,
ale juz tu nie chce pomina¢ milczeniem tego, Ze znalazt on spo-
sOb zwiazania teoryi sprezystoéci ze swemi dawnemi i stawnemi
badaniami nad przestrzeniami o krzywiznie statej, wykrywszy, ze
rownania sprezystosci w osrodkach jednorodnych wiaZze hypoteza
liniowosci przestrzeni. Tym sposobem ujawnit si¢ poraz pierwszy
zwigzek, ktorego nikt przedtem nie przeczuwal, a ktory wyjasnit
pewne trudnosci, jakie napotykali poprzednicy Beltra mi'ego
na tem polu.

Po $mierci Casoratiego, ktéry byl najdrozszym jego
kolega przez lat czternascie w Pawii, Beltrami w roku 1891
przenidst si¢ znéw do Uniwersytetu w Rzymie, ktéry juz od diuz-
szego czasu starat sie go posiadaé; w Rzymie to, ku powszechnemu
zalowi, w dniu 18 lutego 1900 r. zasnat tagodnie. Smieré jego byla
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tagodna i spokojna, jak cichem i fagodnem bylo to zyme — jakby
starozytnego filozofa.

Rzadko kiedy widziano takie spdtczucie szczere i powszechne
uczniéw i wielbicieli; w kazdem towarzystwie naukowem, we
wszystkich najstawniejszych akademiach gloszono jego pochwale,
gdyz wszystkie mialy zaszczyt zaliczaé¢ go do grona swych czton-
kéw, wszystkich byl on prawdziwag ozdobs. Czlonkiem czyn-
nym tego Instytutu byt on od roku 1877, i zasiadat tu po Janie
Codazza; do Akademii bolorniskiej nalezat od roku 1867, do To-
warzystwa Czterdziestu od roku 1870, do Akademii dei Lincei od
roku 1873, do Akademii francuskiej, w ktdrej nastgpit byt po
Clausiusie, od r. 1890; dalej nalezat do Akademij w Berlinie,
Monaco, Turynie, Neapolu, Getyndze i t.d. i t.d.

KsigZe analistow francuskich, czcigodny Her mite, przesy-
lajac mi dnia 25 lutego 1900 roku, w kilka dni po $mierci Bel-
trami’ego, wyrazy swego gtebokiego zalu, dotaczyt stowa naste-
pujace: ,wyrazam moje sp6tczucie z powodu straty p. Beltr a-
mi’ego, jednego ze znakomitych mistrz6w analizy we Wtoszech,
umystu pieknego i rzadkiego, tworcy dziel pierwszorzednych,
i doskonalego czlowieka, ktérego przyjazn byfa dla mnie zasz-
czytem i dobrodziejstwem, jakiego juz wiecej nie znajde“...

O$m" miesiecy przed swojg $miercia napisal Beltrami
$wietne wspomnienie o Brioschim. Byla to ostatnia jego
praca, ktora slusznie uwazaé¢ mozemy za najpiekniejszy i naj-
trwalszy pomnik, wzniesiony ku czci wielkiego lombardczyka.

Dziwnym tedy zdarzeniem losu, Beltrami, ktory w po-
czatkach swej karyery naukowej pozostawat silnie pod wptywem
Brioschi'ego, poSwigcit i ostatnig prace swego wielkiego umystu
pamieci jego, nakresliwszy dwa wspomnienia (jedno w ,Annali di
matematica“ w grudniu 1897 roku, druga w Akademii dei Lincei
dnia 12 czerwca 1898) i zajawszy si¢ wydaniem tomu I-go dziet
Brioschi’ego, ktérych dokoriczenia nie danem mu juz bylo
doczekaé,

Swietna byta mowa Beltrami'ego o Brioschim, od-
czytana na uroczystem posiedzeniu Akademii dei Lincei dnia 12
czerwca 1898 r. w obecnosci Ich krélewskich Mosci; btyszczalo
Ww niej wspaniale godne podziwu mistrzowstwo Beltra mi'ego,
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ktére jakby pragnat potegowaé i zla¢ harmonijnie w tej Ostatniej
swej pie$ni na cze$¢ swego pierwszego i czczonego mistrza.

Jakiz kontrast szczegdlny! Ci dwaj ludzie, ktérzy wzajemnie
rozumieli sie tak gteboko, byli tak rozni od siebie!

Pierwszy z nich, Brioschi, rozpoczal swdj zawoéd naukowy
w wieku bardzo mlodym, w czasach smutnych, kiedy trzeba byto
prawie wszystko stwarza¢ we Wloszech na polu nauki; poddat
sie on temu kierunkowi i tej daznosci w matematyce, ktéra w tych
czasach wzniosta sie¢ byt do takiej stawy i powagi przez wielkiego
Jacobi'ego, i temu kierunkowi pozostat wierny przez cate zycie.
Drugi, Beltrami, wszedl do palestry naukowej wtedy, kiedy
dzieki pracom pierwszego warunki kultury matematycznej we
Wrhoszech niezmiernie sie polepszyly, a lubo pozostawal poczat-
kowo pod wplywem Brioschi’ego, odrazu zacigzy! ku innemu
idealowi w matematyce; ideatem tym byt kierunek, w ktérym intui-
cya miata tylez, a moze i wiecej wagi, niz sztuczne metody algoryt-
mowe; kierunek, do ktérego moze bardziej dojrzaty juz czasy kultury
matematycznej ogolnej, a ktéry ujawnil sie w stawnej szkole getyn-
genskiej. Brioschi, pobudzany wciaz Zadzg rozwijania obfitych
sit swego geniuszu na réznych coraz rozleglejszych polach dzia-
tania, po dziesieciu latach pracy naukowej, wszedl do zycia
publicznego, w ktérem wznidst sie¢ szybko, nie porzucajac atoli
nigdy badan, ktére zjednaly mu takg stawe. Beltrami prze-
ciwnie, nie dajac sie uwie$¢ bynajmniej pragnieniom innych efeme-
rycznych nieraz tryumféw, nie opuszczal nigdy ciszy studyow
i swoich zajeé spokojnych i uspakajajacych. Brioschi, cha-
rakter rozkazujacy z wola energiczna, jak rzadko, ufajacy pra-
wie nieograniczenie przedziwnej sile swego geniuszu, doznat, obok
wielkich i niespodziewanych tryumféw, i nie mato tez gorycay;
Beltrami nigdy byé moze nie zaznal w swem zyciu goryczy,
ale za to wiecej od pierwszego doznat tych prawdziwych rozkoszy,
jakie daje poszukiwanie prawdy.

Przechodzac teraz do blizszej oceny produkcyi naukowej
Beltrami'ego, nie moge nie wyznaé, ze to trudne zadanie po-
dejmuje z wielka bojazliwoscig. Idla tego to w przedstawieniu
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rezultatéw, przez niego osiagnietych, w wykazaniu porzgdku, w ja-
kim pojawiaty si¢ one w jego umysle, stanowiska, jakie nalezy sie
im w historyi nauki, zwigzkdw, jakie lacza je z badaniami jego
wlasnemi i z badaniami innych, postaram sie—o ile to bedzie mozli-
wem—przemawiaé wlasnemi stowy twoércy raczej, niz swojemi.

‘Podziele wszystkie jego prace porzadkiem materyi na jede-
nascie kategoryj: 1-o Geometrya analityczna, 2-o Geometrya nie-
skoniczonostkowa, 3-0 Analiza czysta, 4-o Mechanika cieczy,
5-0 Mechanika w ogélnosci, 6-o0 Potencyal, atrakcya, elektrycz-
no$¢, magnetyzm, elektromagnetyzm, 7-o Sprezystosé, 8-o Ciepto,
9 o Akustyka, 10-o Bibliografia, referaty, przektady, 11-o Wspo-
mnienia, nekrologie, biografie. )

Moé6wié bede naturalnie o jego pracach, nalezacych do dzie-
wieciu pierwszych kategoryj, a na koncu podam wykaz systema-
tyczny prac wszystkich.

I. Geometrya analityczna. °®

Pierwsza grupa prac z geometryi analitycznej odnosi sie do
krzywych wymiernych.

W dwdch notach z roku 1868: ,Uwagi do teoryi krzywych
szesciennych sko$nych“ (1), stara sie on podaé metode badania tych
krzywych, oparta specyalnie na szczegélnej metodzie odwzoro-
wania ich plaszczyzny $ciSle stycznej, metodzie bardzo plodnej
i rozwinietej nastgpnie w obszerniejszej pracy, ogloszonej po jede-
nastu latach: ,Badania w dziedzinie geometryi analitycznej“ (4),
(1874), ktorej celem bylo wylozyé—ze tu uzyje stow jego wias-
nych — szereg postepowan i metod godnych uwagi ze wzgledu na
wielorako$¢ ich uzytku i niezwykisa ich gietkosé.

Krzywemi sze$ciennemi sko$nemi zajmowali sie¢ pierwsi
Mo6ébius, v.Staudt, Reye, a potem Cremona, Praca Bel-
trami'ego zbliza si¢ do prac tego ostatniego; znajdujemy tu
wazne dopelnienie do teoryi t.zw. figur sprzezonych,
wprowadzonych przez Cre m o n ¢; wida¢ z niej nadto, ze krzywa
szeScienna skosna prowadzi nietylko do odpowiednio$ci
zerowej Mobiusa, ale i do innej odpowiednioSci rzedu
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wyzszego, a to za pomocs pewnych hyperboloid, zwigzanych
z krzywa szescienng.

Ostatnia cze¢$¢ dwoch not ma charakter polemiczny, w celu
wykazania, ze w dziele v. Dracha, w owym czasie wydanem,
wyzyskano obficie, bez wymienienia wszakze autora, rozprawe
Cremony, ogloszona na dziesie¢ lat przedtem w ,Annali di
matematica“.

Praca pokrewna do poprzedzajacej, mianowicie przez stoso-
wang w niej metode, jest ogloszcna w r, 1871 w rozprawie ,Nie-
ktore wzory z teoryi elementarnej stozkowych“ (2), przypomina-
jacej w wielu punktach rodzaj rozwazan, ktére w dwa lata pézniej
rozwingt Darboux w znanej ksigzce: ,Sur une classe remar-
quable de courbes et surfaces algétriques*. W pracy tej zaznaczyt
tez Beltrami, ze do teoryi stozkowych wprowadzi¢ mozna
wielkoéci analogiczne do tych, ktére przyjmuje sie za spo6irzedne
prostych w przestrzeni, a zbadanie tego faktu zeszlo sie z poje-
ciami geometryi wielowymiarowej, ktére zakomunikowat mu Cr e-
monie w lidcie; list ten oglosit Beltrami z dodaniem komen-
tarza (3) w nastepnym (dziesiatym) tomie dziennika Batta-
glini’ego.

Metody, uzyte w tych pracach, Beltrami rozwinat i sze-
roko zastosowal w pracy swej: ,Badania w dziedzinie geometryi
analitycznej“ (4). Punktem zasadniczym tych poszukiwan (po-
$wieconych pamieci zmartego na krotko przedtem i oplakiwa-
nego przez uczonych przyjaciela jego Chelini’ego) jest zasada
algebraiczna, wypowiedziana przez Chelini'ego w roku 1849
a obejmujagca w pewnym wzgledzie jako przypadek szczegélny
wzory, odnoszace sie do rozkladu funkcyj ulamkowych wy-
miernych,

Beltrami przy pomocy postepowania i wzoréw, odzna-
czajacych sie niezrownang wytwornoscia, otrzymat rezultaty czes-
cig znane, czeScig za$ nowe w teoryi Krzywych szeéciennych
skosnych, krzywych rzedu czwartego sko$nych wymiernych,
i krzywych wymiernych w ogélnosci oraz w teoryi powierzchni
rozwijalnych; pokazal on dalej, Zze tez same wzory moga stuzy¢
i dla krzywych szeéciennych ptaskich ogélnych. W drugiej czesci
swej pracy stara sie uogdélni¢ swoje wzory i postgpowania, w celu
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zbadania miejsc, powstajacych z podwoéjnej nieskoriczonosci punk-
tow (powierzchni), i jako przyktad bada powierzchnie Steinera,
dla ktérej wyznacza linie asymptotyczne, wyznaczone juz dawniej
przez Clebschai Cremone.

Scisle zwiazana z temi »Badaniami* i r6wnocze$nie ogloszona,
jest krotka praca p. t.: ,O rdwnaniu piecioscianowem powierzchni
rzedu trzeciego* (9), (1879), ktéra nalezy uwazaé jako inne znéow
zastosowanie metod wyzej wspomnianyeh, Wyszedlszy z szescio-
Scianu ogdlnego, dowodzi istnienia piecioScianu biegunowego
Sylvestera i wyznacza go dla powierzchni szeSciennych,
a otrzymawszy z rownania sze$cioscianu réwnanie piecios$cianu,
dowodzi, ze kazdy szeécioScian daje sie wpisat w powierzchnie
Hessego; moéwi wreszcie o szeScioScianach specyalnych, wpro-
wadzonych dawniej przez Cremone w badaniu powierzchni
szesciennych.

Inna grupa prac z geometryi analitycznej odnosi sie do sta-
wnych twierdzen Feuerbacha, Simpsonai Steinera
o kotach i stozkowych dziewieciu punktow, kiére rozciagngwszy
na przestrzeii, wigze z badaniem powierzchni rzedu 3-go, zwane;j
powierzchniag C a yley’a, majacej cztery punkty podwdjne i inte-
resujacej mianowicie z tego wzgledu, Ze jest biegunowa wzajemnsg
powierzchni Steinera.

W pracy z r. 1863 p.t.: ,Uogolnienie dla przestrzeni twier-
dzen o stozkowych dziewigciu punktéw* (7), ogloszonej w tomie I
Dziennika Battaglini’ego i ktora jest jakoby dalszym ciagiem
pracy p.t.: ,O stozkowych dziewieciu punktéw* (6), ogtoszonej
poprzednio w tymze tomie, uogéllnia on dla przestrzeni pewne
wlasnosci czworokata plaskiego, uogélnienie to przygotowal byt
juz w pracy poprzedniej. Przy pomocy niego otrzymuje on pewne
proste wiasnosci powierzchni Cayle y’'a, ktore pdzZniej po dzie-
wieciu latach badal szczegotowiej Eckardt, znalazitszy po-
nownie wiele wlasnosci, poprzednio juz przez Beltrami'ego
odkrytych.

Twierdzenia o kole i 0 stozkowych dziewigciu punktow wy-
powiedzial czesciag pierwszy Feuerbach, uogélnili Steiner,
Terquem i uzasadnili jako nowe Hamilton, Hart, Sal-
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mon, Casey; péZniej zajmowali sie tym przedmiotem Batta-
glinii Trudi.

W pracy z tegoz samego roku: ,O stozkowych dziewieciu
punktéw i niektorych pytaniach z niemi zwiazanych* (9) Bel-
trami rozwaza te twierdzenia w ich ogélnosci i przy sposobnosci
bada blizej nature i wlasnosci przeksztalcenia figur ptaskich, rozwa-
zanego juz przez. Steinera i Magnusa w r. 1832; prze-
ksztalcenia, do ktérego zwrécit si¢ wlasnie w tej epoce Schiap-
parelli w rozprawie, ogltoszonej w Aktach Akademii turynskiej,
nazwawszy je przeksztalceniem stozkowem. Nieco
pézniej, Cr e m ona uogdlniajac to pojecie, potozyt podwaliny
badan ogélnych nad tem przeksztalceniem, ktoére na czes$é jego
nazwano ,kremonianskiem®.

W kilka lat pdZzniej Beltrami powrécit do tych samych
pytan w dwéch rozprawach, drukowanych w Akademii bolonskiej
i zatytutowanych: ,O niektérych twierdzeniach Feuerbacha
i Steinera*“ (10), (1875) i ,Rozwazania analityczne nad pewnem
twierdzeniem Steinera“ (11), (1877), w ktérych rozpatruje te
twierdzenia w ich najwiekszej ogélnosci rzutowej, dolaczajac
jeszcze nieosiagniete w swych pracach dawniejszych, mimo zywo—
jak sam o tem méwi—odczuwanego pragnienia uogoélnienia twier-
dzen, odnoszacych sie do stycznosci. Przez wprowadzenie pojecia
stozkowej bezwzglednej, miejsce geometryczne steinerowskie
(luogo steineriano) jak je nazywa, z plaskiego staje si¢ miejscem
stopnia 3-go i tym sposobem obwiednia steinerowska wznosi sig
do Klasy trzeciej. Uogolniajac to do przestrzeni m-wymiarowej,
znajduje, ze miejsce i obwiednia maja rzad i klase n +11i zesa
biegunowemi wzajemnemi wzgledem kwadryki bezwzglednej; dla
ptaszczyzny i przestrzeni zwyktej (euklidesowej) temi miejscami
sa stozkowa wraz z prosta w nieskonczono$ci i powierzchnia rzedu
3-go Cayley'a wraz z plaszczyzna w nieskonczonosci. Na-
stepnie stawia pytanie: jakiemu warunkowi winna czyni¢ zado$¢
stozkowa bezwzgledna, aby miejsce ptaskie rozpadto sig¢ na prosta
i na stozkowa, a obwiednia na punkt i na stozkowa. Pytanie to chwi-
lowo pozostawil nierozstrzygnietem, ale rozwigzat je péZniej sposo-
bem wielce prostym w nocie kilkostronicowej w swoich ,Badaniach
w dziedzinie geometryi analitycznej“, o ktorych wyzej byta mowa.
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Pracg innego rodzaju, godna wzmianki osobnej, sg ,Badania
nad geometrya form dwojkowych szesciennych“ (12), ogtoszone
wr. 1870 w Akademii bolonskiej. Jest to wytworna monografia
z teoryi form sze$ciennych dwdjkowych, napisana z punktu wi-
dzenia, wprowadzonego przez Bellavitisa, a pdZniej przez
Moébiusa w jego stawnym ,Rachunku barycentrycznym“. Ba-
dania te Beltra mi'ego wyprzedzit byt Battaglini w swo-
ich poszukiwaniach, prowadzonych, z nieco odmiennym zamiarem,
nad przedstawieniem geometrycznem form dwoéjkowych. Uwazajac
pierwiastki i spolczynniki formy szeSciennej jako zespolone,
i przedstawiajac znanym sposobem pierwiastki za pomoca punktow
plaszczyzny, otrzymuje stad Beltrami piekng interpretacye
geometryczng zalezno$ci pomiedzy figurami, utworzonemi z punk-
tow formy zasadniczej, a pomigdzy jej formami spéizmiennemi.

Te sa gtéwne prace Beltrami'ego z dziedziny geometryi
analitycznej; pozostate sg przewaznie ¢wiczeniami, i dla tego po-
wiemy o nich tylko krétko.

.,Dowdd pewnego twierdzenia Salmona“ (§4), (Nouv.
Ann. t. II, str, 181); idzie tu o znalezienie miejsca geometrycznego
wierzchotkdw czworoscianu, ktérego $ciany przechodza przez
punkty stale, boki za$ $ciany przeciwleglej wierzchotkowi pozo-
stajg na plaszczyznie statej. Miejscem tem jest powierzchnia sze-
scienna.

,Dowdd pewnego twierdzenia Mannheima“ (1), (tamze,
str. 209). Idzie tu o miejsce geometryczne, bedace kwadryka.

, Twierdzenie podane do dowiedzenia“ (16), (tamze, str. 236).
Mowa tu o twierdzeniu dowiedzionem pdZniej w pracy (7) o punk-
tach $rodkowych 28 odcinkéw, wyznaczonych przez $rodki 8 Kul
wpisanych w czworoscian; te punkty Srodkowe znajdujg si¢ na
powierzchni rzedu 3-.go Cayley’a.

W piSmie p. t.: ,Rozwigzanie zagadnienia o powierzchniach
rzedu drugiego“ (43), (Giorn. di Battaglini t. 1) — méwi o tym
samym przedmiocie, co w pracy nastgpujgcej:

.Rozwigzanie pytania: niechaj bedzie dana powierzchnia sto-
pnia drugiego, z wyjatkiem kuli, i punkt staly, miejsce widza; pod
jakim katem widzie¢ on bedzie powierzchnig“ (16)? (Nouv. Ann,
t. 11, str. 355); pytanie to bylo juz postawione w Nouvelles Annales.
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W artykule: ,Dowdéd pewnego twierdzenia W. Robertsa*
(17), (Nouv. Ann. t. IV, str. 233), rozwiazuje za pomoca sp6irzed-
nych eliptycznych pytanie, postawione przez Strebor a, o znale-
zieniu powierzchni, bedacej miejscem przecie¢ kolowych $redni-
cowych elipsoid, nalezagcych do uktadu spétogniskowego i przecina-
jacych elipsoidy ortogonalnie. Pytanie to rozwiazali juz dawniej inni
za pomoca metody geometryi nieskoniczonostkowej. Beltrami
znalazt, Zze powierzchnia szukana jest rzedu czwartego z prosta
podwdjna i kazda plaszczyzna, przez nig poprowadzona, przecina
powierzchnie wedlug kota.

»,O niektérych ogdlnych wiasnosciach krzywych algebrai-
cznych“ (18), (Giorn. di Battaglini, t. IV). Wychodzac z twier-
dzenia analitycznego, przypisywanego Leslie mu, o sumie war-
to$ci funkcyi catkowitej wstawy i dostawy tukéw, idacych po
sobie w postepie arytmetycznym, znajduje Beltrami niektore
wlasnosci metryczne odcinkéw, wycietych przez krzywe w peku
prostych, tworzacych ze soba katy réwne. Twierdzenia te napotkali
byli juz dawniej Chasles, Bretonde Champi Cauchy.

»,O odleglosci najmniejszej dwéch prostych“ (19), (Giorn. di
Battaglini, t. V). Wzér zwykly geometryi analitycznej na odlegtosé
najmniejsza dwu prostych staje si¢ ztudnym, gdy dwie proste staja
si¢ réwnoleglemi. Stammer w tymze dzienniku Battagli-
ni'ego wskazal sposob usunigcia tej nieoznaczonoéci; Beltrami,
podaje inny sposéb, oparty na bezposrednich rozwazaniach geo-
metrycznych.

II. Geometrya nieskoriczonostkowa.

Prac Beltramiego z dziedziny geometryi nieskornczo-
nostkowej jest okolo dwudziestu szesciu i dotycza one wszystkich
prawie, rzec mozna, czesci tej nauki, ktéra zawdzigcza mu postep
powazny. Jezeli pominiemy rozpatrzone juz wyzej dwie pierwsze
prace, ktére mozna uwaza¢ za nalezace do geometryi nieskonczo-
nostkowej krzywych, i prace p. t.: ,O pewnych wzorach, dotycza-
czych krzywizny powierzchni“ (20), w-ktérej bardzo tatwym: spo-
sobem otrzymuje rOwnanie linij krzywiznowych i réwnanie pro-
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mieni krzywizny, to pierwsza wazng praca Beltramiego w tej
materyi jest stawna rozprawa: ,Badania z analizy przystosowane;j
do geometryi“ (21), ogloszona przezen w kilku czesciach w ciagu
lat 1864—65 w Dzienniku Batta glini’ego. Praca ta jest jakby
osnows wszystkich jego prac nastepnych z geometryi rézniczko-
wej; w niej to znajdujemy zawiagzek wszystkich pomystow, ktore
potem Kkolejno rozwijal; ona to — powiedzie¢ mozna — zjednata
Beltramiemu powazne miejsce pomiedzy matematykami, kt6-
rzy w tym czasie dazyli do ustanowienia podstaw tego ogétu teory;j,
ktoreby potem mozna bylo zlaczy¢ w jedno ciatlo systematyczne
doktryny.

Rozpoczyna Beltrami od badania ukltadéw promieni
i dochodzi do licznych i $wietnych uogélnieri znanego stawnego
twierdzenia Malusa-Dupina; wprowadza parametry réznicz-
kowe, do ktorych zwracal sie tak czesto w swych pracach pézniej-
szych i ktérych uzywat tak wytwornie w swych pracach z dzie-
dziny fizyki matematycznej; bada powierzchnie, ktérych promienie
krzywizny sa potaczone pewnym zwigzkiem, powierzchnie, na
ktore swiezo. zwrécili uwage swemi pracami Weingarten
i Dini; méwi o rozwijaniu powierzchni jednych na drugie,
o krzywiznie geodezyjnej, o funkcyi bezwzglednej Gaussa
itd.it.d.

Jego prace pOzniejsze z geometryi rozniczkowej sa w ogole
tak Scisle z sobg zwigzane, ze nietatwo oddzielié je od siebie dos¢
wyraznie. Mimo to, podzielimy je na pewne grupy, wyroézniajac
prace, traktujace specyalnie o zginaniu powierzchni prostolinio-
wych, o powierzchniach o polu najmniejszem, o powierzchniach
i przestrzeniach o krzywiznie statej.

W pracy: ,O niektorych wilasnoéciach powierzchni obroto-
wych* (22), znajduje Beltrami twierdzenie o krzywiznie po-
wierzchni obrotowej, ortogonalnej do réznych potozen innej po-
wierzchni, przemieszczajacej sie¢ stopniowo wzdluz wilasnej osi.
Szczegblnym przypadkiem tego twierdzenia jest pigkne twierdzenie
Liouville’a o pseudosferze. Przechodzi nastgpnie do badania
pseudosfery, dla ktorej oblicza pole i objetosé; dowodzi, ze pseu-
dosfera jest jedyna powierzchnig obrotowa, ktéra, bedgc przeksz-
talcona za pomoca zginania na inng powierzchnie obrotows tak,
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aby potudniki przeksztalcaly si¢ na potudniki, daje powierzchnie
tozsamg z pierwsza. Przechodzi potem do powierzchni, dla ktérych
réznica promieni giéwnych Krzywizny jest w kazdym punkcie
stata. W tym czasie badania Diniego - nad powierzchniami,
ktérych promienie giéwne krzywizny sa potaczone pewnym zwigz-
kiem, doprowadzily go do pracy: ,O rozwigzaniu pewnego zaga-
dnienia, dotyczacego powierzchni skosnych* (23), (1865), w ktérej
dowiddt, Ze helisoidy sa jedynemi powierzchniami prostoliniowemi
sko$nemi, ktérych promienie giéwne krzywizny sg potaczone
zwiazkiem. Do tego samego wyniku doszed! metoda odmienna
réwnocze$nie Dini; Beltrami za$ stosowal metody, ktérych
z takim powodzeniem uzy! w badaniach swych nad zginaniem
powierzchni.

Do teoryi rozwijalno$ci powierzchni nalezy specyalnie praca
z r. 1868: ,0 teoryi ogélnej powierzchni“ (26), ktérej zadaniem
jest utworzenie teoryi odksztatcenia bez stosowania spétrzednych
krzywoliniowych, ktore zreszta, jak sam moéwi, sg narzedziem
najodpowiedniejszem w tego rodzaju badaniach. Wyszedlszy
z naturalnego rozwazania spdtrzednych ortogonalnych w przestrzeni,
pokazuje, ze mozna i ta drogg doj$¢ do dwéch twierdzen zasadni-
czych, t.j. do twierdzenia Gaussa o niezmienno$ci krzywizny
i do twierdzenia Mindinga o niezmiennosci krzywizny geode-
zyjnej kazdej linii.

W nocie , O teoryi linij geodezyjnych® (23), (1868), StOSUJQ;
te teorye do stawnych twierdzenn Rachunku waryacyjnego, otrzy- "

manych przez Jacobiego, a powtarzajgc i otrzymujac na nowo

rezultaty znane, dochodzi do wzordéw, odznaczajacych sie godndh
uwagi prostota.

Na liniach geodezyjnych opiera sie zasadniczoipraca z r. 186‘)
»,O nowym elemencie, wprowadzonym do teoryi powierzchni przez
Christoffela“ (27). Uczony ten w tym czasie w rozprawie,
ogtoszonej w pismach Akademii berlinskiej, potozyt podstawy pe-
wnego gatunku trygonometryi powierzchni krzywych, ktorej ele-
mentami ‘$a tuki geodezyjne, i wprowadzil wielko$ci, nazwane
przez sieMe dtugoéciami zredukowanemi fuku geo-
dezyjnego. Beltrami, postugujac sie réwnaniem o po-
chodnych czastkowych rzedu 2-go, ktérego nie stosowal byt

Wiad. mat. VL. 1002, 2
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‘Christoffel, udowadnia sposobem prostym liczne wtasnos$ci
dtugosécizredukowanych, analogiczne z wlasno$ciami
-odcinkéw prostoliniowych na plaszczyZnie, i znajduje, ze powierz-
chnie o krzywiznie stalej sa jedynemi powierzchniami, dla ktérych
dlugos¢ zredukowana zalezy tylko od odlegtosci geodezyjnej dwoch
punktéw, a nie od ich potozenia.

Prace: ,0 zmiennych zespolonych na jakiejkolwlek powierz-
chni“ (24), (1867) nalezy uwazaé jako dopetnienie poprzednich jego
»Badan z dziedziny analizy stosowanej do geometryi“ (21). W pracy
tej rozwija mys$l nows i plodna, starajac sie rozciagnaé na po-
wierzchnie dowolng znane pojecia Cauchy’ego i Riemanna
z teoryi funkcyi zmiennej zespolonej, przedstawionej przez punkty
na plaszczyZnie. Znajduje on zwiazki, zastepujace w tym przy-
padku réwnanie Laplace’a, i dowodzi twierdzenia o przeksz-
tatceniu catki powierzchniowej na calke liniows, ktére to twierdze-
nie dla powierzchni, odniesionej do spéirzednych krzywoliniowych,
stanowi analogon do znanego twierdzenia, dotyczacego przestrzeni
tréjwymiarowej, odniesionej do spdtrzednych zwyktych. Twier-
dzenie to w roku nastepnym uogélnit, uzasadniajac je dla calek
wielokrotnych w pracy: ,O teoryi ogélnej parametréw réznicz-
kowych* (47), o ktérej nizej méwimy. Zebranie gldéwnych rezul-
tatéw, otrzymanych w 'tej dziedzinie badan i w teoryi parametréow
rézniczkowych, oglosit poézZniej po niemiecku w tomie I dziennika
»Mathematische Annalen“ w rozprawie ,O teoryi miary Kkrzy-
wizny“ (28).

Przez odpowiednie wytworne ugrupowanie szeregu wzoréow
i wprowadzenie pewnych dziewieciu wyrazen, z ktérych trzy znalazt
juz byt Bertrand, otrzymat Beltrami w pracy z r. 1872:
»0 ukladzie wzoréw do badania linij i powierzchni ortogonalnych*
(29), réwnania, obejmujace w sobie jako przypadek szczegélny
znane wzory Lamé go dla uktadow potréjnych ortogonalnych.

W czwartym tomie dziennika ,Nouvelles Annales* ogtosit
Beltrami pigekne twierdzenie o promieniu krzywizny linii asymp-
totycznej (tytut pracy: ,O krzywiznie pewnych linij, nakreslonych
na powierzchni“ (30)). Twierdzenie to pobudzito odrazu B o n-
neta do podania dwéch wyrazen ogdlnych na promien krzy-
wizny w punkcie krzywej asymptotycznej, przy pomocy wyrazen
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na promienie krzywizny dwéch linij, przez ten punkt przechod:za-
cych. Do tych dwéch wzoréw powrécit Beltrami w roku
mnastgpnym w pracy: ,Dowo6d dwoch wzoréw Bonneta® (31),
.ogloszonej w dzienniku Battagliniego.

W r. 1868 w pismach Akademii bolonskiej oglosil §wietna
‘monografi¢ ,0 powierzchniach o polu najmniejszem* (34). Po-
przedza te prace wstep historyczny o teoryi tych powierzchni,
obszerny, szczegdlowy, napisany z niezréwnang wytwnrnoscia, dzi$
jeszcze wcigz cytowany i pozyteczny. Nie mniejszego znaczenia sa
przyczynki Beltrami'ego do tej teoryi, ktéra uprawiali pierwsi
geometrowie wieku naszego Monge, Legendre, Lacroix,
Ampeére, Poisson, Steiner, Bonnet, Weingarten,
wreszcie Weierstrass.

Otrzymawszy z wlasnych wzordw twierdzenie Bonneta
‘0 podziale na pary wszystkich powierzchni o polu najmniejszem
w ten sposéb, aby powierzchnie, nalezace do jednej pary, daly sie
rozwingé jedna na drugiej, dowodzi twierdzen, znalezionych przed
piecioma laty przez Matheta, przy pomocy ktérych z jednej
powierzchni o polu najmniejszem mozna otrzymac inne.

Nieco dawniej, Weierstrass podal byt stawne wzory
na spolrzedne wszystkich powierzchni o polu najmniejszem. Bel-
trami, idac po tej samej drodze, poszedt od pewnego punktu
drogg odmienng i otrzymal inne wzory, mogace stuzyé z po-
zytkiem do udowecdnienia i rozwigzania pewnych zagadnien
o powierzchniach najmniejszych (np. otrzymujemy z nich tatwo
twierdzenie Matheta), gdy wzory Weierstrassa nadaja
sie zwlaszcza w badaniu powierzchni minimalnych algebraicznych.
W koncu swej pracy méwi Beltrami o powierzehniach, ma-
jacych krzywizne $rednia staty, ktdrych powierzchnie minimalne
sq przypadkiem szczegllnym i o ktérych'w tym czasie ukazaly sie
dwie prace, jedna Dini'ego, druga Brioschi'ego.

»O zginaniu powierzchni prostoliniowych“, Beltrami
ogtlosit w r. 1865 dwie prace (32, 33), z ktérych jedng mozna uwa-
za¢ za przerObke drugiej. Juz Minding, Bonnet, Bour
zajmowali si¢ byli zagadnieniem o zginaniu powierzchni prostolinio-
wych, lecz jedynie w przypadku, gdy tworzace sa prostoliniowemi,
we wzorach ostatecznych podanego przez nich rozwiazania wyste-
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powata funkcya dowolna, ktérej wyznaczenie stawiato trudnosct
w stosowaniu wzoréw. Beltrami unika tej niedogodnosci przez
to, ze rozwigzuje zadanie w znaczeniu w pewnej mierze odwrotnem,.
t. j. wprowadzajac od samego poczatku z goéry przepisane warunki
przeksztalcenia, jakie chcemy osiagnaé; otrzymuje w ten sposob
dlugi i wazny szereg twierdzen, ktére staly sie dzi$, rzec mozna,
klasycznemi i stanowia cze$é skladowa kazdego kursu geometryi
rozniczkowe;j.

Z prac nad geometrya nieskorniczonostkows krzywych plas-
kich i sko$nych, précz dwoch pierwszych, juz oméwionych, wy-
mieniamy jeszcze prace: ,O pewnej wlasnosci linij o krzywiznie
podwdéjnej* (43), w ktérej podaje ciekawsa i osobliwa wilasnos$é
kinematyczna ukladu trzech prostych wzajemnie prostopadtych:
stycznej, normalnej gtéwnej i normalnej drugorzednej w kazdym
punkcie linii sko$nej. Geometryczny dowdd tej wlasnosci dat
pézniej Chelini (Giorn. di Batt. §, p. 190), Beltrami zas
stosowat jg w pracy kinematycznej o ruchu geometrycznym ciata
stalego, toczacego sie po innem ciele statem.

Ostatnig grupe prac z geometryi rézniczkowej, niewatpliwie
najwazniejsza ze wszystkich, stanowiag prace o powierzchniach
i przestrzeniach o krzywiznie stalej oraz o geometryi pseudo-
sferycznej.

W tej dziedzinie Beltrami doszedl do wynikéw genial-
nych, ktére odrazu podniosty wysoko jego stawe.

Sam on opowiada w liscie do Henryka D’Ovidio (§wiezo
ogloszonym w pismach Akademii Turynskiej 1899—1900) o tem,
w jaki spos6b wprowadzony zostat w te dziedzine poszukiwan.
Pewna uwaga, rzucona przez Lagrange’a w jednej z rozpraw
o kartach geograficznych, doprowadzita go w r. 1866 do rozwigzania
zagadnienia: ,Przenie$¢ punkty powierzchni na plaszczyzne w ten
sposob, aby linie geodezyjne przedstawity sie jako linie proste* (35).
Znalazt on, Ze powierzchnie takie musza posiadaé koniecznie
krzywizne stalg.

Pobudzony pomystami Riemanna w nie$miertelnej pracy,
po jego zgonie wydanej: ,O hypotezach, bedacych podstawg
geometryi*, zamierzyt Beltrami rozciagngé poprzednie swe
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rozwazania na przestrzen. Tym sposobem ukazata sie jego ,Teorya
zasadnicza przestrzeni o Krzywiznie stalej* (37), (1868), w ktoérej
‘wychodzac ze specyalnej formy elementu liniowego w takiej prze-
strzeni, dowodzi, Ze linie geodezyjne przedstawiajq sie przy pomocy
rownan liniowych, Nie dostrzegt on atoli woéwczas, ze z lat-
woscia mozna byto rozwigza¢ i zadanie odwrotne, t. j. uogélnienie
zadania, rozwigzanego w r. 1866. Uczynit to w cztery lata pdzniej
Schlafli, ktérego rozprawa pobudzita Beltrami'ego do ogto-
:szenla nowej pracy o tym przedmiocie.

W tymze czasie oglosit Beltra mi rozprawe, Scisle zwia-
'zang z poprzednig, a mianowicie: ,Prébe interpretacyi geometryi
nieeuklidesowej* (36), w Kktérej poraz pierwszy, ku najwyzszemu
zaciekawieniu geometréw, wykazal, ze wszystkie twierdzenia geo-
metryi nleeuklidesowej, ktora juz wiecej niz przed trzydziestoma
laty utworzyli na dwéch réznych drogach Lobaczewskij
i Bolyaii ktéra w tym czasie Zywo interesowata geometrow,
-dajg si¢ interpretowa¢ na powierzchniach o Kkrzywiznie statej
ujemnej, potozonych w przestrzeni euklidesowe;j.

W cytowanej wyzej pracy ,O przestrzeniach o statej krzy-
wiznie*, Beltrami zupelnie naturalnie doprowadzony zostal do
takiej interpretacyi dla jakiejkolwiek przestrzeni; znalazt on inter-
pretacye horysfer czyli powierzchni granicznych Lobaczew-
skie go, ukazujac poraz pierwszy oczom geometréw prawdziwa
istote zagadnienia o przestrzeni i przecinajac tym sposobem spory
i nieporozumienia, ktore, kto wie jak dtugo, moglyby si¢ ciagna¢,
grozac wpadnieciem w metafizyke.

Gteboki pomyst Cayley’a, tak pieknie spozytkowany po-
zniej przez Kleina w rzutowej interpretacyi geometryi nieeukli-
desowej, byt &cisle zwigzany z idea Beltrami'ego, ktory atoli nie
spostrzegt czy tez nie wypowiedziat catej jej wazno$ci. Uprzedzit go
w tym wzgledzie Klein, ktdrego prace zamykaja, ze tak powiemy,
ostatecznie to zagadnienie. Nie spostrzegt tez Beltrami po-
dzialu geometryi Riemannowskiej lub eliptycznej na dwie geome-
trye, podzialu, ktéry potem wskazat Klein, gdy Beltrami
rozwazal jedne tylko geometrye sferyczna, wykazujac,
ze jest zawarta w geometryi pseudosferycznej o liczbie wymiaréw
© jeden wiekszej. Mimo to, prace Beltrami'ego sg zasadni-
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czemi i one jedne wystarczylyby do zapewnienia stawy jego
imieniu.

Mozna twierdzi¢, ze wielkie znaczenie tych prac Beltra--
mi’ego rosto w miare lepszego ich pojmowania i wnikania glebiej:
w tkwigca w nich idee. On sam rozpoczat te badania ze skromnym:
zamiarem i dopiero stopniowo spostrzegat wazno$¢, jaka osiggnaé:
mogly jego pomysty, rzucajac nowe $wiatto na rézne nieporozu-
mienia, dotyczace przestrzeni.

Praca druga: ,Préba interpretacyiit. d.“, miata z poczatku.
cel wzglednie skromny, mianowicie znalezienie odwzorowania
rzeczywistego geometryi nieeuklidesowej w przestrzeni eukli-
desowej, t. j. wykazanie, ze w przestrzeni zwyktej istniaty prawie
jakby przypadkiem, powierzchnie, ktére podstawione zamiast
plaszczyzny, realizujg zasady geometryi nieeuklidesowej. Rezultat.
ten, bardziej poglebiony, rozszerzony i zwiazany z ogloszonemi
W tym czasie pomystami Riemanna o krzywiznie przestrzeni.
oraz z nasza niemozliwos$cig materyalna rozstrzygniecia, czy prze-
strzen, w Kktoérej zyjemy, ma krzywizn¢ zero albo jej nie ma —
rezultat ten wyjasnit prawdziwy powdd niemozliwoéci zbudewania
a priori, za pomoca procesdw czysto logicznych, geometryi
euklidesowej i rozwigzal kwestye, ktéra od 2000 lat niepokoila
umysly najwiekszych geometréw.

Nie chcemy tu pominaé tresci innych mniejszych prac Bel-
tramiego nad powierzchniami pseudosferycznemi i dla tego:
przypomnimy, ze w r, 1872 ogtosit on prace: ,,O powierzchni obroto-
wej, bedacej typem powierzchni pseudosferycznej“ (39), gdzie bada
dosé szczegbtowo linie, nakreélone na pseudosferze, w celu przygo-
towania elementéw geometrycznych do konstrukcyi materyalnej
tej powierzchni, ktérej modelu takiego, jak my go dzi$ mamy, nie
posiadat. Inna krétka praca z tego roku p.t.: ,Twierdzenie z geome--
tryi pseudosferycznej“ (40), jest poswiecona dowodowi osobliwego
twierdzenia, mianowicie, Ze jezeli z punktéw prostej na ptaszczyznie
euklidesowej poprowadzimy réwnolegle w znaczeniu geometryi
Lobaczewskiego do innej prostej prostopadtej do pierwszej,.
to obwiednia tych réwnolegtych bedzie dokladnie krzywa potudni-
kowg pseudosfery (traktorya).
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Wreszcie w trzeciej pracy z tegoz roku 1872 O analitycznej
teoryi odlegtosci“ (38), wykazat, ze wzor, wyrazajacy odleglosé jako
logarytm stosunku anharmonicznego, wynikajacy z badan C a y-
ley’a i Kleina nad teorya absolutu, jest przypadkiem szczegdl-
nym (dla powierzchni o krzywiznie statej) wzoru, ktéry on znalazt
dawniej (dla jakiejkolwiek powierzchni), w wymienionej wyzej
pracy z roku 1869 ,O nowym elemencie wprowadzonym przez
Christoffela i t. d.“. Ten wynik, powiada Beltrami, wy-
kazuje zwigzek teoryi Cayleya —Kleina z teoryg Chri-
stoflfela.

Po wielu latach, w r. 1888, oglosit przyczynek historyczny do
teoryi geometryi nieeuklidesowej: ,Poprzednik wtoski L e ge n-
dre'ai Lobaczewskiego* (42), wydobywajac z pytu biblio-
tecznego zapomniang ksigzke wiocha Gerolamo Saccheri'ego
profesora w Pawii, a potem w Medyolanie w konicu XVII-goina po-
czatku XVIII-go stulecia, a ktdrego pomystowa proba rozwiagzania
pytania o postulacie Euklidesa o 30 lat poprzedzita prace
Lamberta i wiecej niz o pot wieku prace Legendre’a.

III. Analiza czysta.

Pomiedzy pracami z analizy czystej w znaczeniu $ciSlejszem,
za najwazniejsza uwazaé nalezy prace klasyczng o parametrach
rézniczkowych (47), (1869).

Wyplywa on wprost z prac o parametrach rézniczkowych
powierzchni, z ktérych tak piekny uzytek uczynit w geometryi
rézniczkowej, i jest ich rozszerzeniem; lecz poniewaz rzecz ta jest
tu traktowana ze stanowiska czysto-analitycznego, bez wzgledu
na interpretacye geometryczna, dla tego lepiej pomiesci¢ jg pomig-
dzy pracami z analizy czystej w znaczeniu $ciSlejszem.

Nowsze badania Liego nad teorya grup przeksztalcen
i niezmiennikami roézniczkowemi rzucily nowe $wiatto na teorye
parametrow rézniczkowych; sposéb za$, w jaki Beltrami
traktowat ten przedmiot, jest dalszym ciggiem naturalnym metod
klasycznych Gaussa, Lamégo, Jacobi'ego.

Parametry rézniczkowe, ktérych typem Kklasycznym jest
krzywizna powierzchni calkowita G aussa, wprowadzil pod ta
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nazwa do nauki L a m é, badal nastepnie Jacobi, lecz tylko dla
przypadku trzech zmiennych i dla specyalnej formy rézniczkowej
kwadratowej, nastepnie Brioschi dla przypadku #» zmiennych,
lecz zawsze dla specyalnej formy réZzniczkowej. Badali je Somow
i Codazzi, takze w przypadkach specyalnych. Beltrami
postawit zagadnienie w catej jego ogdlnosci, a badanie jego mozna
niewatpliwie poczytaé za podstawowe dla wszystkich pdzniejszych
licznych badan nad teorya form rézniczkowych kwadratowych,
ktora poglebily potem gléwnie prace Christoffela, Lip-
schitza, Ricci'ego, Frobeniusa, Knoblaucha i in-
nych. W rozprawie tej wzory na przeksztalcenie calek wielokrot-
nych uogdlnia dla przestrzeni o ilukolwiek wymiarach i dla jakiej-
kolwiek formy elementu liniowego.

Krotka note p. t.: ,O przeksztatceniu zmiennych* (46), (1867),
w ktérej dowodzi sie twierdzenia, zawartego implicite w jednej
z prac Jacobi'ego o teoryi rownan dynamiki, uwazamy za na-
lezacq wlasciwie do prac o formach rézniczkowych kwadratowych,
bedacych podstawsg przeksztalcenia, o ktérem mowa.

O szeregach trygonometrycznych, précz kilku dwiczen
z pierwszych lat studyéw, ogloszonych w ,Nouvelles Annales“,
mamy note (52) w ,Rendinconti de I'Istituto lombardo“ (1880),
w Kktérej do rozwiniecia funkcyj na szereg wstaw i dostaw (z argu-
mentami, zalezgcemi od pierwiastkéw funkcyi walcowej), stosuje
twierdzenie A bela z rachunku catkowego, ktére udowadnia oraz
przedstawia w nowej postaci w nocie poprzedniej (81) w tychze
»,Rendinconti“. Praca ta wiaze sie takze z teoryg funkcyj walcowych,
ktéremi zajmuje sie takze w nocie (33) z r. 1881 (Atti dell’ Acc. di
Torino); gléwnym celem tej ostatniej jest znalezienie przy pomocy
funkcyj walcowych wyrazenia na funkcye potencyalng pierScienia
kotowego jednorodnego. W sposéb odmienny znalazl wyrazenie to
juz w pracy (79) z roku poprzedniego, ogloszonej w Akademii dei
Lincei, lecz ze stanowiska funkcyj walcowych praca ta nie uwzgled-
niata korzys$ci badania, jakg osigga si¢ ze znanego analogicznego
wzoru Lipschitza,

O teoryi funkcyj walcowych oglosit Beltrami pigé not:
jedne w roku 1879: /O pewnym wzorze catkowym® (34), druga
wr. 1897: ,0 funkcyach kulistych jednej zmiennej* (33), dwie
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w latach 1890 i 1893 w ,Sprawozdaniach Akademii paryskiej“
(56, 57), wreszcie jedne (58) w r. 1896 w ,Sprawozdaniach“ Insty-
tutu lombardzkiego; jest to ostatnia jego nota matematyczna.

W pierwszej z tych not dowodzi wzoru catkowego H e i-
nego, ktéry stuzy jako definicya Laplace’a dla funkcyj ku-
listych jednej zmiennej przy jakiejkolwiek wartosci skaznika,
pozostale noty maja na celu wykazanie waznosci, jaka w tej teoryi
posiadaja dwa zwigzki rézniczkowe, ktérym czyni zado$¢ funkcya
liniowa jednorodna o spéiczynnikach statych funkcyj kulistych
gatunku pierwszego i drugiego; zwiazki, ktére w postaci spe-
-cyalnej napotkal juz byt F. N eumann, nie spostrzeglszy atoli
waznoéci, jaka posiadaja dla tej teoryi. Do tych zwiazkéw po-
wracal Beltrami wielokrotnie, az do ostatnich lat swej pracy,
juz to szukajac innych analogij, juz to by je wyprowadzié¢ sposo-
bem odmiennym.

Jako krotkie éwiczenia z teoryi rdwnan, nalezy uwazaé dwie
prace: ,O rownaniach algebraicznych* (59), (1863), , O pewnem
zagadnieniu Robertsa“ (60), (1864). Wreszcie krétka praca
p.t.: ,O funkcyach dwuliniowych* (61), (1873) ma na celu sprowa-
dzenie do formy Kkanonicznej jednej lub dwu takich funkcyj za
pomoca przeksztatcen liniowych niezaleznych. Wiadomo, Ze po-
stepy, jakie w tym czasie i péZniej osiagnigto w tej materyi, dzieki
pracom Weierstrassa, Kroneckera iinnych, byly innej
zupetnie natury.

O licznych i waznych pracach o teoryi potencyatu, ktére
moznaby takze pomiesci¢ w tej trzeciej kategoryi, wolimy moéwié
osobno ze wzgledu na $cisty ich zwigzek z fizyka matematycznag
i zamiar, z jakim byty podjete.

IV. Mechanika cieczy.

W czasie 1871—72 Beltrami poswiecit sie ostatecznie
badaniom w dziedzinie fizyki matematycznej, Kktére rozpoczat
dwiema pracami réznego rodzaju. Jedna z nich (jedyna ogloszona
w ,Nuovo Cimento“) p.t.: ,O teoryi matematycznej solenoidow
elektrodynamicznych“ (90), jest niewielkiej objetoSci lecz pelng
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tresci; powracal on do niej bardzo czesto w latach nastepnych,
Druga, bardzo obszerna i majaca pierwotnie tytul: ,O zasadach
podstawowych hydrodynamiki rozumowej*, byla przezen w kilku
czeSciach drukowana w ciggu lat czterech w pismach Akademii
boloniskiej. Omoéwimy najprzdd pierwsza prace, o drugiej za$ po-
wiemy pdZnie;j.

Cel, jaki sobie postawit z poczatku Beltrami przy rozpo-
czynaniu swych badan nad ptynami, byt — jak méwi sam tytul —
zbudowanie teoryi systematycznej i zupeilnej dynamiki ptynow.
Rozpoczat tedy od traktowania czesSci kinematycznej, ktdra chciat
uczyni¢ podstawa czesci dynamicznej; lecz poniewaz materyat rost
mu wciaz, przeto ograniczy¢ si¢ musiat prawie wylacznie do gleb-
szego zbadania cze$ci kinematycznej. Uzupelnienie swej pracy
musial przerwac¢ z powodu czgscig juz ogloszonych, czescia zapo-
wiedzianych poszukiwan hydrodynamicznych Kitrchho ffa.
Tak wiec, zapowiedziawszy, ze w czeSci czwartej, przedstawionej,
dnia 12 lutego 1873 r., przejdzie do teoryi dynamicznej i specyalnie
do przeksztatcenia rownan zasadniczych w spotrzednych krzywo-
liniowych (patrz ,Rendinconti“ Akademii bolonskiej 1873— 74,
str. 48), zmienit odrazu swdj plan i ograniczyl sie w czesci
czwartej i ostatniej na rozwazaniu innej strony pytan poprzednio
traktowanych, odktadajac do innego czasu spetnienie swej obietnicy
i zmieniajac tytut catosci czterech rozpraw.

Rozkladem ruchu elementarnego czastki ptynu na ruch masy
i na ruch wewnetrzny czyli czasteczkowy zajmowali si¢ juz
Kirchhoff, Stokes, Helmholtz, a w przypadkach
szczegllnych Dirichleti Brioschi. Beltrami na nowo
podjat to rozwazanie, znalazt inne wtasnosci ruchu elementarnego,
rozpatrzy! inny jego rozklad i przeszedt stad do pojecia obrotu
chwilowego czastki ptynu, utworzonego juz innym sposobem przez
Thomsona.

W pierwszej czeéci bada wiasnoéci ruchu elementu nieskon-
czonostkowego masy plynnej, w drugiej za$ (przedstawionej po
roku) rozpoczyna badanie wilasnosci, ujawniajacych sie w kazdej
chwili w czgstce skoriczonej tej masy plynnej; wilasnosci te pole-
gaja na osobliwych, odkrytych poraz pierwszy przez Helm-
holtza przed laty 40 analogiach, zachodzgcych pomiedzy ru-
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chem cieczy a dziataniami elektromagnetycznemi. Analogie te
Beltrami rozpatruje w ich najprostszej postaci kinematyczne;j.
Przechodzi nastepnie do wyznaczenia skladowych predkosci, ktére
otrzymuje, opierajac si¢ na twierdzeniu Greena, aby wylaczyé
wszelkie postgpowanie sztuczne, majgce, jak powiada, charakter
odgadywania. Otrzymuje tym sposobem, procz wzordw nowych,
tez same wzory, ktére dla przypadku ptynéw niescisliwych znalezli
byli Helmholtz i Hankel, a dla plynu jakiegokolwiek
RochiLipschitz.

W czeéci trzeciej zajmuje sie¢ Beltra mi specyalnie zagad-
nieniem, zwanem pospolicie zagadnieniem Dirichleta; pierwsza
idea tego zagadnienia tkwi w stawnych badaniach Poissona nad
ruchem wahadta w o$rodku je otaczajacym. Zagadnienie to polega
na wyznaczeniu potencyatu ruchu ciéczy niescisliwej, w ktérem
wedlug praw danych porusza si¢ ciato state formy danej. Zagad-
nieniem tem zajmowat sie juz 11 o p p e; nastepnie'Clebsch po-
dat bardzo piekne rozwiazanie w przypadku, gdy cialo state ma
posta¢ elipsoidy, Bjerknes za$ rozwazal przypadek wigkszej
liczby ciat kulistych.

W czwartej wreszcie czesci rozwija Beltrami teorye, za-
poczatkowana przez Helmholtza i Boltzmanna t zw.
warstw wirowych, ktére powstaja, gdy poczyni si¢ zatoze-
nie o nieciaglosci sktadowych predkosci wzdluz jednej lub kilku
powierzchni oddzielajacych.

Sam Beltrami méwi, ze w pracy jego odbija sie sposob
fragmentaryczny, w jaki powstata; mimo to stanowi ona nie-
watpliwie bardzo wazny przyczynek do teoryi cieczy i— po-
wiedzmy — bogatg kopalnie wzoréw, rezultatow i metod, z ktérych
mogg czerpaé badacze i ktéremi postugiwat si¢ sam Beltrami
w tylu innych pracach péZniejszych, a zwlaszcza w pracach nad
teorya sprezystosci i nad wzorami Maxwella.

Dalszym ciaggiem tej pracy jest ,Rozprawa o ruchu ptaskim
tarczy eliptycznej w cieczy niescisliwej* (63), przedstawiona Aka-
demii boloniskiej dnia 16 grudnia 1871 r., lecz nie drukowana.

Beltrami rozwazal juz zagadnienie Dirichleta w przy-
padku ruchu o dwéch spélrzednych, t. j. w przypadku ruchu tarczy
eliptycznej lub kotowej w plaskiej warstwie cieczy; po kilku latach
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.powrdcit do analogicznego zagadnienia z dwiema spéirzednemi
-1 w nocie przedstawionej Instytutowi lombardzkiemu: ,O przy-
padku ruchu o dwéch spétrzednych* (64) bada przykiad warstwy
cieczy pokrywajgcej powierzchnie kuli i zmuszonej do poruszania
sie na odcinku kulistym sztywnym, $lizgajacym sie po kuli.
Wreszcie ostatnig praca z teoryi cieczy sg ogloszone w r. 1889
sRozwazania hydrodynamiczne* (65); bada w nich, specyalnie
klase ruchéw (zwanych przez niego helisoidalnemi),
w ktérych linie przeptywu sa w kazdym momencie liniami pio-
nowemi.

V. Mechanika w ogélnosci.

Nie wiele prac pomiescimy w tej kategoryi.

Pierwsza -z nich jest rozprawa z r. 1872 O ruchu geome-
trycznym ciata statego, toczacego sie po innem“ (66). Z okazyi
wyjscia w tym czasie niemieckiego przektadu dzieta Thomsona
i Taita: ,Treatise on natural philosophy*, w ktérem to zagad-
nienie kinematyczne traktowane jest sposobem prostym i pigknym,
pozostawiajacym tylko pewnag watpliwos¢ co do znaku pewnych
wyrazeh, Beltrami wyklada te teorye, postugujac si¢ specyalnie
odkrytem przez siebie w r. 1867 twierdzeniem o pewnej kinema-
tycznej wlasnoéci trdjki prostych: stycznej, normalnej, gltéwnej
i normalnej drugorzednej w kazdym punkcie krzywej sko$nej.

~Uwaga o nocie prof, Chelini'ego“ (67), dotyczy przeksz-
tatcenia pewnych dziewieciu rownan na dziewieé¢ innych, otrzyma-
nego w sposob odmienny, niz w tej nocie.

, O dynamice przestrzeni o krzywiznie statej“ (68) Bel-
trami zapowiedzial w r, 1876 w Akademii dei Lincei rozprawe,
ktora potem wycofal, ograniczajac sie na ogtoszeniu tylko czesci
kinematycznej w ,Bulletin’ie®* Darboux’a. Wyobraziwszy so-
bie przestrzen n-wymiarowa o Krzywiznie stalej, dowodzi, ze gdy
n jest parzyste, wtedy dla kazdego ruchu elementarnego ukfadu
sztywnego istnieje zawsze punkt rzeczywisty, majacy charakter
chwilowego $rodka obrotu iistnieje zawsze nadplaszczyzna rzeczy-
wista, ktdra jest plaszczyzng chwilowg $lizgania si¢. Dla n niepa -
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rzystego za$ nie istnieje w ogélnosci ani ten punkt ani ta nadplasz-
czyzna; lecz jezeli dla ruchu specyalnego istnieje jeden lub druga,
wtedy istnieje ich nieskorczenie wiele, tworzacych prosta lub pek.

Pracg: ,O teoryi osi obrotu* (70), (1881) oglosit Beltram i
w dziele zbiorowem, po$wieconem pamieci Chelini'ego i obej-
mujacem pisma matematykow wloskich i obcych. Poniewaz
Chelini zajmowal si¢ wielokrotnie ta teorya, tak $wietnie wy-
jasniona dawniej przez Poinsota, Turazza za$ ogtlosit jej
wyklad systematyczny w ksigzce: ,Ruch uktadéw sztywnych®
(I moto dei sistemi rigidi. Padwa 1868), przeto Beltrami
uwazal za wlasciwe podja¢ na nowo to pytanie w celu nadania
wyktadowi wiekszej jednolitosci, wzorom za$ wigkszej symetryi,
przedstawiajac za pomocg wlasnej metody badania dwoéch utalen-
towanych witochéw.

Teorye réwnowagi powierzchni gietkich i nierozciagliwych,
utworzyt pierwszy Lagrange, potem zajmowat si¢ nia Pois-
son w roku 1814 w rozprawie o powierzchniach sprezystych,
w roku 1817 za$ Cisa de Gresy. Lagrange rozwazat
nierozciggliwo$¢ jako niezmienno$é elementu powierzchni, nie za$
elementu liniowego; przy tej ograniczajacej hypotezie napiecie
powierzchniowe zachodzi zawsze normalnie do elementu liniowego
i jest jednakowe we wszystkich kierunkach naokoto tego punktu.
Poisson odrzucit te hypoteze, Mossotti zas, ktory w swych
lekcyach mechaniki poswieca osobny rozdziat temu przedmiotowi,
trzyma si¢ pomystéw Lagrange’a, przy pomocy ktorych otrzy-
muje wzory, dajace sie stosowaé tylko w przypadkach spe-
cyalnych.

Dokladne rownania rézniczkowe zagadnienia podat pierwszy
Lecornu w r. 1881; Beltrami w r. 1882 z okolicznoéci tej
rozprawy podejmuje ab initio zagadnienie i przyjmujac w za-
sadzie metode L agrange’a, skombinowang z prawdziwga defi-
nicya nierozciagliwos$ci, ustanawia wszystkie rownania zasadnicze,
otrzymuje teorye napie¢ powierzchniowych, ktérag Lecornu
postawit a priori przy pomocy rozwazan geometrycznych, rozwaza
niektore nowe przypadki réwnowagi i dochodzi do wzordéw, wyra-
Zajacych odksztalcenie nieskonczenie male powierzchni gietkiej
i nierozciagliwej.
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Ostatnig praca, nalezaca do tego dziatu, jest rozprawa ,O ré-
wnaniach dynamicznych Lagrange’a“ (72), (1895). Juz innym
razem (W nocie 0 uogdlnieniu zasady D’Alemberta w elektro-
dynamice) Beltrami zwr6cit uwage na wazno$¢ tak zwanej
zasady Lagrange’a i zauwazyl, ze wielu autoréw niestusznie
przyjmowalo zamiast niej zasade Hamiltona za podstawe
wielu rozwazari mechanicznych. W omawianej pracy wraca do tego
przedmiotu, aby wykaza¢, ze zasada, z ktérej Lagrange wy-
wodzi swoje stawne rownania dynamiczne, jest prawdziwag osnowa
catej mechaniki analitycznej, i sposobem nadzwyczaj prostym wy-
prowadza z niej réwnania dynamiki, ktore liczni autorowie wypro-
wadzali z zasady Hamiltona. Wyobraziwszy sobie zmienne
ukladu podzielone na dwie. grupy, oraz ze sila zywa nie zalezy
w swych spétczynnikach od zmiennych grupy drugiej, otrzymuje
réwnania dynamiki w postaci, do ktérej typu naleza réwnania,
podane w sposéb odmienny przez Thomsona i Taita
w drugiem wydaniu ich dzieta, oraz réwnania, podane przez
C.Neumanna. '

VI. Potencyal. Atrakcya. Elektrycznos¢. Magnetyzm.
Elektromagnetyzm.

Prac o teoryi potencyatu razem z pracami z teoryi elektrycz-
nosci i magnetyzmu jest przeszto trzydzieéci; te drugie za$ sg tak
$cisle zwigzane z pierwszemi, ze rozdziat stanowczy nie jest tu mo-
zliwy. Mimo to, jest tu grupa prac, traktujacych specyalnie
o teoryi analitycznej funkcyi potencyalnej i o potencyale; ta grupg
najprzdd sie zajmiemy.

Teorya analityczna potencyatu, utworzona przez Lapla-
ce’a, Legendre’ai Lagrange’a i poczatkowo oddana pra-
wie catkowicie na uzytek mechaniki niebieskiej, stata si¢ pdzniej,
dzieki zwlaszcza pracom Greena i Gaussa, jednem z naj-
skuteczniejszych narzedzi w badaniach, nalezacych do dziedziny
fizyki matematycznej. Beltrami poddat te teorye badaniu
glebszemu i szczegétowemu; pracowal on nad nig wielokrotnie przez
dtugie lata, wracajac nieraz do rzeczy dawniejszych, w celu blizszego
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ich wyjasnienia, lepszego wykazania ich waznosci lub wreszcie
dla wyrazniejszego zaznaczenia niejednego szczegdiu, mniej
zZnanego.

Rozprawa: ,O niektorych punktach teoryi potencyatu* (78),
ogloszona w Bolonii w r. 1878, ma na celu przej$cie do pewnego
gatunku Scislej krytyki dotychczasowych rezultatéw przez do-
ktadne wyja$nienie i opisanie stosowalnosci pewnych wzoréw
zasadniczych, bedacych jakby osnows teoryi. Beltrami osiaga
swoj cel, szukajac drogi prostszej, samorzutnej i naturalniejszej
prowadzacej do systematycznej dedukeyi tych wzorow.

Wielokrotnie zajmowat sie¢ Beltrami teorya funkcyj po-
tencyalnych symetrycznych, o ktérych w r. 1878 oglosit prace
p. t.: ,O funkcyach potencyalnych uktadéw symetrycznych okoto
jednej osi“ (77). Otrzymuje w niej szereg wzoréw analogicznych
do wzoréw juz znanych, a odnoszacych sie specyalnie do funkcyj
zwanych dotgczonemi t.j. do takich funkcyj, ktére przyro-
wnane do stalej, daja rownania linij sit. Podaje twierdzenie, przy
pomocy ktorego, majac funkcye dotgczone jakiegokolwiek ukiadu
symetrycznego, mozna przej$¢ do funkcyj analogicznych dla
ukiadu (symetrycznego), otrzymanego z poprzedniego za pomoca
inwersyi wzgledem punktu na osi symetryi. Zrodta tego twier-
dzenia szukac nalezy w pracy z roku poprzedniego 1877: ,0O pe-
wnych kwestyach z elektrostatyki“ (92), w ktoérej obliczyt linie sit
dla tarczy kotowej, postugujac sie wzorem na funkcye potencyalng
tarczy eliptycznej o gesto$ci, zmieniajacej sie wedlug pewnego
prawa, odkrytego przez Dini’ego.

Twierdzenie to, nazwane przez siebie twierdzeniem
0 inwersyi, uzupetnia Beltrami dla przypadku ukladéw
symetrycznych i dla funkcyj dotaczonych. Zasade inwersyi uzasadnit
dawniej Thomson tylko dla funkcyj potencyalnych. Do tego
twierdzenia i do teoryi funkcyj dotaczonych powrécit Beltrami
w pracy z r. 1883: ,O funkcyach dotaczonych i specyalnie o funk-
cyach odcinka kulistego“ (84), w ktorej, po wyltozeniu systematycz-
nem swojej teoryi, stosuje ja do rozwazanego juz dawniej przez
Greena, Thomsona, Lipschitza, Betti'ego, E. Neu-
manna przypadku odcinka Kkulistego. Otrzymuje funkcye po-
tencyalng rozmieszczenia symetrycznego na odcinku, znang tylko
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w niektérych przypadkach bardzo szczegdlnych, oraz nieznane
dotad réwnanie odpowiadajacych linij sil.

Praca z r. 1881: ,O teoryi funkcyj potencyalnych symetrycz-
nych (82), nalezy do tejze kategoryi rozwazan. W pracy wcze-
$niejszej o zagadnieniu klasycznem ,O przycigganiu elipsoid* (81),
otrzymat juz byt okoliczno$ciowo zwiazek, pozwalajacy wyznaczy¢
funkcye potencyalna tarczy kotowej o gestosci, zmieniajacej sie
w piersScieniach spétérodkowych, z danych wartosci, jakie przy-
biera ta funkcya na samej tarczy. W tej nowej pracy wychodzi
z tego zwiazku i szuka innych nowych zwigzkéw lub tez stara sie
uzasadni¢ zwigzki znane, lecz otrzymane sposobami sztucznemi.
Znajduje godng uwagi prosta i osobliwa postaé funkeyi potencyal-
nej tarczy kolowej symetrycznej, naelektryzowanej. Badanie dro-
biazgowe i zupelne tej funkcyi stanowi wladnie jeden z przed-
miotéw gtéwnych rozprawy z r. 1883 p.t.: ,O funkcyach dolgczo-
nychit.d.“ (84).

W r. 1880 oglosit Beltrami rozprawe ,O przyciaganiu
pierscienia kotowego i eliptycznego“ (79), ktdérej zadaniem jest
zbadanie funkcyi potencyalnej pierscienia eliptycznego jednorodnego
i odpowiedniej funkcyi dolaczonej, oraz wytozenie szeregu intere-
sujacych rezultatéw analitycznych, wyplywajacych z tego badania.
Jako dalszy ciag tej rozprawy, mozna poczytaé prace, ogloszona
w r. 1889: ,0 funkcyj potencyalnej okregu kota“ (86), w ktdrej
rozwaza piekne wiasnosci tej funkcyi, bedacej odwrotnoscia $redniej
arytmetyczno-geometrycznej G a u s s a najmniejszej i najwiekszej
odlegtoéci punktu uwazanego od okregu i ktéra, jako taka, czyni
zado$¢ réwnaniu o pochodnych czastkowych, znalezionemu dawniej
przez Borchardta. Beltrami dowodzi, ze réwnanie to
jest przeksztalconem réwnaniem Laplace’a., W nocie tej po-
daje tez postaé, jakg przybiera twierdzenie Greena dla funkcyj
potencyalnych symetrycznych wzgledem osi.

W nocie z r. 1878 ,,0 pewnych twierdzeniach Clausiusa
w teoryi potencyatu* (76), podaje rozmaite twierdzenia i wzory,
znalezione przez siebie w rozmaitych poszukiwaniach, a przedsta-
wiajace analogie z wzorami w monografii Clausiusa, ktéra
wtedy zostata ogloszona. W pracy z r. 1830 p.t.: ,O pewnych
nowych twierdzeniach C. Neumanna o funkcyach potencyal-
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nych* (81), dowodzi twierdzen o potencyale logarytmowym
i newtoniafiskim, podanych przez Neumanna bez dowodu
w - tomie XVI dziennika ,Mathematische Annalen®,

Metody rozwigzania zagadnienia klasycznego o przyciaganiu
elipsoid dziela sie, wedlug stusznego spostrzezenia Chelini'ego,
nd bezposrednie i podrednie. Metod bezposrednich, rozwiazujacych
zagadnienie za pomoca mniej lub wiecej zawilych catkowan, uzy-
wali pierwsi Legendre, Laplace, Poisson; metoda bez-
prrednia mozna tez nazwaé piekna i ptodng metode Diric h-
leta. Metod posrednich uzywali Ivory, Gaussi Chasles,
pozniej Chelini, Betti, Dini. Beltrami, wprowadziwszy
spoirzedne eliptyczne, daje metodg, ktora nazywa mozliwie najbar-
dziej posrednia, gdyz wytaczone z niej zostaje wszelkie dziatanie
faktycznego catkowania. Wyrazeniu ogélnemu Dirichleta na
funkcye potencyalna elipsoidy poswiecit Beltrami krdtka
prace dawniejszg z r. 1872: ,0 pewnem przeksztatceniu Diric h-
leta“ (73).

Nota z r. 1893: , O teoryi potencyatu“ (83), jest poswiecona
uzupetnieniu bardzo prostych wzoréw, podanych poraz pierwszy
przez Thomsona, na potencyat wzajemny dwéch rozmiesz-
czen masy; traktuje on o przypadkach, w ktorych oba rozmiesz-
czenia sg warstwami podwdjnemi albo ogoélniej rozmieszczeniamj
wielorakiemi.

Do drugiej grupy zaliczymy prace o potencyale, ktére nie
dotyczg potencyatu newtoniariskiego.

Praca z r. 1873: ,0.potencyale wzajemnym dwoch uktadow
sztywnych, w szczegdlnosci zas o potencyale elementarnym elektro-
dynamicznym*“ (74), przedstawiona Akademii dei Nuovi Lincei
i ogtoszona w ,Annali di Matematica“, powstata z powodu pe-
wnego twierdzenia Helmholtza, sprzecznego z innem mylnem
twierdzeniem C. Neumanna. Beltrami przyjmuje dwa ciala,
dziatajace na siebie na mocy sit obdarzonych potencyalem, i stara
sie znalesé warunki, jakim potencyat winien czyni¢ zadosc, aby sity
wzajemne czynily zado$¢ zasadzie dziatania i przeciwdziatania.
Znajduje on za pomoca bezposredniego rachunku, zZe, zgodnie
z twierdzeniem Helmholtza, forma najogolniejsza potencyatu
jest funkcya dowolna sze$ciu parametréw niezaleznych, od ktérych

Wiad. mat. VL. 1002 3



34 g B Pageal.

zalezy potozenie dwoch cial. Warunek ten, jak. dowodzi Be'l-
trami, jest nietylko konieczny lecz i:dostateczny.

Po badaniach C. Neumanna nad nowym potencyalem
elementarnym, -czyniagcym zado$¢, przy pewnych ograniczeniach,
zasadniczym warunkom réwnowagi elektrycznej, ktore zdawat
si¢ spetniaé tylko sam potencyal newtonianskf, podjat Beltrami
t¢ sama kwestye w nocie z r. 1865 p.t.: ,Z powodu nowego baz
dania profesora C. Neumanna*“ (89). Znalazt on tu twierdze-
nie o nowych funkcyach, schodzace si¢ z twierdzeniem Poissona
i taczace sie z niem w jedno twierdzenie ogdlne. Twierdzenie to
wyprowadzit Beltrami w inny sposdéb w pracy o wyrazeniu
analitycznem, jakie dat Kirchhoft zasadzie Huygensa
(116), a ktore znow jest przypadkiem szczegélnym innego wyra-
zenia, podanego w rozprawie z teoryi ciepta.

Trzy noty zatytutowane: ,O funkcyach Zespolonych* (85,
87, 88), ogtoszone w Sprawozdaniach Instytutu lombardzkiego
w latach 1887—1871—1894, maja na celu przedstawienie funkéyj,
ktore dla ptaszczyzny schodza sig ze zwyktemi funkcyami poten-
cyalnemi o trzech spétrzednych, a'ktére nie sg t.zw: funkeyami
potencyalnemi logarytmowemi, stosowanemi zwykle, jak wiadomo,
za C.Neumannem do ustanowienia tej odpowiedniosci. Znalazt
on funkcye, dla ktorej rownanie, odpowiadajace téwnaniu Lapla-
c e’a, jest rzedu pierwszego a nie drugiego; funkcya ta jest z e-
spolona dla wszystkich punktéw wewnetrznych pola i redukuje
sig do zwyklych funkcyj zmiennej zespolomej dla punktow ze-
wnetrznych., Laczy ona w sobie w pewnem zndczeniu wilas-
nosci zwyktych funkcyj potencyalnych przestrzeni i powierzchni.
Funkcye te Beltrami nazwal funkcya potencyalng
zespolonag i obliczyl jej warto$ci w przypadku pola eliptycz-
nego. Przyklad ten pozostaje w zwigzku z teorya klasyczng
przyciagania elipsoid.

W pracach ponizszych, jakkolwiek $cisle zwia'zanych
z poprzedniemi, wyraZniejszym i przewazZajacym jest cel za-
stosowania fizykalnego rezultatéw analitycznych. Dla dogod-
nosci i wiekszej jasnoéci przedstawienia, podzielimy te prace
na dwie klasy: do pierwszej zaliczymy prace elektrostatyczne
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i elektrodynamiczne, do drugiej prace nad magnetyzmen i elektro-
magnetyzmem. '

Okolicznosci, dotyczace rozktadu elektrycznosci w stanie
rownowagi na powierzchni izolowanego odcinka kulistego oraz
rozkladu elektrycznego na odcinku, pod wptywem dzialania punktu
elektrycznego, dowolnie potozonego, rozwazal juz Thomson
wr. 1847. Potem bardziej sz¢zegétowo badat je Lipschitz
w'kilku rozprawach. Przypadkiem szc¢zegélnym drugiego z tych
zadan jest zagadnienie o tarczy kolowej, znajdujacej sie pod wpty-
wem dziatania punktu elektrycznego. Beltrami, pobudzony
pewng uwaga Thomsona i niektéremi spostrzezeniami F e-
lici'ego, podejmuje badanie zupetne przypadku indukcyi wywo-
tanej na tarczy, bedacej doskonatym przewodnikiem, przez dziata-
nia elektryczne symetryczne w okoto osi, i ta praca, wyzej
juz wspomniang z r. 1877 p. t.: , O niektérych kwestyach z elektro-
statyki“ (92) rozpoczyna, mozna powiedzie¢, badania swoje nad
potencyatamisymetrycznemi oraz nad wyznaczaniem
odpowiednich funkcyj dotaczonych.

Inne zastosowanie fizykalne twierdzenia o inwersyi, spostrze-
zonego tu poraz pierwszy i rozwinietego nastepnie zupelniej, jak
to juz powiedzieliSmy, w pracach nad potencyatami symetrycz-
nemi, podal w pracy z roku 1884 p.t.. ,O pewnem zagadnieniu,
dotyczacem teoryi pradéw umiejscowionych* (99).

Powiedzielismy wyzej, ze jedna z pierwszych prac Beltra-
m i'ego w dziedzinie fizyki matematycznej jest ogloszona w r. 1872
w ,Nuovo Cimento“ ,Nota o teoryi matematycznej solenoidow
elektrodynamicznych* (90). '

‘ Ampeére w r. 1823 rozwazat solenoidy pojedyrcze, skia-
dajgce sig z pradow elementarnych réwnych i réwnooddalonych,
rozmieszczonych normalnie do pewnej kierownicy; Beltrami
za$, opierajac si¢ na pewnych rozwazaniach (takich, jak rozwaza-
nia dawniejsze Thomsona, ktérych wéwczas nie znal), roz-
tatruje uktady ciagte pradéw, ktérych prawo rozkladu jest o wiele
og6lniejsze. Dowodzi twierdzenia o dzialaniu elektromagnetycznem
tego solenoidu, ktérego przypadek szczegélny podali juz Riecke
wr. 1870 i inny Lipschitz wr. 1868; te dwa przypadki byty
zndw réznemi uogdlnieniami przypadku t.zw. solenoidu walcowego,
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ktory podat F. Neumann wr. 1848 i rozwazal szczegélowo
Emil Weyr w r. 1871. O temZe twierdzeniu traktuje takze
wymieniona juz wyzej rozprawa: ,O pewnych punktach teoryi
potencyalu (78)..

W tejze nocie (90) rozpatruje Beltramiit.zw. sole-
n oidy obojetne, przedstawiajagce godng uwagi analogle
z warstwami poziomemi, a w ,Kinematyce cieczy* (62)
pokazal mimochodem zastosowanie bardzo proste tych ukladéw
do hyperboloid jednopowtokowych. O temze zastosowaniu méwi
w pieknej pracy z r. 1883 w ,Acta mathematica“ p. t.. ,O war-
stwach poziomych elektromagnetycznych* (94), gdzie otrzymuje
piekne twierdzenie o liniach krzywiznowych i liniach asympto-
tyqzhych hyperboloidy jednopowlokowej i o ich prostem zastoso-
waniu elektromagnetycznem.

Praca ,0 wyznaczeniu doswiadczalnem gestosci elektrycznej
na powierzchni przewodnikéw* (91) z r. 1877 traktuje o znanej
ptaszczyznie probnej Coulomba, ktorej teorye usitowat
da¢ Maxwell; szuka w niej Beltrami formy szczegolnej
takiego narzedzia, ktéra umozliwia doktadne wyznaczenie stosunku
pomigdzy elektryczno$cia przeniesiong a istniejaca pierwotnie.

Wazng praca, w ktérej wyprowadza pewng analogi¢ po-
miedzy teoryami elektrycznosci a teoryami termodynamiki, jest
praca p.t.: ,O teoryi ukladow konduktoréw naelektryzowanych®*

93) z r. 1882; ustanawia w niej Beltrami wyrazenie najogél-
niejsze i bardzo proste na prace mechaniczna zewnetrzng, wyko-
nang w ukladzie konduktorow elektrycznych przez sily elektryczne
podczas jakiejkolwiek zmiany formy, pofozenia i stanu elektrycz-
nego konduktoréw. Z wzoréw, w ten sposéb otrzymanych, mozna
wyprowadzi¢, miedzy innemi, twierdzenie Clausiusa o wza-
jemnosci, i przechodzac nastepnie do rozwazania cy klu za m-
knietego (wyobrazajac sobie cykl zmian, przez ktoére kazdy
przewodnik wraca do stanu pierwotnego), otrzymujemy rezultat,
majacy wyrazna analogie z drugg zasadg termodynamiki.

Ostatnia wreszcie praca, nalezacg do tej klasy a bioraca
poczatek w probie dedukcyi bezposredniej dzialan elektrodyna-
micznych z rownan ogélnych mechaniki analitycznej, podjetej
przez Maxwella, jestrozprawa zr. 1889: O uogdlnieniu zasady
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d’Alemberta w elektrodynamice* (96). Wykazuje w niej
Beltrami, ze dla tej dedukcyi lepiej jest, zamiast z réwnan
Hamiltona, z ktérych wyszedt byt fizyk angielski, wyjs¢ z wzoru
zasadniczego L a g r an g e’a, SciSle zwigzanego z zasada d’Alem-
berta; wzér ten, przy uwzglednieniu prawa O hm a, moze od-
powiednio by¢ uogdlniony i staé si¢ jadrem elektrodynamiki.

Powiemy teraz o pracach specyalnych nad magnetyzmem
i elektromagnetyzmem.

Pierwsza z nich w porzadku chronologicznym jest roz-
prawa z r. 1882: O potencyale magnetycznym* (97). Rozbiera
zniej Beltrami pojecie osi i Srodka ciala magnetycznego,
wprowadzone przez Thomsona, i znajduje, ze 0§ zastuguje
na te nazwe, jako niezalezna od prawa dzialania sily magnetycznej,
$rodek za$ nie, gdyz jest zasadniczo podlegly hypotezie newto-
nianskiej. Dowodzi dalej istnienia na osi innego punktu, ktorego
polozenie jest naprawde niezalezne od tej hypotezy, a ktéry zlewa
sic ze $rodkiem Thomsona, tylko wtedy, gdy moment
bezwtadnosci uktadu wzgledem osi magnetycznej jest zerem.

Po tej pracy nastgpila inna w r. 1883 p.t.: ,O warstwach
magnetycznych* (98); celem jej jest zbadanie warstw o0 magne-
tyzacyistycznosciowej, o ktérej wzmianke tylko po-
biezng uczynit dawniej Thomson; badanemi byly dawnej tylko
warstwy o magnetyzacyi poprzecznej, t.j. te, ktérych o$ magne-
tyczna jest w kazdym punkcie skierowana normalnie do powierzchni
warstwy. i

Pierwsza cze$¢ ,Not fizyczno-matematycznych® (101), (1889)
jest po$wiecona potencyalowi ciata magnetycznego wzgledem
samego siebie, przedstawiajacemu miar¢ energii magnetycznej tego
ciata. Beltrami wykazuje przedewszystkiem, Zze nie mozna do
tego potencyatu stosowaé wprost wzoru Thomsona, co zda-
waloby sie wlasciwem na pierwszy rzut oka, i wykazuje koniecz-
no$¢ dodania jeszcze jednego wyrazu okreélonej postaci. Wyka-
zuje dalej, ze nawet przy takiej zmianie wzér odmawia ustug
w przypadku ciat diamagnetycznych, ktére mialyby tym spo-
sobem potencyat ujemny. Z tego wzgledu skiania si¢ do uwa-
Zania za prawdopodobniejsza hypotezy Faraday’'a o polaryzo-
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waniu sie calej przestrzeni ze spéiczynnikiem dodatnim dla tej
przestrzeni jak i dla kazdego ciala w niej pograzonego; przez taka
to hypoteze indukcya diamagnetyczna sprowadza sie do czystego
pozoru..

.0 indukcyi magnetycznej“ (100), ogtosit Beltrami prace
w r. 1884, po ktérej nastapita w r. 1891 i 1892 inna zupetniejsza:
,Rozwazania nad teorya matematyczna magnetyzmu* (103, 104).
Wiadomo, ze teorye indukcyi magnetycznej zapoczatkowal Cou-
lomb, podat za§ Poisson, ktory poczynit byt wszakze pewne
hypotezy szczegblne o formie i rozkladzie t.zw. elementow
magnetycznych; hypotezy, ktére prawdopodobnie staty
sie powodem faktu, ze teorya Poissona nie dala sie pogodzi¢
w zupetnosci z do$wiadczeniem. Beltrami postawil sobie
zadanie utworzenia teoryi bez tych hypotez, pozostawiajac
forme i rozklad elementéw magnetycznych bezwzglednie nieozna-
czonemi. Pomiedzy innemi, znalazlt on, ze istnieje w kazdym
przypadku funkcya, ktéra w zagadnieniu o indukcyi magnetycznej
spetnia role i charakter funkcyi Greena w elektrostatyce
i w przypadku izotropii jest tozsamg z funkcya charakte-
rystyczng F. Neumanna. Funkcya ta, podobnie jak
i funkcya Green a, daje wyrazenie kazdej funkcyi potencyalnej
w postaci, ktéra mozna potem sprowadzi¢ do catki powierzchniowe;j.
W. pracy drugiej Beltrami oSwiadcza, Ze jego przekonanie
o koniecznosci usunigcia pojecia elementu magnetycznego Pois-
sona wzmocnilo sie, i stara si¢ zbudowaé teorye na pojeciu
biegunowos$ci magnetycznej, wprowadzonego juz
przez Thomsona i Maxwella.

Zasada, ze kagdemu rozkladowi magnetycznemu cdpowiada
rozkiad pradéw statych i zamknietych, obdarzonych réwnem dzia-
taniem zewnetrznem, byta przyjeta najprzdd jako postulat. bedgcy
podstawg stawnego twierdzenia Ampeére'a. Lecz péZniej nasu-
nety sie pewne watpliwosci w tym przedmiocie. Beltram i
stara si¢ rozwiazaé catkowicie to pytanie w pracy z r. 1883 p. t.:
»O rownowazno$ci rozkladéw magnetycznych i galwanicznych
(99) i powraca do niego jeszcze wr. 1892 w swych ,Rozwaza-
niach nad tecrya matematyczng elektromagnetyzmu“ (102). W pra-
cy tej buduje teorye zasadnicza elektromagnetyzmu. wychodzac
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ze stanowiska,: zajetego przez Maxwella, i starajagc sie gl6-
wnie usungé: wszelkie watpliwoséci, wynikajace z pozornego po-
mieszania, jakie sprawia rownoczesne ciagle rozwazanie w dziele
Maxwella dwdch réznych gatunkéw sit, co spowodowalo bylo
niemate niepewnosci.

VII. Sprezystosé.

W fizyce matematycznej teorya sprezystosci jest dziedzina,
w ktorej Beltrami otrzymat najpowazniejsze wyniki; do teoryi
tej byt szczegdlnie przygotowany przez swoje dawne badania nad
mechanikg cieczy, tak, ze bardzo czesto rozpoczynat od wzoréw
i postepowan z tej ostatnie;j.
Aby przedstawi¢ prace Beltrami'ego nad sprezystoscia
w pewnym porzadku, podzielimy je na trzy grupy, kiadac w pier-
wszej prace, dotyczace specyalnie réwnan ogélnych i potencyat
sprezystosci. w drugiej trzy rozprawy, odnoszace si¢ do stawnych
wzoré6w Maxwella, w trzeciej za$ prace o wyrazeniu anali-
tycznem zasady Huygensa, podanem przez Kirchhoffa,
Pierwsza praca z teoryi sprezystosci z r. 1881 nosi tytul:
»O réwnaniach ogdlnych sprezystosci“ (104). Wiadomo, Zze Lam é
pierwszy przeksztalcit rownania ogélne sprezystosci, wprowadzajac
spétrzedne krzywoliniowe ortogonalne; pézniej C. Neumann
i Borchardt, badajac ten przedmiot rozmaitemi metodami, na-
potkali w przypadku izotropii pewne trudnosci, z ktoérych trudno
bylo zdaé sobie sprawe. Be Itram i, doszedlszy droga bezposred-
nig do szukanych rownan, znalazl rezultat nieoczekiwany, mia-
nowicie, ze gdy réwnania ogdlne sa niezalezne od postulatu eukli-
desowego, to réwnania dla o$rodkow izotropowych, t.zw. rOwnania
izotropii, zaleza od tego postulatu. Oto jest praw dz1wy powod
trudnosci, ktére napotkali jego poprzedmcy, gdy chcieli wyprowa-
dzaé te rownania z réwnan ogélnych, stosujac forme elementu
liniowego przestrzeni, ktora z powodu nieoznaczonosci swych
spbitczynnikéw nie obejmowala w sobie a priori hypotezy eukli-
desowe;j.
~ To qoprowadzito 8o naturalnié do utworzenia teoryi izotropii
Sprezystej w przestrzeni’ ) ‘krzywiznie statej i do powrotu z punktu
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widzenia fizyki matematycznej do dawnych swych badan z przed:
lat trzydziestu. W przestrzeniach tych znalazt on odksztalcenie,
pozbawione tak obrotu jak i rozciggniecia, w ktérem sita i prze-
mieszczenie maja w kazdym punkcie kierunek ten sam (albo
przeciwny), a wielkosci stale proporcyonalne. Rezultat ten jest
dla tego bardzo wainy, Ze — jak to zaznacza Beltrami—
przedstawia osobliwg analogie z pomyslami Maxwella o dzia-
taniu osrodkéw dielektrycznych,

Praca z r. 1885 p. t.: ,0 warunkach wytrzymatosci ciat spre-
zystych* (105), poswiecona jest wykazaniu wazno$ci, jaka
w rozwazaniu wielu zagadnien z teoryi sprezysto$ci ma t. zw.
potencyatl sprezystosci. Fizycy matematyczni (i takze
Clebsch), szukajac granicy wytrzymaloéci ciata sprezystego,
przyjmowali ogélnie zasade, Ze granice te nalezy wyprowadzac
z rozwazania tylko samego najwiekszego napiecia; metoda
Saint-Venanta opiera sie¢ zndw na rozwazaniu najwiek-
szegorozciggniecia. Beltrami zauwazyl, Ze ani jedna
ani druga zasada nie jest naturalng, gdyz prawdziwa miara proby,
ktorej poddaje sig spojnos¢ ciala sprezystego, powinna zalezeé od
ogo6lu wszystkich rozciagnie¢ i wszystkich napieé, panujacych
wokolo kazdego punktu ciala; a poniewaz te napigcia i rozciggnig-
cia zalezg znéw od jedynej funkcyi kwadratowej okreélonej,
ktora nazywamy zwykle potencyatem sprezystosci,
przeto rozwiazania zagadnienia szukal nalezy raczej w badaniu
tego potencyalu. Opierajac si¢ na tem, rozwaza Beltrami
rozmaite przypadki szczegdlne, badane dawniej przez De Saint-
Venanta, a jego rozwigzania tylko czeéciowo zgadzajg si¢
Z rozwigzaniami tego autora. -

Bylo juz wiadomem, ze warunki konieczne kazdego mozli-
wego odksztalcenia wyrazaja sie szeScioma réwnaniami o po-
chodnych czastkowych rzedu drugiego, ktérym winny czynié
zado$é sze$é sktadowych odksztatcenia. Temi réwnaniami zaj-
mowal sie Beltrami wielokrotnie i dowiédt o nich twierdze-
nia zasadniczego, ze bedgc koniecznemi, sg zarazem dostatecznemi,
i znalazl rozmaite bardzo proste metody wyprowadzania tych
rSwnai. Uczynil to najprzéd okolicznosciowo w rozprawie z r. 1886:
»O interpretacyi mechanicznej wzoréw Maxwella“ (114), o ktérej
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moéwimy nizej, a nastepnie w drugiej czesci swych ,Not fizyczno-
matematycznych* (101) oraz w liscie do Maurycego: Liévy,
ogtoszonym w Sprawozdaniach Akademii paryskie;j.

.0 teoryi fal* (106, 140) oglosit Beltrami dwie prace:
jedne w r. 1886, druga w r. 1891.. Zadaniem pierwszej jest wyjas-
nienie pomystéw F. Neum anna, ktory przed dawnym czasem
z praw Fresnela wyprowadzil: byl réwnania zasadnicze, spre-
zystosci; zadaniem' drugiej jest wyktad catej teoryi,“z zamiarem
uwolnienia jej od hypotezy, pochodzacej z przyjecia a priori drgan
prostoliniowych; ograniczenie to pozostato nawet u Kirchhoffa
W jego zastosowaniu teoryi sprezystosci do teoryi $wiatla.

Wreszcie w pracy z.r. 1891 p.t.: ,O oérodku sprezystym
Gteena* (109), Beltrami stawia sobie zadanie: zbadag, ezy
précz osrodkdw izotropowych nie ma innych oérodkow, sprezy-
stych, do ktérych stosuje sie wlasno$é redukcyi trzech réwnan
ruéhu drgajgcego do jednego réwnania, gdy wszystkim sktadowym
przemieszczenia nadamy postaé trzech pochodnych czastkowych
1-go rzedu jednej i tej samej funkcyi. Dochodzi on do postaci
potenicydlu takiej samej, jakg podat. Green dla ogélniejszego
oérodka sprezystego, w ktérym moga rozchodzi¢ sie fale plaskie
podtuzne. Bada nastepnie ten o$rodek sprezysty Gree na. w jégo
réZnych szczegélach; znajduje, ze trdjka cisnien gtéwnych:. ma
zwrot osi pewnégo stozka kwadrykowego i dowodzi, ze os$rodek
Greena jest najogllniejszym o$rodkiem sprezystym, w ktorym,
po ustaleniu jakiejkolwiek prostej jako kierunku rozciagniecia linio-
wego pewnego odksztalcenia szczegdlnego, z prosta tg zlewa: sie
zawsze jedno z odpowiednich ci$nierr gléwnych.

Znanem jest genialne badanie Max w ella, majace. na celu
wykazanie, ze sity, wyplywajace ze zwyklego rozktadu mas mozna,
2astgpi¢ sitami, wynikajacemi z pewnego ukladu ciénien i napigc,
analogicznych z temi, jakie panuja wewnatrz o$rodka sprezystegé.
Waznosé¢ tego pogladu polega na tem, ze uzasadnia on'w wysokim
stopniu hypoteze, wypowiedziana niejednokrotnie przez fizykdow,
8 zwlaszcza przez Faradaya i W. Thomsona o istnienin
osrodka kosmicznego, bedgcego vehiculum, po przez ktdry roz-
chodzg sie dziatania elektryczne i magnetyczne. Poszukiwanie: to
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niezwykle bylo pociagajacem dla Beltrami'ego. To tez zaraz
po ogloszeniu wzor6w Maxwella, wr. 1884 wylozyt on prosty
i jednolity sposéb wywodu tych wzoréw w pracy: ,O przedstawieniu
sit newtonianskich dla o$rodka sprezystego* (142) i wkrétce potem
w innej pracy z r. 1885: , O uzytku spotrzednych krzywoliniowych
w teoryi potencyatu i sprezystoéci® (113), okresla stopien ogdlnosci
tych wzordéw, t.j. ich zaleznoSci od natury przestrzeni, i stara sie
dojsé do nich, wychodzac z jakiegokolwiek uktadu spétrzednych
krzywoliniowych, t. j. pozostawiajac nature przestrzeni nieozna-
czona. W roku nastepnym znowu powraca do tego przedmiotu
w rozprawie: ,,O interpretacyi mechanlcznej wzoréw Maxwella*
(114), gdzie dochodzi do wyniku wielkiego znaczenia. Zapytuje
wniej Beltrami, czy istnieje interpretacya mechaniczna tych
wzoréw, t.j. czy przy przyjeciu tego osrodka sprezystego ictnieje
w nim w samej rzeczy odksztalcenie, zdolne wytworzy¢ ci$nienie,
ktorego skltadowe wyrazajg sie wzorami Maxwella? [ do-
chodzi do wyniku, Ze w zaloZeniu, iZ ten osrodek jest jednorodny
i izotropowy t. j., iz stale izotropii moga sie zmienia¢ w roz-
maitych obszarach przestrzeni, nie istnieje w nim odksztalce-
nie, ktérego sktadowe wyrazajg si¢ temi wzorami, chyba zZe przyj-
miemy przypadek bardzo szczegélny, w ktorym funkcya poten-
cyalna jest liniowa wzgledem spoétrzednych, czego zreszta przyjaé
nie mozna przy hypotezie o nieskoniczonoéci przestrzeni. Aby tedy
znale$¢ interpretacye mechaniczng wzorow Maxwella, trzeba
wyobrazi¢ sobie osrodek izotropowy sui generis; inaczej bo-
wiem, nawet przy uwzglednieniu podanego juz przez Greena
podzialu potencyalu sprezystosci na dwie czesci, ktorym odpo-
wiadajg dwa oS$rodki sprezyste istotnie rézne, wynikiaby stad
niemozno$¢ istnienia drugiego os$rodka, w ktérymby rozcho-
dzily sie jedynie falowania poprzeczne, gdyz w osrodku tym,
pomiedzy innemi, nie spelnialyby si¢ warunki stalosci réwno-
wagi.

Wynik ten jest, jak widzimy, ujemny; nie zmniejsza on atoli
bynajmniej wazno$ci wzoré6w Maxwella i nabiera wielkiego
znaczenia sam przez sig, gdyz ostrzega nas, Ze jesteSmy jeszcze
dalecy od cely, i ze dla dojécia do tego celu nie wystarczaja, zdaje
sie, dotychczasowe nasze pojecia.
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. Tym sposobem Beltrami, ktory w swych latach mio-
dzieficzych podat byt tak wazne przyezynki do poje¢ naszych o geo-
metrycznej budowie przestrzeni, podjawszy znéw po tylu- latach,
jedno z najtrudniejszych zagadnien filozofii przyrody, wzbogacit
nie mniej waznemj pomyslami i teorye fizycznej budowy prze-
strzeni.

Ostatnia grupa prac o sprezystosci dotyczy, jak juz wyzej
powiedziano, wyrazenia analitycznego zasady Huy gensa.

Kirchhoff, rozszerzajgc zastosowanie twierdzenia Gree-
na, podane przez Helmholtza, wyprowadzit najprz6d wzo6r
Poissona, a nastepnie wzoér ogdlniejszy, ktory jako przeklad
analityczny zasady Huy gensa moze stuzyé¢ za pndstawe do
badania zjawisk optycznych. Ale postepowanie Kirchhoffa
podlegato pewnym zarzutom, tak Ze inni uczeni zamierzali wypro-
wadzi¢ ten wazny wzdr drogg odmienng. Beltrami zas uwa-
Zajgc to postepowanie za najnaturalniejsze w. badaniach tego -ro-
dzaju, podjat je na nowo i staral si¢ je przedstawi¢ w r. 1889
w pracy: ,O zasadzie Huygensa* (113) w sposéb wolny od
wzmiankowanych wyzej trudno$ci. Zmiane, zaprowadzong przez
Beltrami'ego, przyjety odrazu traktaty, tak np. ,Kurs hydro-
dynamiki, elektrycznosci i akustyki* Duhem a.

Tymze przedmiotem zajmowal si¢ Beltrami i w trzech
pracach nastgpnych (116, 117, 118), w ktérych wydoskonalit
i-uproscil dedukcye, a w ostatniej z nich z r. 1895: ,O twierdzeniu
Kirchhoffa* .(118) wykazal, ze twierdzenie to opiera si¢ na
prostej tozsamosci analitycznej, ktorej czyni zado$¢ kazda funkcya
trzech spétrzednych prostckatnych i odleglosci-punktu od innego
punktu stalego.

VIII. Teorya ciepta.

O teoryi ciepta oglosit Beltrami dwie prace; trzecia,
przedstawiong w r. 1893 Akademii bolonskiej, wycofal pozniej.

W niektérych prostych zagadnieniach o rozchodzeniu sie
ciepta, gdy idzie o nadanic wiekszej wytwornosci rozwigzaniom,
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bywa dogodniejszem postugiwanie sie¢ nie metoda klasyczng F o u-
riera;, oparta na rozwazaniu t.zw. rozwigzan pojedynczych
i ich rozwinieciami na szereg, lecz innemi metodami, z ktérych
jedna, podana w r. 1868 przez Bettiego, opiera si¢ na uzywaniu
wyrazen analogicznych do zwyklych funkcyj potencyalnych.

Na podstawie tej metody Beltrami w rozprawie z'roku
1887: , O niektérych zagadnieniach, dotyczacych rozchodzenia
si¢ ciepta“ (119), rozwaza przypadek Kkuli, ktorej temperatura
zmienia si¢ warstwami spétérodkowemi. Zagadnienie o wyzna-
czeniu temperatury zmiennej wewnatrz kuli z danej temperatury
na powierzchni, znanej jako pewna funkcya czasu, sprowadza si¢
do rozwigzania réwnania funkcyjnego, w ktérem funkcya nie-
wiadoma wystepuje albo pod albo po za znakiem calki okreslone;j,
a rozwigzanie to otrzymuje Beltrami w postaci nadzwyczaj
wytwornej.

W nocie z r. 1895 p. t.: ,O potencyatach termodynamicznych“
(121), zwréciwszy uwage na pojecie tego potencyatu, ktdrego po-
chodne wzgledem zmiennych geometrycznych uktadu przedsta-
wiaja wyplywajgce z tego uktadu sily mechaniczne, ktérego poten-
cyal ten przedstawia energie swobodna, oraz przypom-
niawszy, Ze potencyatl powinien zaleze¢ od jednego parametru ,
uwazanego za staly, co réwnowazy sie z przyjeciem, ze funkcya,
okreslona jako potencyal, odgrywa taka role jedynie w procesach
termodynamicznych odwracalnych w = statej, zapytuje, czy kaz-
demu takiemu procesowi u = statej odpowiada zawsze potencyal.
Dowodzi, Ze procesy termodynamiczne, majace potencyat; sa temi
i jedynie temi procesami, dla ktérych v mozna uwazaé za funkcye
temperatury bezwzglednej i entropii. Rozwaza nastepnie znany
przypadek proces6w izotermicznych; sa to jak wiadomo procesy,
dla ktorych twierdzenie to ma miejsce, lecz do ktérych nie stosuje
si¢ wprost podane rozwigzanie, gdyz w metodzie uzytej do otrzy-
mania tego rozwigzania; zaktada sie, ze n i temperatura sa nieza-
lezne, gdy tymczasem w hypotezie izotermicznej n jest funkcya
samej tylko temperatury.
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1X. Akustyka.

Beltrami byl nietylko matematykiem, ale uprawiat tez
z powodzeniem i muzyke, w ktérej Kksztalcit sie najprzéd pod kie-
runkiem matki, a nastepnie ¢wiczyt sie z Ponchiellim. Arcy-
dzieta muzyki niemieckiej umiat wykonywagd, jak rzadko kto. Lecz,
jak w swem cieplem wspomnieniu o Beltramim opowiada Cre-
m'o n a, ukrywatl on swéj talent muzykalny z powsciagliwg skrom-
noscia, jakby cbawiat sie zagniewac wspaniatg bogine, matematyke,
ktorej catkowicie siebie poswigcil. Myslal on — przytoczymy tu
wlasne stowa Beltrami'ego (z minuty listu do Wolffa, ogtoszo-
nej przez Crem on e)—ze pomigdzy muzyka a matematyka istnieje
wigksze pokrewieristwo, anizeli to napozor si¢ wydaje; Ze rozumo-
wanie matematyczne jest jakby szeregiem akordéw, wprawiajacych
w drganie lire intelektualna, utworzona z promieni matematycznych
mysli ludzkiej, i Ze odkrycie nowej czeéci matematyki daje sie
poréwnaé z odkryciem nowej modulacyi harmonicznej.
* Jedyna praca, jaka pozostawil z teoryi matematycznej mu-
zyki, jest rozprawa z r. 1882: ,O skali diatonicznej“ (122). Ozna-
czywszy przez | ton zasadniczy, przez r, s interwale pomiedzy nig

. . 1.
a dwiema nutami doskonatego akordu, przez —- interwal oktawy,

2
znajduje, ze wartosci, nadawane do$wiadczalnie liczbom r, s t. j.
4 2 : - . . .
r=-=,8§=-3, sa najprostszemi liczbami wymiernemi,

czynigcemi zado$¢ dwdém nieréwnosciom zasadniczym.

Szerokas¢ pogladéw przy wnikaniu w najdrobniejsze szcze-
goty; niezachwiane dazenie do przedstawiania wysokich zagadnien
W widoku najbardziej naturalnym i prostym; badanie dtugie, cier-
pliwe, niezmordowane w wielokrotnem opracowywaniu tych sa-
mych przedmiotéw dla dotarcia do celu widniejacego w umys$le;
nigdy nienasycone pragnienie doskonatosci, ujawniajace si¢ miedzy
innemi w wycofywaniu nieraz rozpraw napisanych — oto cechy
glowne pracy naukowej Beltrami'ego,.
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Natchnienie dawaly mu zawsze dzieta wielkich mistrzéw,
skad ptynelo jego nigdy niezaspokojone pragnienie doskonatosci.

W nocie, ktéra poprzedzil swoéj przeklad magistralnego
wspomnienia Pliickera o Clebschu, zachecat mtodziez do
studyéw na wielkich wzorach. Na takich wzorach, pisat on,
ksztalcili si¢ znakomici mezowie wszystkich czasow; na tych
tez wzorach ksztalci¢ sie winno nowe pokolenie naukowe, jezeli
pragnie by¢é godnem czasu, w ktérym sie¢ narodzito, i loséw, do
ktérych jest przeznaczone.

Po przedstawieniu prac matematycznych, opiszmy kilkoma
stowami przymioty moralne Beltrami'ego, nigdy niezatarte
W pamieci naszej.

Przymiotem widocznym kazdemu nawet powierzchownemu
spostrzegaczowi byta wyrdzniajaca go wyzszos¢ charakteru, ktéra
budzita—nie wiem co bardziej: szacunek czy podziw. Byt on zawsze
rownym: z umystem w najwyzszym stopniu zréwnowazonym,
inteligencya ruchliwa, predka, rozkazujaca, bystra, nigdy niestabnaca,
zachowal do ostatnich lat site i mesko$¢, ktére zdawaty sie by¢
niespozytemi. Takim sie¢ okazuje w wyjatkach z listéw, ktore
przytoczyt Cre mona w swojem wspomnieniu: umyst dojrzaty,
Swiadomy siebie, peten uczu¢ szlachetnych i wzniostych, unikajacy
wszystkiego, co miato pozér nizkosci i pospolitosci, ze wzrokiem,
skierowanym zawsze ku najwyzszym ideatom ludzkim -— takim
pozostal on az do ostatnich dni; takim widzimy go w krotkiem
lecz pieknem przemoéwieniu na wiosng 1899 roku na cze$¢ lorda
Kelvina, najznakomitszego fizyka $wiata, ktéry w tym czasie
bawigc w Rzymie, byt obecny na posiedzeniu Akademii dei Lincei.

Beltrami wiladat po mistrzowsku forma.

Przyroda uzyczyla mu wielu daréw, lecz wiecej jeszcze
zdobyt sam ciaglem niezmordowanem staraniem, praca nad soby
i nad innemi, surowoscig dla siebie, a tego skarbca przymiotow
w kazdym swych czynie uzywat z majestatem, rzec mozna, Kré-
lewskim.

I dzi$, przeswietni koledzy, uczciwszy to imi¢ blogostawione
Eugeniusza Beltrami'ego, wrdémy do prac naszych i nie-
chaj duch jego budzacy do dzielnych czynéw, unosi si¢ zawsze
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wetej auli, w ktorej tylokrotnie dZwigczat glos jego i gdzie jasnial
jego geniusz.

Czciciele prawdy, w krotkiej i trudnej wedréwce na scenie
$wiata, przekazuja jeden drugiemu gorejacy ptomien, podobnie, —ze
uzyje tu $wietnego obrazu poety rzymskiego—jak w uroczystosciach
mistycznych starozytnej Grecyi, gorficy w swym uciazliwym biegu
oddawali jeden drugiemu gorejacg pochodnie.

Ten plomien. Swiety pozostawil nam Eugeniusz Bel-
trami; bedzie on zawsze czczony i przy nim pracownicy nauki
rozgrzewaé bedg swe serca ku tym wysokim ideatom, ktére byty
ideatami Beltram i'ego.

SPIS PRAC NAUKOWYCH EUGENIUSZA BELTRAMI'EGO,
uloZony porzadkiem materyj.

I. GEOMETRYA ANALITYCZNA.

a) Krzywe wymierne., Powierzchnia Steinera,

1. Annotazioni sulla teoria delle cubiche gobbe. Dwie Noty. (Rend. Ist.
Lomb , serie 11, vol. I. 1868).
Alcune formole per la teoria elementare delle coniche. (Giorn. di Batta-
lini, vol. IX. 1871).

3. Komunikat listn prof. Cre mon a. (Giorn. di Batt., vol. X. 1872).

4. Ricerche di geometria analitica. (Mem. Ace. di Bologna, serie 11I, vol.
X. 1879).

b)  Powierzchnie rzedu trzeciego.

5. Sull'equazione pentaedrale delle superficie di terz'ordine. (Rend. Ist.
Lomb., serie II, vol. XII. 1879).

¢) Twierdzema Feuerbacha, Simpsona § Steinera, Powierzchnia Cayley'a.

&

Sulle coniche di nove punti. (Giorn. di Batt, vol. L. 1863).

7. Estensione allo spazio di tre dimensioni dei teoremi relativi alle coniche
di nove punti. (Giorn. di Batt , vol. I. 1863).

8. Théordme proposé & démontrer. (Nouv. ann., t. II, pag. 336. 1863).
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9.:>dnternc-alle coniche di nove punti e ad alcune questioni'che ge dipendono.
(Mem dell’Ace. di Bologna, serie II, vol. II. 1863).
,10.,  Intorno ad aleuni teoremi di. Feuerbach e di Steiner, (Mem. Acec.
" di'Bologna, serie I11, vol. V. 1875).
“11. Considerazioni analitiche sopra una proposizione di Steiner. (Mem
i .Aece. di Bologna, serie 1II, vol. VIL 1877).

d) Formy dwdjkowe szedcienne.

{3 Ricerche sulla geometria delle forme binarie cubiche. (Mem, Ace. di Bo-
;logna, serie 1I, vol. IX. 1870).

e) Rdine déwiczenia.

13 Soluzione di un problema relativo alle superficie di second’ordine. (Giorn.
di Batt., vol. I. 1863). .

14. Démonstration d’'un théordme de M. Salmcn. (Nouv. ann, t.1I, pag
181. 1863).

15. * Démonstration d'un’ théordme de M. Mannheim. (Nouv. ann, t. 11,
pag. 209. 1863).

16. Solution de la question: Soient donnés une surface de second degré, la
sphére exceptée, et un point fixe, lieu du spectateur; sous quel angle
verra-t-il la surface? (Nouv. ann,, t. II, pag. 355. 1863).

17. Démonstration d'un théordme de M. W. Roberts. (Nouv. ann,, t. IV},
pag. 233. 1865).

18. Di aleune proprietd generali delle curve -algebriche. (Giorn. di Batt.,
vol. IV. 1866).

19. - Sulla minima distanza di dué rette. (Giorn. di Batt., vol. V. 1867).

II. GEOMETRYA NIESKONCZONOSTKOWA.

a) Teoryu ogdina powierzehni, Krzywizna i odksztalcenie powierzchni,
Powiergchnie, ktérych promienie krzywizny sq polgezone pewnym zwigekiem,
Rozwijalnosé, Parametry rdiniczkowe powierzchni, Ukdady potrdine powierz-

chni ortogonalnych, Linie geodezyjne powierzchni.

20. Dj aleune formole relative alla curvatura delle superfieie, (Aun. di mat..
serie I, vol IV. 1862).

2L, -Rigerche-di analisi applicata alla geometria. (Giorn. di Batt., voll. I e III.
1864—65).

22. 1Intorno ad alcune proprietd delle superficie di rivoluzione. (Ann. di mat.,
vol..VI. 1866).

23. Risoluzione d’un problema relativo alle superficie gobbe. (Ann. di mat.,
vol. VII. 1865).
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30.

31

35.

38.

37.

38,

39.

40,

Delle variahili ecomplesse sopra una superficie qualunque. (Ann. di mat.,
gerie 1I, vol. 1. 1867).

Sulla teoria delle linee geodetiche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. I.
1868).

Sulla teoria generale delle superficie. (Ateneo Veneto, serie II, vol. V.
1868).

Intorno ad un nuovo elemento introdotto dal sig. Christoffel nella
teoria delle superficie. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. I1. 1869).

Zur Theorie des Kriimmungsmasses. (Math. Annalen. Bd. 1. 18R9).

Di un sistema di formole per lo studio dolle lince e delle superficie orto-
gonali. (Rend. Ist. Lomb., serie 1I, vol. V. 1872).

b) Linie asymptotyczne na powterzchniach.

Sur la courbure de quelgnes lignes tracées sur une surface. (Nouv. Ann.,
t. 1X, pag. 258. 1865).

Dimostrazione di due formole del siz. Bonnet. (Giorn. di Batt., vol.
1V. 1866).

¢) Powierzchnie prostoliniowe i ich zyinanie,

Sulla flessione delle superficie rigate. (Ann. di mat., vol. V1I. 1865).
Intorno alla flessione delle superficie rigate. (Ateneo Veneto, serie II,
vol. II. 1865).

d) Powierzchnie o polu najmniejszem.

Sulie proprietd generali delle superficie di area minima. (Mem. Ace. di
Bologna, serie II, vol. VII. 1868).

Powierzchnie o krzywiznie stalej. Gevmetrya pseudosferyczna. Prze-
strzenie o krzywiznie stalej 1 linie geodezyjne w tych przestraeniach.

Risoluzione del problema: ,Riportarc i punti di una superficie sopra un
piano in modo che le lince geodetiche vengamo rappresentate da linee
rette“. (Ann. di mat., vol. VII. 1866).

Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea. (Giorn.’di Batt.,
vol. VI. 1868). '

Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante. (Ann. di mat,,
vol. II. 1868).

Sulla teoria analitica della distanza. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. V.
1872).

Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosfe-
riche. (Giorn. di Batt., wol. X, 1872).

Teorema di geometria pseudosferica. (Giorn. di Batt., vol. X, 1873).

Wiad. mat. V1. 1902, 4



. E.:Pascal.

41.

42.

46.
47.

Osservazione sulla nota del prof. Schlaefli alla memoria del professor
Beltrami ,Sugli spazi di curvatura costante“. (Ann. di mat., vol. V.

. 1872).

Un precursore italiano di Legendre e di Lobatschewsky. (Rend.
Ace. dei Lincei, serie 1V, vol. V. 1889).

f) Geometrya nieskoriczonostkowa krzywych.

Intorno ad alcuni sistemi di curve piane. (Ann. di mat., serie I, vol. 1V.
1862).

Sulla teoria delle sviluppoidi e delle sviluppanti. (Ann. di mat., serie I,
vol. IV. 1862).

Di una proprieta delle lince a doppia curvatura. (Giorn. di Batt., vol. V.

1867).
III, ANALIZA CZYSTA.

a) Parametry réiniczkowe. Formy rdiniczkowe kwadratowe,

Intorno ad una trasformazione di variabili. (Giorn. di Batt., vol. V. 1867).
Sulla teoria generale dei parametri differenziali. (Mem. Ace. di Bologna,
serie 11, vol. VIII. 1869).

b) Wzory rachunku calkowego. Szeregi trygonometryczne,
Funkeye walcowe.

Extrait d’une lettre au sujet d’une question proposée dans la-Revue amé-
ricaine Mathematical Monthly. (Nouv. Ann. serie II. t. I, pag. 315. 1862).
Extrait d’une lettre au sujet d'un théoréme de M. Laurent. (Nouv.
Abn,, serie I, t. I, pag. 449. 1862).

Démonstration d’un théortme de M. Valton. (Nouv. Ann, serie 1I,
t. 11, pag. 302. 1863).

Intorno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni. (Rend. Ist.
Lomb., serie II, vol. XIII. 1880,.

Intorno ad alecune serie trigonometriche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol.
XIII. 1880).

Sulle funzioni cilindriche. (Atti Acad. di Torino, vol. XVI. 1881).

c) Funkcye kuliste.

Intorno ad una formela integrale. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XII.
1879).

Sulle funzioni sferiche di una variabile. (Rend. Ist. Lomb.. serie I, vol.
XX. 1887).



‘Eugeniusz Beltrami. 51

56.
57.

58, -

59.
60.

‘61.

63.

64. .

66,
67.
6.
69.
0.
1.

72.

Quelques remarques an sujet des fonctions sphériques. (Compt. rend. de

‘T'Acad. de Paris, vol. CX. 1890).

Sur la théorie des fonetions sphériques. (Compt. rend. de I’Acad. de Pa-
ris, vol. CXVI. 1893).

Sulla teoria delle funzioni sferiche. (Rend. Ist.” Lomb., serie II, vol.
XXIX. 1896).

d) Teorya réwnas,

_Sulle pquazioni algebriche. (Giorn. di Batt., vol. I. 1863).

Sur une question de M. Roberts. (Nouv. Ann,, t. III, pag. 64. 1864).

e) Formy dwuliniowe,

Sulle funzioni bilineari. (Giorn. di Batt., vol. XI. 1873).

IV. MECHANIKA CIECZY.

Ricerche sulla cinematica dei fluidi. (Mem. Ace. di Bologna, serie III,
vol. I, II, Il e V, 1871—72—74).

Memoria intorno al moto piano di un diseco ellittico in un fluido incom-
pressibile. (Rend. Ace. di Bologna, 1875—76) [zapowiedziana lecz nie
ogloszona].

Intorno ad un easo di moto a due coordinate. (Rend. Ist. Lomb., serie II,
vol. X. 1878).

Considerazioni idrodinamiche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXII 1889).

V. MECHANIKA W OGOLNOSCI.

Del moto geometrico di un solido che ruzzola sopra un altro solido.
(Giorn. di Batt., vol. X. 1872).

Osservazione ad una nota del prof. Chelini sopra i sistemi materiali
di egual momento d'inerzia. (Giorn. di Batt., vol. X1I. 1874).

Intorno alla dinamica degli spazi di curvatura costante. (Trans. Ace. dei

" Lineei, serie II, vol. III. 1876)[zapowiedziana lecz nie ogloszona].

Formules fondamentales de cinématique dans les espaces de eourbure
constante. (Bullet. de Darboux, t. XI.'1876).

Sulla teoria degli assi di rotazione. (Collect. mathem. in meém. D. Che-
lini, Mediolani. 1881). ' !
Su]l’equ:hbrlo delle superficie flessibili ed inestendibili. (Mem. Aec. di
Bologna, serie IV, vol. 1I1. 1882).

Sulle equazioni dmamlche di Lagl ange. (Rend. Ist. Lomb., serie II,
vol. XX VIIL 1895).
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VI, POTENCYAE. ATRAKCYA. ELEKTRYCZNOSC. MAGNETYEM.

81,
82.

83.
8%

86.
87.
48,

89.

9.

ELERTROMAGNETYZM.

a) Teorya analitycena funkcyi potencyalnej i potencyalu. Atrakeya

newtonowska.

Intorno ad una trasformazione di Dirichlet. (Giorn. di Batt., vol. X.
1872). _

Sul potenziale mutuo di due sistemi rigidi ed in particolare sul potenziale
elementare elettro-dinamico. (Ann. di mat., vol. VI. 1873).

Considerazioni sopra una legge potenziale. (Rend. Ist. Lomb., serie II,
vol. IX. 1876).

Intorno ad alcune proposizioni di Clausius nella teoria del potenziale.
(Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XI. 1878).

Sulle funzioni potenziali di sistemi simmetriei intorno ad un asse. (Rend.
Ist. Lomb., serie II, vol. XI. 1878).

Intorno ad aleuni punti della teoria del potenziale. (Mem. Ace. di Bo-
logna, serie III, vol. IX, 1878).

Sulr’attrazione di un anello circolare od ellittico. (Mem. Ace. det Lincei,
serie 1II, vol. V. 1880).

Sulla teoria dell’attrazione degli ellissoidi. (Mem. Aec. di Bologna, serie
1V, vol. 1. 1880).

Intorno ad aleuni nuovi teoremi del signor 0. Neumann sulle funzioni
potenziali. (Ann. di mat., serie II, vol. X. 1880).

Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche. (Mem. Ace. di Bologna,
serie IV, vol. II. 1881).

Sulla teoria del potenziale. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XVT. 1883).
Sulle funzioni associate e specialmente su quelle della calotta sferica.
(Mem. Ace. di Bologna, serie IV, vol. IV. 1883).

Sulle funzioni complesse. (Nota I). (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XX.
1887).

Sulla funzione potenziale della circonferenza. (Rend. Cire. mat. di Pa-
lermo, vol. I1I. 1889).

Sulle funzioni complesse. (Nota II). (Rend. Ist. Lomb., serie I, yol. XXIV.
1891).

Sulle funzioni complesse. (Nota III). (Rend. ist. Lomb., serie II, vol.
XXVII. 189%).

A proposito d’'una nuova ricerca del prof. C. Neumann. (Rend. Acc.
dei Lineei, serie V, vol. 1V, 2° semestre 1895).

b) Elektrostatyva, Elektrodynamika,

Nota sulla teoria matematica dei solenoidi elettrodinamfei. (Nuovd Cim,,
serie 1T, vol. VIT VIII. 1872).
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91.

92.

93.

100.

101.

102.

103.

Sulla determinazione sperimentale della deusitd elettrica alla superfieie
dei corpi conduttori. (Mem. Ace. dei Lincei, serie IH, vol. 1. 1877).
intorne ad aleune questioni di elettrostatica. (Rend. 1st. Lomb., serie 11,
vol. X. 1877).

Sulla teoria dei sistemi di conduttori elettrizzati. (Rend. Ist. Lomb., serie
II, vol. XV, 1882).

Sur les couches de niveau électromagnétiques. (Acta Math., vol. III.
1883).

Intorno ad un problema relativo alla teoria delle correnti stazionarie.
(Rend. Ist. Lomb , serie II, vol. XVII. 188%).

Sull’estensione del principio di ’Alembert all’elettrodinamiea. (Rend.
Acc dei Lincei, serie IV, vol. V. 1889).

¢) Magnetyem. Elektromagnetyzm,

Sul potenziale magnetico. (Ann. di mat., serie II, vol. X. 1882).

Sulla teoria degli strati magnetici. (Rend. Ist. Lomb., serie H, vol. XVI.
1883).

Sull'equivalenza delle distribuzioni magnetiche e galvaniche. (Rend. Ist.
Lomb., serie 11, vol, XVI, 1883).

Sulla teoria dell'induzione magnetica secondo Poisson. (Mem. Ace. di Bo-
logna, serie IV, vol. V. 1884).

Note fisico-matematiche. (Rend. Cire. mat. di Palermo, vol. II1. 1889)
(p. e 107).

Considerazioni sulla teoria matematica del magnetismo. (Mem. Acc di
Bologna, serie V, vol. 1. 1891).

Considerazioni sulla teoria matematica dell’elettromagnetismo. (Mem.
Ace. di Bologna, serie V, vol. IT. 1892).

VII. SPREZYSTOSC.
a) Rdwnania ogblne. Potencyal spresystodei.

Sulle equazioni generali dell'elasticitd. (Ann. di mat., serie II, vol. X.
1881).

Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici. (Rend. Ist. Lomb., serie
II, vol. XVIII. 1885).

Sulla teoria delle onde. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XIX. 1886).
Note fisico-matematiche. (Rend. Cire. mat. di Palermo, vol. III. 1889)
(p. & 101).

Sur la théorie de la déformation infiniment petite d’un milieu. (Comptes
rendus de 'Acad. de Paris, vol, CVIII. 1889).

Intorno al mezzo elastico di Green. Due Note, (Rend, Ist. Lomb., sarie II.
vol. XXIV, 1891).
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110.

111,

112.

113.

114.

115.
116.

117.

118.

119.
120.

121.

122,

123.

124.

Sulla teoria generale delle onde piane. (Rend. Cire. matew, di Palermo,
vol. V. 1891). .
Osservazioni su diTuna nota del prof. Morera. (Rend.Ace. dei Lincei,
serie V, vol. I. 1892).

b) Wzory Mazwella.

Sulla rappresentazione delle forze newtoniane per mezzo di forze ela-
stiche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XVII. 1884).

Sull'uso delle coordinate curvilinee nelle teorie del potenziale e dell-
elasticitd. (Mem. Ace. di Bologna, serie 1V, vol. VI. 1885).
Sull'interpretazione meceanica delle formole di Maxwell. (Mem. Ace.
di Bologna, serie IV, vol. VII. 1886).

¢) Wzér Kirchhoffa.

Sul principio di Huygens. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXII. 1889).
Sull'espressione analitica del prineipio di Huygens. (Rend. Ace. dei
Lincei, serie V. vol. I. 1892).

Sull’espressione data da Kirchhoff al prineipio di Huy gens. (Read,
Aece. dei Lincei, serie V, vol. IV, 20 sem. 1895).

Sul teorema di Kirechhoff. (Rend. Ace. dei Lineei, serie V, vol. IV, 20
sem. 1895).

VII. Cigrro.

Intorno ad alcuni problemi di propagazione del calore. (Mem. Ace. di
Bologna, serie 1V, vol. VIIL. 1&87).

Note sulla teoria della propagazione del calore. (Rend. Ace. di Bologna,
1892—93) [zapowiedziane lecz nie ogloszone].

Sui potenziali termodinamici. (Rend. Ace. dei Lincei, serie V, vol. 1V, 1°
sem. 1895).

I1X., AKUSTYKA.

Sulla scala diatoniea. (Rend. Ist. Lomb., serie 1T, vol. XV, 1832),

X. BIBLIOGRAFIE. SPRAWOZDANIA. PRZEKEADY.

Przeklad rozprawy G aussa zr. 1825 z ,\stronomische Abhandlungen“
o odwzorowywaniu powierzehni. (Annali di wat., serie 1 vol. 1V, 1862).

O pracy Chelini'ego: ,Teoria dei sistemi di coordinate semplici et
sulla disenssione dell’equazione generale di 20 grado in coordinate triap-
golari e tetraedriche. (Giorn, di Batt, vol. I 4 str. 31%. 1563).
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1%5.
126.
120

128.

131.

O dziele Casoratiego: ,Teorica generale delle funzioni di variabili
complesse*. (Tamze vol. V1I. 1869).

0 okazie pewnej tablicy logarytmowej (razem z Michezem). (Rend.
Acc. di Bologna 1872—73).

List Fagrange’a do . M. Zanottiego. (Rend. Ace.. di Bologna
1872—173). '
Przektad wspomnienia Clebscecha o Pliickerze, z rozpraw Tow.
getyngeinskiego XVI. 1872, (Giorn. di Batt., vol. XI.

Przeklad wspomnienia o Clebsechu, napisanego przez Brilla,
Gordana, Kleina it d.ztomu VII dziennika Math. Annalen. (Ann.
di mat., serie II, vol. VI).

Referat o rozprawie pulkownika Pietro Conti: ,Sulla resistenza alla
flessione della pietra serena®.(Trans. Ace. di Lincei, serie I, vol. II. 1875).
Referat dla Ministeryum rolnictwa i handlu w sprawie nagréd za naj-
lepsze prace fizyko-matematyczne i ekonomiczno-etyczne, napisane przez
wyktadajgeych w Instytutach technicznych. (Transunti Lincei, serie iI,
vol. [11. Czesé 1 1876).

Referat dla Ministeryum o8wiaty, dotyczgcy nagréd za prace matema-
tyczne w r, 1881—82. (Trans. Ace. dei Lincei, serie 111, vol. VI, 1882).
Takiz referat za rok 1885—1886. (Tamze serie 1V, vol. II. 1886).

referat w sprawie konkursu lﬂ“«{lewskieg‘o za nauki matematyczne
1887 r. (Tamze serie 1V, vol. V, 1889).

XJ., WsPOMNIENIA. NEKROLOGI. BIOGRAFIE, PRZEMOWIENIA.
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‘Wspomnienie o Alfredzie Cle bschu. (Giorn. di Batt., vol. X, 1872).
Noty biograficzne i bibliograficzne o dawnych profesorach Uniwersytetu
w Pawii. (W tomie: Memorie e documenti per la storia dell'Universita di
Psvia. Czeé 1. Pawia 1878,

Przeméwienie, poswiecone pami¢ci D, Chelini'ego. (Rend. Ace. di
Bologna 1878 —79, str. 15).

O zyciu i dzietach D. Chelini’ego. (Collect. mathem. in mem. D. Che-
lini. Medyolan 1881).

Enrico Be tti. (Rend. Cire. mat. di Palermo, vol. VI. 1892).

Ernesto P ado va. Nekrolog. (Rend. Acc. dei Lincei, serie V, vol. V. 1896).
‘Wspomnienie o F. Brioschim, (Ann. di mat., XXVI. 1897).
‘Wspomnieniec 0 Briosehim (na posiedzeniu uroczystem Akademii dei
Lincei dnia 12 czerwca 1898)

Przeméwienie z powodu smierci Sophusa Liego (Rend. Lincei, serie V,
vol. V1II, 1° pétr. 1899).

Przeméwienie na czes¢'Kelvina. (Rend. Lincei, serie V, vol. V1II,
1° pélr. 1899).



